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Wstep

Podejmowanie decyzji jest procesem zlozonym. Sklada si¢ z etapow,
w ktorych nieodzowna jest umiejgtnos¢ postugiwania sig¢ okreslonymi sforma-
lizowanymi metodami ilosciowymi. Zagadnienia z obszaru teorii podejmowa-
nia decyzji sa do$¢ starannie opracowane w wielu publikacjach. W wydaniach
ksiazkowych z zakresu statystyki, ekonometrii, prognozowania i symulacji czy
tez badan operacyjnych opisano metody postgpowania oraz algorytmy czg-
$ciowo poparte przykladami rozwiazan. Nieliczne 1 fragmentaryczne sa jednak
rozwiazania z zastosowaniem techniki mikrokomputerowe;.

Niniejsze opracowanie, zdaniem autoréw, bedzie pomocne studentom
w okredlaniu parametrow statystycznych, modelowaniu ekonometrycznym,
wyznaczaniu prognoz gospodarczych, jak rowniez znajdowaniu najlepszego
wyniku funkcji celu przy podanych ograniczeniach zasobow. W pracy wyko-
rzystuje si¢ funkcje oraz moduly programowe pakietéw programowych,
a zwlaszcza:

—wyrazenia 1 funkcje elementarne arkusza kalkulacyjnego Excel,

— mozliwos$ci sporzadzania statystycznej analizy danych Zrodtowych, ba-
zujac na rozszerzeniu programowym (Excel-Dodatki),

— okreslania prognoz oraz btedow ich oszacowania z zastosowaniem pro-
gramu WinQSB,

— poszukiwania minimalnej lub maksymalnej wartosci funkcji celu, majac
do dyspozycji rozszerzenie programowe (Excel-Solver), czy tez modut (Pro-
gramowanie liniowe i catkowitoliczbowe w pakiecie WinQSB),

— do estymacji oraz weryfikacji modeli ekonometrycznych w programie
GRETL.

W rozdziale pierwszym Zagadnienia wstepne i wybrane modele ekonome-
tryczne przedstawiono stosowane w literaturze programy komputerowe oraz
wskazano na ich dost¢pnos$¢ w internecie. Zaprezentowano przyktady w arku-
szu kalkulacyjnym Excel zawierajacym miary rozktadu jednej zmiennej, roz-
ktad wielu zmiennych, z zakresu regresji i transformacji liniowej, a takze doty-
czace problematyki doboru zmiennych objasniajacych. Oprocz wykorzystania
Excela pokazano mozliwos¢ zastosowania programu GRETL do weryfikacji
modelu ekonometrycznego. GRETL wystepuje rowniez w przyktadach modeli
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wielorownaniowych. Opracowanie obejmuje przyklady modeli stacjonarnych
szeregdw czasowych, zmiennych dychotomicznych z zastosowaniem trendu,
sezonowosci 1 autoregresji.

W rozdziale drugim Elementy badan operacyjnych oparto si¢ gtdwnie na
programie WinQSB oraz wspomagajaco na arkuszu kalkulacyjnym Excel.
Rozdziat ten obejmuje tematy:

— analiza proceséw decyzyjnych,

— rozwiazywanie zadan z programowania liniowego z zastosowaniem me-
tody simpleks oraz programowania nieliniowego,

— zagadnienie transportowe,

—metody programowania dynamicznego,

— analiza przedsigwzigC.

Omawiajac temat, zaprezentowano takze przyktad z wykorzystaniem pro-
gramu Project, ktory stuzy do tworzenia sieci zalezno$ci ztozonych przedsig-
wzig¢ inwestycyjnych lub modernizacyjnych.

Biorac pod uwagg cel tej pracy — tatwo$¢ samodzielnego uczenia si¢ na
podstawie przykladow — starano si¢ omija¢ opisy teoretyczne metod, do kto-
rych Czytelnik moze siggna¢ w dostepnej literaturze, podanej w zakonczeniu
opracowania. Pozostawiono jedynie niezbedne, kréotkie wprowadzenia.

Impulsem do opracowania tak ujetej tematyki bylo widoczne zapo-
trzebowanie samych studentéw studidéw zaocznych kierunku zarzadzanie,
z uwzglednieniem ich uwag dotyczacych przystepnosci pozycji literaturo-
wych, prowadzonych wykladow oraz ¢wiczen. Laczac prace zawodowa
z nauka, chca mie¢ przystepny materiat do studiowania, utozony, w przyblize-
niu, w bloki tematyczne spotkan okresowych. Wychodzac naprzeciw ich zy-
czeniom, w sposob niemal ,,rzemieslniczy” pokazano mozliwosci zastosowa-
nia wybranych metod modelowania ekonometrycznego, a takze z zakresu
badan operacyjnych z uzyciem dostgpnych narzedzi programistycznych. Dla
wygody studiujacych w Aneksie zestawiono wzory, ktdrych opisy i1 zastoso-
wanie znajduja si¢ w niniejszej pracy, oraz dotaczono tablice statystyczne.

Zastrzezenia Czytelnika moze budzi¢ ujgcie naukowe, a takze obszernosci
poruszonej problematyki z zastosowaniem programéw mikrokomputerowych.
Zdajemy sobie rowniez sprawg¢ z mozliwosci wystapienia jeszcze licznych
usterek merytorycznych. Dlatego bgdziemy bardzo wdzigezni tym Czytelni-
kom, ktorych uwagi przyczynia si¢ do poprawienia i wzbogacenia niniejszego
opracowania z zachowaniem jednak celu gtéwnego, tj. przystepnosci.

Wyrazamy podzigkowania Panu Profesorowi Ryszardowi Broszkiewi-
czowi, bez ktorego inicjatywy i zyczliwych spostrzezen nie bytoby tej pracy.
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Czeéé 1

Zagadnienia wstepne i wybrane
modele ekonometryczne

Wartosci Y oraz trend wielomianowy zmiennej Y
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1.1. Wprowadzenie

1.1.1. Pojecia ,,ekonometria” i ,,model ekonometryczny”

Ekonometria to nauka o mierzeniu zalezno$ci migdzy zjawiskami ekono-
micznymi, przyrodniczymi, technicznymi, demograficznymi i socjologiczny-
mi w celach poznawczych, symulacyjnych'. Sprawne studiowanie ekonome-
trii. wymaga znajomosci podstaw makro- 1 mikroekonomii, statystyki oraz
matematyki. Ekonometria bada przede wszystkim zwiazki o charakterze ilo-
Sciowym, wystepujace pomigdzy elementami zjawisk ekonomicznych, za
pomoca metod statystyczno-matematycznych. Tworcami nowoczesnej eko-
nometrii s3 R. Frisch oraz J. Tinbergen — laureaci Nagrody Nobla z ekonomii.

Obecnie ktadzie si¢ nacisk na modelowy aspekt ekonometrii, przy czym:

* modelem ekonometrycznym nazywamy opis interesujacego nas frag-
mentu ekonomicznej rzeczywistosci, uwzgledniajacy tylko istotne jej elemen-
ty. Charakterystyczna jego cecha jest wyodrgbnienie z obiektywnie istniejace-
go systemu zasadniczych relacji wystgpujacych w badanym fragmencie rze-
czywistosci; zewngtrzna forma modelu ekonometrycznego jest uktad rownan;

» model ekonometryczny przedstawia zasadnicze powigzania wystgpujace
pomigdzy rozpatrywanymi zjawiskami ekonomicznymi.

Na potrzeby ekonometrii opracowano réznorodne oprogramowanie.
W niezbednym zakresie do celow dydaktycznych studentow studiow zaocz-
nych kierunku zarzadzanie wydaje si¢ wystarczajacy zbior narzedzi oferowany
przez funkcje 1 opcje arkusza kalkulacyjnego Excel, pakiet WinQSB oraz pro-
gram GRETL, ktory jest bezplatnie dostgpne w internecie.

1.1.2. Struktura modelu ekonometrycznego

Przez model ekonometryczny badanych zjawisk i1 proceséw ekonomicz-
no-spotecznych rozumiemy zapisana w jezyku matematycznym formalna kon-
strukcje o okreslonej strukturze, przedstawiajaca powiazania oraz zalezno$ci
wystepujace migdzy zjawiskami i procesami modelowanego systemu mierzal-
nej rzeczywistosci, z doktadnoscia potrzebna w procesie wnioskowania. Ogol-
na posta¢ modelu liniowego jest nastepujaca:

' J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody, przyklady, zadania, Akademia Ekono-
miczna, Wroctaw 2003, s. 10.
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X =) b,X +c,

Jj#l

X, =>b X +c,
’ Z:‘Z s (1.1.1)

X, = th/Xn T

1
J#l

gdzie:
X, ... X, — po lewej stronie — zmienne objasniane (endogeniczne),
X; (X1, ... X,n) pO prawej stronie — zmienne objasniajace (egzogeniczne).

Przyjmijmy, ze zmienne oznaczamy duzymi literami a wartosci zmien-
nych poszczegdlnych obserwacji literami matymi. Zmienne endogeniczne
1 zmienne egzogeniczne moga wystgpowac bez opdznien czasowych lub moga
by¢ zmiennymi opdznionymi w czasie, tzn. opisujacymi poziom zjawisk lub
procesow we wezesniejszych okresach w stosunku do biezacego.

Zmienne endogeniczne odnoszace si¢ do tego samego okresu, dla ktorego
rownania modelu opisuja badane zalezno$ci, nazywamy zmiennymi tacznie
wspotzaleznymi. Zmienne endogeniczne opoznione w czasie 1 wszystkie
egzogeniczne nazywamy zmiennymi z gory ustalonymi.

b; — parametry strukturalne modelu, ktore charakteryzuja wewngtrzne
powigzania migdzy zmiennymi objasnianymi i objasniajacymi;

¢j — elementy losowe, czyli reszty migdzy warto$ciami z obserwacji a ob-
liczonymi teoretycznie z funkcji danego modelu.

Elementy losowe wynikaja z niemoznos$ci uwzglednienia w modelu
wszystkich zmiennych wptywajacych na zmienna zalezna, ponadto zjawiska
ekonomiczno-spoteczne zaleza od czynnikow niezdeterminowanych. Istotne
znaczenie ma takze jako$¢ materialtow empirycznych, na podstawie ktorych
model jest szacowany.

1.1.3. Kryteria klasyfikacji modeli ekonometrycznych

Podano przyktadowo kryteria modeli: przyczynowo-skutkowych, symp-
tomatycznych, tendencji rozwojowej. Zaleznos¢ przyczynowo-skutkowa mig-
dzy zmiennymi rozpoznaje si¢ na drodze analizy jakosciowej, prowadzacej do
wykrycia wewngtrznej istoty badanego zjawiska i1 okreslenia jego logicz-
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nych zwiazkéw z innymi procesami. W modelach symptomatycznych nie
wystepuje mozliwos¢ uwzglednienia zmiennych objasniajacych, bedacych
przyczyna ksztaltowania si¢ zmiennej objasnianej. Wowczas w rozpatrywanej
relacji modelu zamiast zmiennej objasniajacej bezposrednio oddzialujacej na
zmienna objasniang wprowadza si¢ inna zmienna, przyczynowo nicoddzialu-
jaca na zmienna objasniana, skorelowana jednak z rozpatrywana zmienng ob-
jasniajaca. W modelach tendencji rozwojowej zaktada sig, ze prawidlowosci
dotyczace zmiennej endogenicznej sa funkcja czasu ¢. Modele te stuza do ba-
dania tendencji rozwojowej w okreslonym horyzoncie czasowym, wahan cy-
klicznych, a takze wyjasniania wahan przypadkowych zmiennej endogenicz-
nej.

Z punktu widzenia wystgpowania zmiennych w czasie modele ekonome-
tryczne dzielimy na statyczne i dynamiczne. W modelu statycznym wystepu-
jace w nim zmienne endogeniczne odnosza si¢ do tego samego okresu lub
momentu. W modelu tym nie uwzglednia si¢ ani zmiennej czasowe;j, ani okre-
Slonej funkcji zmiennej reprezentujacej trendy czasowe. Natomiast w mode-
lach dynamicznych zmienne endogeniczne wystepuja z opdznieniami czaso-
Wymi.

Kryteria powigzan istniejacych migdzy zmiennymi endogenicznymi po-
zwalaja wyodrebni¢ trzy klasy modeli: prosty, rekurencyjny, o rownaniach
wspotzaleznych. W modelach prostych w roli zmiennych objasniajacych wy-
stepuja tylko zmienne z gory ustalone. W modelach rekurencyjnych moga
istnie¢ tylko jednostronne zaleznosci migdzy nieopdznionymi w czasie zmien-
nymi endogenicznymi. Jesli chodzi o modele o rownaniach wspotzaleznych,
to w ich konstrukcji nie istnieja Zzadne ograniczenia co do rodzaju, liczby
i rozktadu powiazan migdzy zmiennymi endogenicznymi.

W badaniach zjawisk i procesow ekonomiczno-spotecznych za pomoca
modeli ekonometrycznych réwnan opisowych wyrézniamy etapy:

* okreslenia celu badan modelowych wyodrebnionych procesow i zja-
wisk ekonomicznych;

* sformutowania modelowego systemu i otoczenia systemu badanych
zjawisk 1 procesow gospodarczo-spotecznych oraz wyszczegdlnienia elemen-
tOw tego systemu 1 jego otoczenia;

* wyszczegolnienia oraz doboru zmiennych, ktére beda wystgpowaty
w modelu;

» wyboru klasy modelu ekonometrycznego i postaci analityczne;j;

* estymacji, czyli oszacowania parametrow strukturalnych;

» weryfikacji modelu w celu sprawdzenia, czy okreslony model zapewnia
pozadana doktadno$¢ wynikow;
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* zastosowania modelu, np. w prognozowaniu zjawisk spoleczno-gos-
podarczych.

Przyktad

Model oparty na danych umownych, zwany modelem nierownowagi, w ktérym ba-
dane rynki sa zbilansowane, czyli zmienna objasniana X (podaz) jest rowna zmiennej
objasnianej Z (popyt), a zmienne te sa funkcja jednej zmiennej objasniajacej C (ceny).
Zmniejszenie podazy z X, na X, uruchamia mechanizm powodujacy spadek ceny
i ustalenie jej na nizszym poziomie rownowagi.

Tabela 1.1.1
Dane umowne do wykresu zaleznosci podazy
i popytu od ceny
Podaz Popyt Cena Podaz
Xi V4 C X
1,8 6,5 1,5
2 6,2 1,7
2,1 5,9 1,9 2
2,4 5,4 2 2,2
2,7 5.1 2,2 1,8
3,2 4,7 2,4 3
4 4,4 2,7 3,5
4,5 4 2,7 4
5,2 3,8 2,9 4,5
6,1 3,5 3 5,6
7 32 3,1 6
73 2,8 33 5,9
7,6 2,5 3,5 6

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Do wystapienia zaktdcen wystarczy zablokowanie jednego z mechanizméw regulu-
jacych, np. wprowadzenie cen minimalnych. Jezeli rzeczywista cena bedzie nizsza od
ceny rownowagi, popyt bedzie wyzszy od podazy; gdy cena jest wyzsza niz cena row-
nowagi, podaz bedzie wyzsza od popytu.

Model zakladajacy mozliwo$¢ wystapienia niezbilansowania jest nazywany mode-
lem nier6wnowagi, co wyklucza bezposrednia obserwacje¢ popytu i podazy.
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Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.1.1. Zalezno$¢ podazy i popytu od ceny

1.1.4. Etapy budowy modelu ekonometrycznego

Badanie zaleznosci miedzy zjawiskami ekonomicznymi za pomoca mode-
lu ekonometrycznego jest procesem wieloetapowym i wymaga®:

1. Ustalenia badanego zjawiska, co jest jednoznaczne z okresleniem zja-
wiska wyjasnianego przez model. W pierwszym etapie nalezy wybra¢ zmien-
ne objasniajace (zob. rozdz. 1.6 niniejszego opracowania) sposrod wielu czyn-
nikow wplywajacych na zmienna objasniana.

2. Wyboru postaci analitycznej modelu, a wigc okres§lonej postaci mate-
matyczne] funkcji opisujacej zalezno$¢ zmiennej objasnianej od zmiennych
objasniajacych.

3. Szacowania (estymacji) parametrow modelu, ktore sprowadza si¢ do
wyznaczenia wartosci ocen poszczegolnych parametrow.

4. Weryfikacji modelu, ktérej celem jest sprawdzenie, czy zbudowany
model dobrze opisuje badana rzeczywistos¢ ekonomiczna.

5. Wnioskowania na podstawie modelu, a wigc jego praktyczne wykorzy-
stanie. Moze to by¢:

2E.Nowalk, Zarys metod ekonometrii, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
2007, s. 8.
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— analiza ekonomiczna,

— prognozowanie.

Przyjecie okreslonej procedury badawczej 1 zastosowanie okreslonej me-
tody badania zalezy od typu modelu. Jak juz wspomniano, pod wzgledem
mozliwosci poznawczych modele dzielimy na: przyczynowo-skutkowe,
symptomatyczne, autoregresyjne, tendencji rozwojowej. Liczba rownan mode-
lu (jednoréwnaniowe, wielorownaniowe) odgrywa réwniez rolg¢ w procedurze
jego formutowania. Istotne znaczenie ma takze posta¢ analityczna modelu
(liniowe, nieliniowe).

W modelu ekonometrycznym wyrdzniamy:

— parametry strukturalne, np. w modelu (1.1.2) sa nimi ag, o, ... o,

— parametry struktury stochastycznej — rozktadu odchylen losowych (war-
to$¢ oczekiwana, wariancja odchylen losowych, wspotczynniki autokorelacji
odchylen).

W modelu liniowym w postaci ogdlnej zmienna objasniana Y jest liniowa
funkcja zmiennych objasniajacych X1 odchylenia losowego &:

Y=ay+ o Xi + o Xo+ ...+ o Xi+ e (1.1.2)

Gdy pominiemy &, otrzymamy rownanie na warto$¢ modelowa zmienne;j
objasnianej Y:

Y=a,+aX +a,X,+.+aX,. (1.1.2)

Modele nieliniowe moga by¢:

— nieliniowe wzgledem zmiennych objasniajacych i jednoczesnie liniowe
wzgledem parametrow strukturalnych,

— nieliniowe wzglgdem zmiennych objasniajacych oraz nieliniowe wzgle-
dem parametréw strukturalnych.

Modelom jednoréwnaniowym liniowym poswigcono rozdz. 1.7 i 1.8,
a elementom budowy wielorownaniowych modeli liniowych rozdz. 1.9 niniej-
szej pracy. Przejscia z jednoréwnaniowego modelu nieliniowego w postaé
liniowa dokonujemy poprzez transformacjg (zob. rozdz. 1.5).

W zaleznosci od rodzaju danych statystycznych modele moga by¢ budo-
wane na podstawie:

— danych przekrojowych, majacych posta¢ szeregéw dotyczacych obiek-
tow ekonomicznych w jednej ustalonej jednostce czasu,

— danych czasowych, majacych postac¢ szeregéw dynamicznych dotycza-
cych jednego obiektu ekonomicznego w kolejnych jednostkach okreslonego
przedziatu czasu.
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Przedstawione testy znajduja zastosowanie w przyktadach zamieszczo-
nych w rozdz. 1.7 oraz 1.8.

1.1.5. Testy oceniajace dopasowanie modelu do danych
empirycznych®

Weryfikujac liniowy model ekonometryczny, mozna zbada¢ trzy wiasno-
Sci:

a) stopien zgodnosci modelu z danymi empirycznymi; do podstawowych
stosowanych miar naleza: odchylenie standardowe reszt, wspdtczynnik zmien-
nosci losowej, wspotczynnik zbieznosci oraz wspdtczynnik determinacii (zo-
stang omowione w rozdz. 1.8),

b) jakos$¢ ocen parametrow strukturalnych,

¢) rozktad odchylen losowych.

1.1.5.1. Istotnos¢ wspoétczynnika korelaciji

Wspotczynnik korelacji obliczany jest na podstawie danych z proby”.
Empiryczny (probkowy) dla N obserwacji wspolczynnik korelacji Ry, okresla-
Jjacy sposob oszacowania wspotczynnika korelacji dla catej populacji y,, obli-
czany jest wedlug wzoru:

2. (v, = P)x, = %)

R, (1.1.4)
’ N-S(y)-S(x)

gdzie:

¥ — $rednia wartos¢ y,

X — Srednia warto$¢ x,

S(y) —empiryczne odchylenie standardowe zmiennej Y,
S(x) —empiryczne odchylenie zmiennej X,

n —numer kolejny obserwacji.

Istotnos¢ wspotczynnika korelacji sprawdzamy poprzez weryfikacje
hipotez.

3 Ibidem, rozdz. Weryfikacja modeli liniowych.

M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 2: Ekonometria,
Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2003, rozdz. 1.3: Ocena istotnosci wspolczynnika
korelacji.
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Hipoteza zerowa (nie istnieje zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi):
Hy,:r, =0
Xy 9

a hipoteza alternatywna:
H :r, #0.

Hipoteze weryfikujemy poprzez porownanie statystyki #,; obliczonej
Z proby:

(1.1.5)

z warto$cia teoretyczng (krytyczna), ktdra odczytujemy z tablicy rozktadu
t-Studenta dla zadanego poziomu istotnosci a (np. 0,05) i woéwczas oznaczamy
jako #,. Nastgpnie przeprowadzamy badanie, czy:

L] =2, |-

Jezeli tak, hipoteze Hy odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej H,, po-
niewaz istnieje zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi Y oraz X w popula-
cji generalne;.

1.1.5.2. Istotnos¢ wspoétczynnika korelacji wielorakiej

Badanie to przeprowadzamy, aby stwierdzi¢, czy dopasowanie modelu do
danych empirycznych jest dostatecznie duze. Weryfikujemy hipotezg zerowa
o istotnosci wspotczynnika korelacji wielorakiej, ktory jest pierwiastkiem
kwadratowym wspofczynnika determinacji (badanie to nie jest konieczne, gdy
wystepuje bardzo wysoki poziom wspotczynnika korelacji wielorakiej):

H 0 : (R = 0)5
wobec hipotezy alternatywne;j:
H, :(R#0).

Sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka:

R* n—-k-1

Fermm i (1.1.6)

5

gdzie:
k — ilo§¢ zmiennych objasniajacych (okreslana przez niektorych autoréw jako m); wyste-
pujacy w tym wzorze wspodtczynnik determinacji ma postac:
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> -9

R =
> -7y
=1

(1.1.7)

gdzie:
), — zaobserwowana warto$¢ empiryczna zmiennej objasniane;,
Y, —warto$¢ teoretyczna (modelowa) zmiennej objasniane;.

Dopasowanie modelu do danych jest tym lepsze, im wspdtczynnik deter-
minacji jest blizszy 1.

Podana statystyka ma rozklad F' (Fishera-Snedecora) o m; = r; = k oraz
my =r, =n—k— 1 stopniach swobody. Z zamieszczonej w Aneksie tabl. V dla
przyjetego poziomu istotnosci a oraz m; i my stopni swobody odczytujemy
wartos$¢ krytyczna F*. Nastepnie przeprowadzamy badanie, czy:

F<F*

Jezeli tak, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej; wspotczyn-
nik korelacji wielorakiej jest nieistotnie rozny od zera, a dopasowanie modelu
do danych jest zbyt stabe. Jezeli:

F>F*,
wowczas hipoteze zerowa nalezy odrzuci¢ na rzecz hipotezy alternatywnej;

wspotezynnik korelacji wielorakiej jest istotny, a stopien dopasowania modelu
do danych jest dostatecznie wysoki.

1.1.5.3. Istotnos¢ parametréw strukturalnych

Badanie istotnosci parametréw strukturalnych a;, a, ..., ox liniowego mo-
delu ekonometrycznego ma na celu sprawdzenie, czy zmienne objasniajace
istotnie wptywaja na zmienna objasniana. Weryfikuje si¢ hipoteze zerowa

H;:(a,=0)
wobec hipotezy alternatywne;:
H, :(a, #0).
Sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka okreslana dla kazdego i = 1, 2,
e K
I = ] (1.1.8)
" S(a)’ o
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gdzie:

a; — warto$¢ oceny parametru strukturalnego ¢; (po oszacowaniu parametréw struktural-
nych liniowego modelu ekonometrycznego klasyczna metoda najmniejszych kwadratow
KMNK, co omoéwiono w rozdz. 1.5),

S(a;) — standardowy blad szacunku tego parametru (jako pierwiastek kwadratowy z warto-
$ci na glownej przekatnej macierzy wariancji i kowariancji ocen parametréw strukturalnych).

Do okres$lenia warto$ci krytycznej I* korzystamy z zamieszczonej

w Aneksie tabl. 1., gdzie P — poziom istotnosci a, n’ — ilo$¢ stopni swobody
obliczana jako n — k— 1. Nastgpnie przeprowadzamy badanie, czy:

L; < T*.

Jezeli tak, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej; parametr
strukturalny r6zni si¢ nieistotnie od zera, a zmienna objasniajaca X; nie wply-
wa w istotny sposob na zmienna objasniang Y. Jezeli:

I;>I*,

woweczas hipoteze zerowa odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej; para-
metr a; rézni si¢ W sposob istotny od zera, a zmienna objasniajaca X; wptywa
W sposob istotny na zmienna objasniang Y.

1.1.6. Podstawowe testy statystyczne do sprawdzania
wilasnosci odchylen losowych®

Przed szacowaniem parametrow modelu ekonometrycznego przyjmujemy
okreslone zatozenia dotyczace odchylen losowych ¢. Po doborze postaci anali-
tycznej modelu oraz zestawieniu zmiennych objasniajacych nalezy dokonaé
analizy wlasnosci odchylen losowych, by oceni¢ trafno$¢ modelu. W tym celu
przeprowadzamy badania: losowosci, normalno$ci rozktadu, nieobciazonosci,
autokorelacji, stalosci wariancji. Weryfikacj¢ hipotez przeprowadza si¢ na
podstawie ciagu reszt e, bedacych oszacowaniem odchylen losowych modelu.

1.1.6.1. Losowos¢é

Weryfikujac hipotezg o losowos$ci rozktadu odchylen losowych, oce-
niamy trafno$¢ doboru postaci analitycznej modelu. Do weryfikacji hipo-
tezy zerowej:

H,:[Y = f(X,,X,,... X)]

>E. N o w ak, Zarys metod ekonometrii..., op.cit., s. 8.
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wobec hipotezy alternatywne;j:
H, [YA #= f(X, X, X))

shuzy test serii. Punktem wyjscia jest ciag reszt uszeregowanych wedtug kolej-
nosci jednostek czasu, gdy model jest budowany na podstawie danych dyna-
micznych. Gdy model jest budowany na podstawie danych przekrojowych,
reszty porzadkuje si¢ wedtug rosnacych wartosci zmiennej objasniajace;j, jezeli
jest jedna zmienna objasniajaca, lub wedlug rosnacych warto$ci wybranej
zmiennej objasniajacej, w sytuacji modelu z wieloma zmiennych objasniaja-
cymi. Nastepnie oblicza sig liczbe serii S reszt modelu. Seria jest kazdy pod-
ciag reszt ztozonych wylacznie z reszt dodatnich lub ujemnych. Z tablic testu
serii (tabl. Il w Aneksie) dla danej liczby reszt dodatnich #,, liczby reszt ujem-
nych n, oraz przyjetego poziomu istotnosci a (tj. dla a/2 i 1 — a/2) odczytuje
sie dwie krytyczne liczby serii S; oraz S, . Dokonujemy badania. Jezeli:

Si<S< S,

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy 1 oznacza to, ze rozktad odchy-
len jest losowy, aposta¢ analityczna modelu zostata dobrana prawidlowo.
Jezeli:

S< SlubS=> S,

hipotez¢ H, nalezy odrzuci¢ 1 przyjac hipoteze H;. W tym wypadku rozktad
odchylen jest nielosowy, a posta¢ modelu zostata dobrana nietrafnie.

1.1.6.2. Normalnos¢ rozktadu

Badanie normalnosci rozktadu odchylen losowych sprowadza si¢ do we-
ryfikacji hipotezy, ze dystrybuanta odchylen F(g) jest rowna dystrybuancie
rozktadu normalnego Fi(e). Weryfikujemy wigc hipotezg zerowa:

H,:[F(e)=Fy(e)],

wobec hipotezy alternatywnej:
H, :[F(e)#F,(¢e)]

Do weryfikacji hipotezy o normalno$ci rozkladu shuzy m.in. test zgodno-
$ci Hellwiga, a procedura testu jest nast¢pujaca:
1. Przeprowadzenie standaryzacjireszte, dlat =1, 2, ..., n:

U, ==, (1.1.9)
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gdzie:

e — $rednia arytmetyczna reszt, ktora w modelu liniowym szacowanym wedtug klasycz-
nej metody najmniejszych kwadratow rowna sig zero,

S, — odchylenie standardowe reszt obliczane wedtug wzoru:

(1.1.10)

2. Porzadkowanie zestandaryzowanych reszt wedhug wartosci malejacych:
€(1) < €Q) < --€(n).

3. Odczytanie z tabl. VI (w Aneksie) wartosci dystrybuanty rozktadu nor-
malnego:
D(u) = P(u < ug).

Dla ujemnych warto$ci zestandaryzowanych reszt obliczamy dystrybuantg

jako:
D(u) = 1 = D(u).

4. Wyznaczenie tzw. cel [, ktorymi sa przedzialy liczbowe o rozpigtosci
1/n powstate po podzieleniu odcinka [0, 1] na n rownych czescei.

5. Przyporzadkowanie wartosci dystrybuanty (i) odpowiednim celom
i okreslenie liczby cel pustych K.

6. Odczytanie z tabl. VII w Aneksie dla danej liczby obserwacji n przyjg-
tego poziomu istotnosci o wartosci krytycznych oraz K 1 K.

7. Przeprowadzenie badania. Jezeli:

Ki <K<K,

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy; odchylenia losowe maja zatem
rozktad normalny. Jezeli:

K<K;lub K >K,,

wowczas hipoteze zerowa Hj odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej H;;
odchylenia losowe nie maja wtedy rozktadu normalnego.

Badanie normalnosci rozktadu odchylen losowych mozemy takze prze-
prowegdzié, korzystajac z testu Jarque’a-Bery, ktory opisany jest wedlug for-
muly’:

N L s
JBT_6[,BI+4(,BZ 3) } (1.1.11)

8 M. Osifiska (red.), Ekonometria wspétczesna, TNOIK, Torun 2007.
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gdzie:
N —liczno$¢ proby,
31 — kwadrat wspotczynnika sko$nosci (%), przy czym S obliczamy wedtug wzoru:

N 3
S:\/ﬂ_lz%z ¢ (1.1.12)

i=1 53(31‘)’

gdzie:
e;—reszty modelu,
S(e;) — standardowy blad reszt obliczony wedlug wzoru:

1
LW (1.1.13)
NS

[, — wspolezynnik kurtozy (okre$lany réwniez jako K):

1w e
B=—S_4%_ 1.1.14
) Ng‘s“(el) ( )

We wzorach na wspdtczynnik sko$nosci oraz wspotczynnik kurtozy przy-
jeto warto$¢ $rednia reszt modelu réwna zeru.
Badanie polega na poréwnaniu rozktadu skfadnika losowego z proby
z postulowanym teoretycznym rozktadem normalnym.
Hipoteza zerowa (rozktad skltadnika losowego jest rozkladem normal-
nym):
H, :F(ei) :FN(ei)'

Hipoteza alternatywna (rozktad skladnika losowego nie jest rozktadem
normalnym):
H, :F(e)#F,(e).

Rozklad statystyki JBT jest zbiezny do rozktadu y’ (2) przy okreslonym
poziomie istotnosci a oraz dwoch stopniach swobody.
Sprawdzamy, czy:
JBT < y2(2).

Jezeli tak, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy; rozklad sktadni-
ka losowego jest normalny. Jezeli:

JBT 2 22(2),

wowczas odrzucamy Hy na rzecz H;.
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Nieco inna formula testu Jarque’a-Bery, rozniaca si¢ liczba szacowanych
parametrow k, wystepuje w publikacji M. Lipiec-Zajchowskiej’:
- 1
JBT=NTk{SZ+Z(K—3)2} (1.1.15)

gdzie:

N —liczno$¢ proby,

S — wspotczynnik sko§noscei,
K —wspolczynnik kurtozy.

1.1.6.3. Nieobcigzonos¢

Dla modeli nieliniowych, ze wzgledu na parametry strukturalne, przepro-
wadzamy badanie nieobciazonosci odchylen losowych. Sprowadza si¢ ono do
zweryfikowania hipotezy zerowej:

H, :[E(g) = 0],
wobec hipotezy alternatywne;:
H, :[E(g)#0]
Sprawdzianem jest statystyka:
S

e

(1.1.16)

gdzie:
e — $rednia arytmetyczna reszt, ktora w modelu liniowym szacowanym wedtug klasycz-
nej metody najmniejszych kwadratow réwna sig zero,

S »— odchylenie standardowe reszt obliczane wedhig wzoru (1.1.10).

Z tablicy I dla m = n — 1 stopni swobody (oznaczonej jako n) oraz dla
przyjetego poziomu istotnosci a odczytujemy warto$¢ krytyczng I*. Przepro-
wadzamy badanie. Jezeli:

1< T%,

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy; warto$¢ oczekiwana odchylen
losowych jest nieistotnie rézna od zera i odchylenia te sa nieobciazone. Jezeli:
1> TI*,

" M. Lipiec-Zajchowska M. (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2. Ekonome-
tria..., op.cit.
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wtedy hipotezg¢ zerowa H, odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej Hi;
warto$¢ oczekiwana odchylen losowych jest istotnie r6zna od zera i odchyle-
nia losowe sa obciazone.

1.1.6.4. Autokorelacja

Celem badania autokorelacji odchylen losowych jest sprawdzenie jednego
z zalozen klasycznej metody najmniejszych kwadratow (KMNK), tj. czy auto-
korelacja odchylefi losowych nie wystepuje®. Miarg sity i kierunku autokore-
lacji odchylen losowych &; z okresu ¢ 1 odchylen losowych ., z okresu #-7 jest
wspotczynnik korelacji:

p‘[ = ,O(St, St-‘[):

nazywany wspotczynnikiem autokorelacji reszt rzedu z. Oszacowaniem tego
wspotczynnika jest wspotczynnik autokorelacji reszt ;1 €., okreslony wzorem:

n
z (et - Et )(et—r - Etfr

t=r+1

r,=—— - : (1.1.17)
\/Z(@t _Et)z Z(et—r _Et—r)z

t=r+1 t=r+1

gdzie:
¢, e;_, — $rednie arytmetyczne odpowiednich ciagow reszt dla n — 7 obserwacji.

Poniewaz warto§¢ oczekiwana sktadnika losowego wynosi zero
(a w przypadku reszt otrzymanych dla modelu szacowanego KMNK $rednia
reszt takze wynosi zero), wspdtczynnik autokorelaciji pierwszego rzedu w pro-
bie r; mozemy okresli¢ ze wzoru:

n n
el el
=2 ~ t=2

n n n ’
2
2 2
\/Ze, Yo e
=2 =2 1=2

Dotyczy to duzej proby, dla ktérej e’ =e’ ,

]/’1:

(1.1.18)

gdzie:
e;—reszty z okresu biezacego,
e.1— reszty opoznione o jeden okres.

¥ D. Strahl D. (red.), Modelowanie ekonometryczne z Excelem, Akademia Ekonomiczna,
Wroctaw 2002.
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Do weryfikacji hipotezy zerowej:
H,:(p =0),

o braku autokorelacji odchylen losowych ¢ 1 ., wobec hipotezy alternatyw-
nej:
Hl . (p 1 * 0)7

stuzy test Durbina-Watsona, a sprawdzianem tej hipotezy w przypadku auto-
korelacji dodatniej (7 > 0) jest statystyka:

i== (1.1.19)

Test Durbina-Watsona stuzy do badania autokorelacji pierwszego rzedu
przy zalozeniach:

—model musi zawiera¢ wyraz wolny,

— sktadnik losowy powinien mie¢ rozktad normalny,

— w roli zmiennej objasniajacej nie moze wystgpowaé zmienna endoge-
niczna opdzniona w czasie.

W tablicy IV (Durbina-Watsona) w Aneksie dla przyjgtego poziomu istot-
nosci o 1 danej liczby obserwacji n oraz liczby zmiennych objasniajacych & —
bez statej ¢ (w niektorych publikacjach k okreslane jest jako m) — odczytuje si¢
dwie wartosci krytyczne: d; 1 dy. Nastgpnie przeprowadzamy badanie, czy:

d > dy.

Jezeli tak, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej; wspotczyn-
nik autokorelacji p; jest nieistotny (nie wystepuje autokorelacja pierwszego
rzedu sktadnika resztowego). Jezeli:

d < d,

hipotez¢ Hj nalezy odrzuci¢ na rzecz hipotezy alternatywnej H;; wspolczynnik
autokorelacji p; jest istotny (co oznacza wystepowanie w modelu autokorelacji
pierwszego rz¢du sktadnika losowego). Jezeli:

dp<d<dy,

wowczas przy uzyciu testu Durbina-Watsona nie mozna podja¢ zadnej decyzji
i nalezy zastosowac¢ inny test (np. na istotno$¢ wspotczynnika korelacji).

W przypadku autokorelacji ujemnej (r; < 0) oblicza si¢ warto$¢ statystyki
d’ =4 —d, a postgpowanie dalsze jest analogicznie do korelacji dodatnie;.
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Za pomocy testu istotnosci wspotczynnika autokorelacji mozemy badac
istotno$¢ autokorelacji odchylen losowych dowolnego rzedu, a test ten umoz-
liwia zweryfikowanie hipotezy zerowe;:

H() : (IO T = 0)’
wobec hipotezy alternatywne;:
H, :(p, #0).

Sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka:

riNn—-7t-2
[ =7 (1.1.20)
J1-r°

Na podstawie tablicy I testu #-Studenta (Aneks) w przyjetym poziomie
istotno$ci o oraz m = n — v — 2 stopnie swobody, gdzie np. 7 = 1, odczytuje si¢
wartosci krytyczne I*. Nastgpnie przeprowadzamy badanie, czy:

I <T*%.

Jezeli tak, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy; wspotczynnik
autokorelacji p, jest nieistotny. Jezeli:

1> I*,

hipoteze Hy nalezy odrzucié¢ na rzecz hipotezy H,; wspotczynnik autokorelacji
pq jest istotny.

1.1.6.5. Statos¢ (jednorodnos¢) wariancji sktadnika losowego
(oparta na tescie Fishera-Snedecora)

Rozpatrzmy dwa podzbiory obserwacji, co do ktorych istnieje przypusz-
czenie, ze wariancja odchylen jest najmniejsza i najwigksza. W pierwszym
podzbiorze o liczbie obserwacji n; sa obserwacje ¢ = 1, 2, ..., nj, a w drugim,
ny, saobserwacjen—my +1,n—ny +2, ..., n.

Do zweryfikowania hipotezy zerowej o rownosci wariancji odchylen lo-
sowych obu podzbiorow:

H, :(05,1 = gz,z)’

wobec hipotezy alternatywne;:

. 2 2
H,: (65,1 <o ,2),

&
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wykorzystuje si¢ test /' (Fishera-Snedocora), ktorego sprawdzianem jest staty-
styka:
S2
F=-2 (1.1.21.)
S
przy czym wariancja resztowa n; pierwszych obserwacji okreslona jest wedtug
WZOru:

Z(et _51)2
= 1.1.22
SGZJ =11 ) ( )

n —k-1

a wariancja resztowa n, ostatnich obserwacji wedtug:

n
=12
z (et ) )
S2 — =1
e,2 s
n,—k—1
gdzie:
€|, e, —$rednie arytmetyczne odpowiednich ciagdw reszt.

W tablicy V (4dneks) w przyjetym poziomie istotno$ci o oraz m; = r; = ny
—k—11my; =r, =n —k— 1 stopni swobody odczytujemy warto$¢ krytyczna
F*. Nastepnie przeprowadzamy badanie, czy:

F<F*,

Jezeli tak, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hy; stwier-
dza sig, ze wariancje z podzbioréw nieistotnie si¢ od siebie r6znig; wariancja
sktadnika losowego jest jednorodna (stata w czasie). Jezeli:

F>F*
wowczas hipotezg zerowa nalezy odrzuci¢ na rzecz hipotezy alternatywnej;
wariancje z podprob (podzbioréw) istotnie si¢ od siebie réznia (wariancja
sktadnika losowego jest niejednorodna); w miar¢ uptywu czasu wariancja od-
chylen losowych wzrasta.

Statystyka F* wymaga, aby w liczniku znalazta si¢ wicksza warto$¢ esty-
matora sktadnika losowego sposrod S7, i S7,.

1.1.7. Pytania

1. Podaj definicj¢ ekonometrii.
2. Co nazywamy modelem ekonometrycznym?
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3. Wymien klasy modeli ekonometrycznych.

4. Czym charakteryzuja si¢ modele symptomatyczne?

5. Wymien etapy budowy modelu ekonometrycznego.

6. Wymien testy oceny dopasowania modelu do danych empirycznych.

7. Wymien testy do sprawdzania wtasno$ci odchylen losowych.

8. Podaj procedurg postgpowania przy badaniu losowosci rozktadu odchy-
len losowych.

9. Do czego stuzy test zgodnosci Hellwiga?
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1.2. Oprogramowanie mikrokomputerowe
do ekonometrii

1.2.1. Uwagi wstepne

Ekonometria jako odrebna dyscyplina naukowa rozwija si¢ coraz prezniej.
Powstaja nowe metody 1 modele. Doskonalony jest aparat teoretyczny do es-
tymacji 1 weryfikacji modeli. Na naszym rynku wydawniczym pojawiaja si¢
publikacje sugerujace stosowanie nowoczesnej techniki obliczeniowej. Ob-
szerny dorobek z zakresu oprogramowania (znany juz w wiodacych gospodar-
czo krajach) przenika do wydawanych u nas pozycji ksiazkowych i coraz sze-
rzej stosowany jest na uczelniach ekonomicznych. Nieliczne sa jednak publi-
kacje poswigcone w calosci rozwigzywaniu probleméw z zastosowaniem
okreslonego pakietu komputerowego. Czgsto wystepuje tylko nawiazanie do
programéw lub zastosowania podane sa fragmentarycznie w formie dotaczo-
nego aneksu.

G.S. Maddala’ w swoim podreczniku do ekonometrii stwierdza, ze nie ma
jednak pakietu, ktory by objat wszystkie tematy oméwione w jego pracy. Wie-
le jest programow o réznorodnych symbolach, ktére w swej funkcjonalnosci
nieznacznie r6znia si¢ migdzy soba oraz dotycza metod i testow podstawo-
wych.

Autorzy chcieliby, aby niniejszy materiat byt zainicjowaniem czego$
w rodzaju przewodnika po publikacjach 1 pakietach programowych, zarowno
tych bezptatnych, ogdlnie dostepnych, jak i zamknigtych, wymagajacych in-
dywidualnych licencji. Jest to bardzo obszerna tematyka znajdujaca swoje
fragmentaryczne odzwierciedlenie w internecie w przykladach zastosowan.
Wystarczy siggna¢ do strony www: [feweb.vu.nl/economet riclinks/software
/software.html], aby si¢ przekona¢ o ogromnym dorobku oprogramowania
rozwijanego w miar¢ postepu w zakresie systemow operacyjnych, programow
narzgdziowych i sieciowych. Strona ta zawiera linki do dystrybutoréw okre-
Slonego oprogramowania. W niniejszym opracowaniu dokonano przegladu
dostepnych pozycji literaturowych pod katem zastosowania elektronicznej
techniki obliczeniowej. Dalsze penetrowanie mozliwosci zainstalowania pro-

°G.S.M addala, Ekonometria, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006.
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gramow, jak i rozpoznania ich funkcjonalnosci pozostawia si¢ studiujacym,
tak by ekonometria nie kojarzyta si¢ tylko z rozwazaniami teoretycznymi
1 mnéstwem wzorow.

1.2.2. Programy komputerowe

Omoéwienie w niniejszym materiale obszarow zastosowania calej palety
programow komputerowych przeznaczonych do ekonometrii nie jest mozliwe.
Ponadto nie wszystkie stosowane sa w naszym kraju. Z tego wzgledu oparto
si¢ na programach przyktadowych, powszechnie dostgpnych.

1.2.2.1. GRETL

Oprogramowanie GRETL (GNU Regression, econometric and Time-
-series Library) opracowane jest w wersji polskiej. Dostgpne jest na stronie
internetowe] http:/www [gretl.source.net] lub [kufel.torun.pl]. Zawiera pod-
stawowe tematy z ekonometrii oraz prognozowania i symulacji. Publikacja
T. Kufla obejmuje szereg tematow dotyczacych mozliwosci zastosowania
menu oprogramowania GRETL-a na bazie plikdéw danych oferowanych w in-
ternecie przez tegoz autora'’. Oprogramowanie wydane jest bezplatnie przez
Fundacje Wolnego Oprogramowania (Free Software Foundation). Jego kod
zrodtowy moze by¢ przez uzytkownikéw modyfikowany, jednak ryzyko sku-
teczno$ci dziatania funkcji ponosi sam uzytkownik. W trakcie pisania tej
ksiazki lansowana byla wersja GRETL-a nr 1.6.5. Procedur¢ instalacji pliku
[gretlinstall.exe] oraz plikow z danymi pochodzacymi z podrecznikéw eko-
nometrii podano w publikacji T. Kufla''. Menu programu obejmuje:

— plik — operacje na plikach,

— narzgdzia — funkcje odczytu wartosci krytycznych oraz prezentacji gra-
ficznej rozktadow,

— dane — operacje umozliwiajace edycje zmiennych na potrzeby modelu,

— widok — zestaw funkcji obejmujacych m.in. budowe wykresow, szaco-
wanie statystyk,

— dodawanie zmiennych — tworzenie nowych zmiennych na bazie istnie-
Jacych,

— proba — okreslenie zakresu obserwacji z pliku danych,

— zmienna — udostegpnianie statystyk opisowych, rozktadéw i ich zgod-
nosci,

7. K u f e 1, Ekonometria. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem programu
GRETL, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2007.
"! Tbidem, rozdz. 1.2.
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— model — obszerny zestaw metod estymacji modeli ekonometrycznych,
szeregow czasowych, nieliniowych, rownan wspoétzaleznych, panelowych.

Oprogramowanie GRETL-a ma dostep do serwera [ricardo.ecn.wfu.edu]
poprzez menu: (Plik/Pliki baz danych/Instalowanie baz danych)'*. Aby pra-
cowac z GRETL-em, pozyskany plik nalezy zapisa¢ na dysku wlasnego kom-
putera. W ramach programu GRETL wystepuja przyktady modeli ekonome-
trycznych, a czg$¢ z nich opatrzona jest zestawem polecen-komend. Wbudo-
wano rowniez tablice statystyczne rozktadéw: normalnego, #-Studenta, ;(2, F,
Durbina-Watsona. Ulatwieniem jest kalkulator testow statystycznych pozwala-
jacy wyznaczy¢ wielkos¢ statystyki testowej 1 empiryczne poziomy istotnosci
do weryfikacji modelu. Wprowadzane informacje o parametrach kalkulatora
testow sa warto§ciami liczbowymi.

Oprogramowanie GRETL-a w zakresie ekonometrycznych modeli do da-
nych przekrojowych umozliwia zardbwno dobdr zmiennych, jak i estymacije
parametrow klasyczna metoda najmniejszych kwadratow (KMNK) oraz prze-
prowadzenie etapéw weryfikacji modelu. W doborze zmiennych objasniaja-
cych stosuje si¢ funkcje wyznaczania macierzy korelacji. Oprécz KMNK
w programie wykorzystuje si¢ takze inne metody estymacji, b¢dace modyfika-
cja metody najmniejszych kwadratow. Bardzo pomocne sa informacje z pro-
cesu estymacji oraz specjalne funkcje GRETL-a do weryfikacji modelu, stuza-
ce do oceny:

— istotno$ci parametrow strukturalnych,

— stopnia dopasowania modelu,

—normalnosci rozktadu reszt,

— jednorodnoS$ci wariancji reszt,

— liniowo$ci postaci analityczne;j,

— wspotliniowos$ci zmiennych objasniajacych,

— wptywowych obserwacji.

Pomocna cecha programu GRETL jest zapisanie wynikéw modelowania,
grafiki i wykonywanych komend w formie pliku sesji. Analiz¢ ekonometrycz-
na procesdw ekonomicznych utatwiaja uzyskane z tego programu charaktery-
styki, w tym funkcja autokorelacji i korelacji czastkowej. W pracy T. Kufla'
na uwagg zashuguje nawiazanie do krotkiego wyjasnienia teoretycznego pod-
stawowych modeli procesow ekonomicznych z przedstawieniem na konkret-
nym pliku danych odpowiedniej funkcji GRETL-a. Daje to mozliwo$¢ zrozu-
mienia raportow programu z realizacji budowy modeli: wielomianowych tren-
du, wahan sezonowych, autoregresyjnych.

2 Ibidem, rozdz. 2.10.
13 Ibidem.
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Na podstawie modelu trendu i sezonowos$ci przy skorzystaniu z funkcji
(Analiza/Prognoza) mozemy wyznaczy¢ prognozy i oszacowac btedy predyk-
cji kazdego prognozowanego okresu. Gdy nie sa spelnione zatozenia o stoso-
waniu KMNK, tj. wystepuje autokorelacja reszt lub heteroskedastycznos¢
wariancji (niestato$¢), to wowczas stosowana jest uogoélniona metoda naj-
mniejszych kwadratoéw (UMNK). W warunkach autokorelacji reszt program
GRETL proponuje w ramach modeli szeregdéw czasowych metody: Cochrane-
-Orcutta; Hirdertha-Lu; Praisa-Winstena.

Istnienie odstajacych (nietypowych, wptywowych) obserwacji jest przy-
czyna wystgpowania heteroskedastycznosci wariancji resztowej. Niespehienie
warunku stalodci wariancji oceniamy, stosujac KMNK 1 test White’a, postugu-
jac si¢ funkcja (Test/Test heteroskedastycznosci) GRETL-a. Gdy wynik testu
wskaze na istotno$¢ zmienno$ci wariancji, wowczas, w celu lepszej estymacji
parametrow, stosujemy UMNK. W wersji polskiej nr 1.6.5 mozna rozwiazy-
wac rowniez modele nieliniowe, a w ich ramach: logitowe, probitowe, tobito-
we (okreslone na podstawie modeli logitowych 1 probitowych).

Godna uwagi jest mozliwo$¢ okreslania wielowymiarowych modeli eko-
nometrycznych, ktore charakteryzuja wiele zjawisk ekonomicznych. Do esty-
macji rownan tych modeli stuzy podwojna metoda najmniejszych kwadratow
(2MNK), wywotywana z funkcji (Modele/Inne liniowe modele/Podwojna
metoda najmniejszych kwadratow).

Niekiedy brakuje teoretycznych podstaw do wskazywania wspotzalezno-
$ci procesdéw, a wigc rodza si¢ watpliwosci co do celowosci modelowania
strukturalnego. W zwiazku z ta niepewnoscia opracowano modele VAR, czyli
wielorownaniowe, w ktorych zestaw zmiennych objasniajacych obejmuje
procesy opdznione w czasie. Modele te byly doskonalone poprzez wprowa-
dzenie trendu i sezonowos$ci. Do oszacowania modelu VAR korzystamy
z menu (Model/Modele szeregow czasowych/Model wektorowej autoregresji).

Z danymi panelowymi, np. przestrzennie-czasowymi, mamy do czynienia,
gdy obserwujemy dane na kilku obiektach, obszarach i okresach czasowych.
T. Kufel jako przyktad podaje ,,[...] badanie ekonomicznej efektywnosci lud-
nosci [...], stopy bezrobocia w powiatach w Polsce w latach 1998-2002 oraz
rozwiazuje ten przyktad w GRETL-u'* .

1.2.2.2. EViews

Statystyczny pakiet komputerowy Econometric Views (EViews) poshuzyt
M. Lipiec-Zajchowskiej do przeprowadzenia analiz, ktorych wyniki sa w for-

' Ibidem, rozdz. 12.
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macie tego pakietu'. W aneksie tej publikacji zawarto opisy komputerowych
programéw Excel oraz EViews. Wyniki analiz dyskryminacyjnych otrzyma-
no, stosujac pakiet Statistica. EViews postuzyt do budowy liniowych modeli
regresji z jedna zmienng objasniajaca (niezalezng). W ramach tej czynnosci
oszacowano wspolczynniki korelacji, estymacji parametréw modelu, otrzymu-
jac podstawowe statystyki opisujace dopasowania modelu do danych empi-
rycznych; uzyskano m.in.:

— wspotczynniki przy zmiennych objasniajacych,

— bledy standardowe oszacowania parametrow,

— wartosci testu #-Studenta,

—wspotezynnik determinacji, skorygowany wspoétczynnik determinacji,

— odchylenie standardowe sktadnika resztowego,

— warto$¢ testu Durbina-Watsona,

— $§rednia zmienng zalezna, odchylenie standardowe zmiennej zalezne;j,

— warto$¢ testu Fishera, poziom istotnosci statystyki F.

W wymienionej publikacji uzyto EViews rowniez do oszacowania para-
metrow liniowego dwuwymiarowego modelu ekonometrycznego, uzyskujac
takze statystyke dopasowania modelu. Program zastosowano takze do wielo-
wymiarowych modeli regresji, gdy liczba zmiennych objasniajacych jest
wigksza niz dwie. W publikacji M. Lipiec-Zajchowskiej'® spotykamy przy-
ktad oszacowania z uzyciem EViews nieliniowego wielowymiarowego mode-
lu regresji z op6zniona zmienng endogeniczng Y,;. We wspomnianej publika-
cji, oprocz zastosowania pakietu do modeli przyczynowo-skutkowych, spoty-
kamy réwniez zastosowanie EViews do modeli rozwoju zjawiska w czasie.
Interesujacy jest przyktad doboru funkcji trendu sposrod funkeji liniowej, po-
tegowej oraz wykladniczej. Gdy wystepuje sezonowos¢, w kwartatach moze-
my wprowadzi¢ zmienne zero-jedynkowe 1 wowczas estymujemy parametry
modelu obejmujacego czas oraz zmienne. Zastosowanie to dotyczy zardwno
modeli multiplikatywnych, jak i addytywnych. Zjawiska w czasie opisywane
sa w celach prognozowania za pomoca modeli:

— prostych $rednich ruchomych, np. dwu- lub czterookresowych,

—wazonych $rednich ruchomych,

— prostego wyrownywania wyktadniczego z parametrem wyrdéwnuja-
cym a,

— adaptacyjnego wyrownywania wykladniczego z sygnatem adaptacyj-
nym 757,

> M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit.
'% Ibidem, rozdz. 1.14.2.
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— podwojnych $rednich ruchomych,

— podwojnego wyrownywania wyktadniczego — model Browna,

— Holta-Wintersa (bez sezonowosci, z sezonowoscia multiplikatywna lub
addytywna).

Omawiany pakiet umozliwia zbudowanie modeli wyrdwnywania wy-
ktadniczego (prostego, podwdjnego) oraz Holta-Wintersa. Szybka realizacja
komputerowa daje szans¢ wyboru adekwatnego modelu, jak i najlepszych
parametrow z punktu widzenia miary bledu wygastych juz prognoz, jaka jest
RMSE (pierwiastek sredniego kwadratu btedu).

Modele autoregresyjne, stosowane do prognoz krotkoterminowych, wy-
korzystujemy wtedy, gdy utrudnione jest zebranie danych dotyczacych zmien-
nych objasniajacych. W klasycznych modelach autoregresyjnych, np. gdy
zmienne objasniajace stanowia zmienne opoznione o 1, 2, 3 okresy, estymu-
jemy parametry w EViews, stosujac KMNK. Warto doda¢, ze, oprocz estyma-
¢cji parametréw modelu, mozemy, uzywajac tego pakietu, przeprowadzi¢ (po-
dobnie jak w programie GRETL) badania:

— istotnosci parametrow (test #-Studenta),

— autokorelacji (test LM),

—normalnosci reszt (test JBT),

— stato$ci wariancji (test White’a).

Na podstawie analizy wynikow testow decydujemy o odrzuceniu lub nie
modelu oszacowanego na podstawie KMNK, biorac pod uwage kryteria zato-
zen tej metody.

Gdy mamy do czynienia ze stacjonarnym szeregiem czasowym, ktory
charakteryzuje si¢ stata Srednia 1 wariancja, 1 kowariancja zalezna od rzedu
opdznienia p zmiennej objasnianej Y, anie od czasu ¢, to budujemy modele
Boxa i1 Jenkinsa. Do badania stacjonarnosci szeregu stosujemy funkcj¢ autoko-
relacji lub rozszerzony test Dickey-Fullera zawarty w programie EViews. Jesli
szereg jest niestacjonarny, to, na podstawie roznic rzedu d zmiennej objasnia-
nej Y, budowane sa modele $rednich ruchomych, a takze modele mieszane. Po
usunigceiu, przyktadowo, z modelu mieszanego nieistotnych zmiennych otrzy-
mujemy poprawny statystycznie model, nadajacy si¢ do praktycznego stoso-
wania.

Odrebna grupe stanowia zastosowania EViews do estymacji parametrow
modeli ze zmiennymi dychotomicznymi, gdy ¥ ma warto$¢ zero-jedynkowa
oraz wystepuje zestaw cech jakosciowych X. Poszukujemy zwiazku migdzy X
a prawdopodobienstwem realizacji okreslonego zdarzenia wyrazonego przez
Y. W zaleznosci od formuty wyrazajacej t¢ zalezno$¢ wystepuja modele, kto-
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rych parametry mozemy oszacowad, rdwniez uzywajac programu EViews
(niestety, nie jest ogdlnie dostepny w internecie):

— liniowy model prawdopodobienstwa (LPM),

— logit (logarytm naturalny wspdtczynnika szansy),

— probit, wykorzystujacy dystrybuantg rozktadu normalnego.

Procedura zastosowania pakietu EViews w wersji 3.11 z przyktadami
ekranéw menu znajduje si¢ w 1 rozdziale Aneksu'’. Mozemy dowiedzie¢ sie,
jak: wprowadza¢ dane do modelu regresji, wykona¢ odpowiednie wykresy,
przeprowadzi¢ operacje na szeregach danych, dokona¢ estymacji parametrow,
sporzadzi¢ wykres rozrzutu reszt oraz otrzyma¢ miary statystyki opisowe;.
EViews jest tez pomocny w modelach trendu. Mozemy prognozowac, bazujac
na modelu autoregresyjnym czy tez wyréwnywania wyktadniczego. Opcje
programu (Histogram i statystyki opisowe/Szereg rozdzielczy) daja nam mate-
rial do podstawowej analizy statystycznej. Warto jeszcze zaznaczyc¢, ze pracu-
jac w systemie operacyjnym Windows, mamy mozliwo$¢ dokonania impor-
tu/eksportu plikow miedzy EViews a arkuszem kalkulacyjnym Excel lub edy-
torem tekstoéw Word. Zastosowanie omawianego pakietu spotykamy row-
niez u E. Lipiec-Zajchowskiej'®. W Aneksie tegoz tomu podano sposob
korzystania z menu do pozyskania statystyki opisowej oraz nastgpujacych
wykresow'”:

— liniowego, liniowego warstwowego,

— stupkowego, stupkowego warstwowego, liniowostupkowego,

—korelacyjnego,

— kotowego.

W ramach statystyki opisowej otrzymujemy okreslenie: Sredniej warto$ci
zmiennej, mediany, warto$ci maksymalnej oraz minimalnej, odchylenia stan-
dardowego, wspotczynnika skosnosci i kurtozy, testu Jarque’a-Bery.

1.2.2.3. WinQSB

Pakiet Windows Quantitave System for Business (WinQSB) stuzy do roz-
wigzywania zadan z programowania matematycznego. Pliki tego programu
oraz jego opis uzyskujemy w internecie przez wywotanie hasta WinQSB
w domenie [//www.onet.pl]*’. Sposrod roznych mozliwosci wejécia wybiera-
my Zaktad Metod Ilosciowych w Zarzqdzaniu. Opis instaluyjemy na wlasnym

"7 Tbidem.

'8 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 1: Statystyka,
Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2003.

1 Ibidem, Aneks, rozdz. 1.

? Dostep w internecie moze ulec zmianie. Podana procedura dotyczy okresu pisania
niniejszego opracowania.
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dysku jako plik [wingsb.doc] o pojemnosci 30 Mb (34 strony formatu A4),
a w formie skompresowanej 1,8 Mb. Forma programu zalezy od zrédta pozy-
skania, np. zapisany jest na trzech plikach: [wingsb(2).exe], [wingsb.r00],
[wingsb.r01]. Pliki programu instalujemy réwniez na dysku wlasnego kompu-
tera. Opis programu (Rozwiqzywanie zadan za pomocq pakietu WinQSB) mo-
zemy pobra¢ réwniez z publicznej domeny o symbolu dostepu [miz.marc.pl].
Wyszczegodlnione sa w nim funkcje 1 elementy pozycji menu, mianowicie:

— File (plik): nowy problem, otwarcie istniejacego problemu, zapisywanie
problemu, wyjscie z programu,

— Edit (edycja): wycigcie, kopiowanie, wklejenie,

— Format: format zapisu liczbowego, czcionka, wyrdwnanie do lewej, wy-
srodkowanie, wyrownanie do prawej, wysokos¢ wiersza, szerokos¢ kolumny,

— Solve and Analyze (rozwiazanie 1 analiza): rozwiazanie, rozwiazanie
krok po kroku, metoda graficzna, analiza parametryczna,

— Results: wyniki, grafy,

— Utilities (pomocnicze): kalkulator, zegar, pomoc.

Zamieszczone przyktady dydaktyczne dotycza zasadniczo programowa-
nia liniowego 1 catkowitoliczbowego oraz zagadnienia transportowego z zasto-
sowaniem algorytmu simpleks. Pakiet WinQSB obejmuje przede wszystkim
zagadnienia z badan operacyjnych. Natomiast z obszaru ekonometrii na uwage
zashuguje modul FC — Forecasting (Prognozowanie i liniowa regresja) umoz-
liwiajacy estymacj¢ modeli regresji 1 modeli trendu. Wystepuje wigc analogia
w zakresie rodzaju modeli do pakietu EViews. Korzystajac z modutu FC,
otrzymujemy raporty z oszacowaniem parametréw, wygastymi oraz przewi-
dywanymi na zadanie okreslonymi prognozami w zakresie modeli:

—regresji (jedno- 1 wielowymiarowej); autoregresji,

— $rednich (prostych i ruchomych),

—wazonych $rednich ruchomych, podwdjnych $rednich ruchomych,

— prostego oraz adaptacyjnego wyrownywania wykladniczego,

— Browna (podwojnego wyréwnywania wyktadniczego).

Ponadto mozemy okresli¢ prognozy poprzez wyréwnywanie trendu z za-
stosowaniem modeli Holta-Wintersa. Modut /'C umozliwia nam okreslenie
parametréw wyréwnywania lub doboru najlepszej ich wartosci z punktu mi-
nimalizacji RMSE wygastych juz prognoz (opcja: Search the best). Whasnie
wymieniona opcja jest szczegoOlnie przydatna, gdy okreslamy prognozy we-
dtug modelu Holta-Wintersa z sezonowos$cia multiplikatywna lub addytywna.
Musimy wtedy rozpatrzy¢ modele z wieloma kombinacjami parametrow wy-
réwnywania: a — zmiennej, f — trendu, y — sezonowosci, z krokiem co 0,01
z przedziatu 0-1, co jest mozliwe tylko przy realizacji komputerowe;.
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Opis pakietu programowego WinQSB wspomagajacego podejmowanie
decyzji znajdujemy takze w Aneksie t. 3 publikacji pod redakcja naukowa
M. Lipiec-Zajchowskiej*'. Obejmuje on m.in. moduty:

— prognozowanie liniowe i catkowitoliczbowe,

— programowanie dynamiczne,

— problem wyboru najkrotszej trasy,

— problem zatadunku,

— sterowanie produkcja 1 zapasami,

— drzewo decyzyjne,

— analiza przedsigwzig¢ (metoda Sciezki krytycznej CPM, metoda PERT).

Zaprezentowane przyklady pochodza gtéwnie z obszaru badan operacyj-
nych.

1.2.2.4. Excel

Jest powszechnym 1 uniwersalnym narz¢dziem wspomagajacym analizy
statystyczne, estymacj¢ oraz weryfikacj¢ modeli ekonometrii. Postuguje si¢
arkuszem kalkulacyjnym tworzacym skoroszyt. Znajac wzory na poszczegol-
ne statystyki, testy czy rownania modeli, mozemy przy pomocy wyrazen napi-
sa¢ potrzebne formuty obliczeniowe. Ponadto Excel ma wbudowane funkcje
statystyczne 1 matematyczne. Do grupy statystycznych naleza funkcje elemen-
tarne:

— WSP.KORELACII,

—SREDNIA; NORMALIZUJ,

— WARIANCIJA; WARIANCJA.POPUL; KOWARIANCIA,

—NACHYLENIE; ODCIETA,

— ODCH.STANDARDOWE; ODCH.STANDARDOWE.POPUL,

a takze funkcje:

—RKWADRAT (wspotczynnik determinaciji),

— REGLINP (regresji liniowej),

— REGEXPP (regresji wyktadniczej),

—REGBLSTD (btgdu standardowego reszt).

Istnieje réwniez mozliwos¢ korzystania z opcji (Excel/Analiza da-
nych/Histogram) w celu sporzadzenia wykresow oraz tabel czgstosci wyste-
powania wartos$ci danych w okres§lonych przedziatach. Funkcje matematyczne,
w szczegllnodci z zakresu rachunku macierzowego, umozliwiaja estymacije
parametrow réwnan liniowych, potggowych, wyktadniczych, wielowymia-

2 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 3: Badania
operacyjne, Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2003.
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rowych. Naleza do nich: TRANSPONUIJ (transpozycja macierzy), MA-
CIERZ.ILOCZYN, MACIERZ.ODW (macierz odwrotna).

Interesujacym segmentem tego programu, niezbednym w ekonometrii
1 statystyce opisowej, jest modut (Dodatki). Miedzy innymi dzigki niemu
Excel znalazl zastosowanie w dydaktyce przedmiotu ekonometria, stad frag-
menty jego uzycia spotykamy w réznych pozycjach literaturowych®. Analizie
ekonometryczno-statystycznej z zastosowaniem zbioru procedur modutu (Do-
datki) arkusza kalkulacyjnego Microsoft Excel pos§wigcona jest czgs¢ trzecia
publikacji®. Przedstawiono w niej zastosowania opcji: korelacja, kowariancja,
statystyka opisowa i regresja.

W Excelu ustawiamy si¢ na aktywnej komorce, korzystamy z menu
(Wstaw/Funkcje/Statystyczne) 1 wybieramy nazwe funkcji (Kwartyl). Mozemy
tez wybra¢ Sciezke (Narzedzia/Dodatki/Analiza danych/Statystyka opisowa).
Jesli mamy wprowadzone dane do okreslonej kolumny, to w oknie dialogo-
wym wpisujemy lub wybieramy m.in.:

— zakres wejsciowy komorek zawierajacych dane,

— grupowanie wedthug wierszy/kolumn,

— poziom ufnosci dla sredniej,

— zakres wyjsciowy (adres lewej gornej komorki tabeli wynikow),

— statystyki podsumowujace: $rednia, btad standardowy, mediang, domi-
nantg, odchylenie standardowe, wariancjg, wspotczynnik kurtozy, sko$nosc,
zakres, minimum, maksimum.

W niniejszym opracowaniu przyjeto, ze modele uzyte do prognozowania
1 symulacji sa wytworem ekonometrii, stad wzigto tez pod uwagg literature
z tego obszaru. W rozdziale piatym pracy pod redakcja B. Radzikowskiej**
podano przyklady zastosowania arkusza kalkulacyjnego Excel w ustalaniu
prognoz. Okreslono regul¢ prognozowania oraz oceng dopuszczalnosci pro-
gnozy, a funkcje Excela zastosowano do:

— wspodtczynnika zmiennosci; wspotczynnika korelacji,

— oszacowania parametrow wielowymiarowego liniowego modelu regresji,

— statystyki regresji 1 analizy wariancji,

— okreslenia formut modelu Holta i jego ekstrapolacji w celu wyznaczenia
prognoz,

> M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 1: Statystyka...,
op.cit.; K. Jajuga K. (red.), Ekonometria. Metody i analiza problemow ekonomicznych,
Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2002.

3 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 3: Badania
operacyjne..., op.cit.

# B. Radzikowska (red.), Metody prognozowania. Zbior zadar, Akademia Ekonomicz-
na, Wrocltaw 2004.

45



— danych analizy harmonicznej, wspotczynnika determinacji; odchylenia
standardowego.

Realizacja komputerowa umozliwia dobieranie parametrow wygladzania,
aby zminimalizowa¢ miar¢ RMSE. W omawianej publikacji zademonstrowano
wygodna w tym zakresie funkcjg¢ SUMA.XMY .2, ktdra oblicza sume kwadra-
tow roznic pomigdzy wartosciami w dwodch zakresach komorek. Skorzystano
takze z Excela do obliczania btedu wzglednego prognozy, przewidywanej
zmiennej objasniajacej (zaleznej), stosujac funkcje logarytmiczna trendu.
Sformutowano wyrazenia Excela na okreslenie blgdow ex ante wyznaczanych
prognoz.

Z zastosowaniem arkusza kalkulacyjnego Excel do budowy modeli pro-
gnostycznych, wyznaczania prognoz oraz oceny ich jakosci spotykamy sig tez
w pracy pod redakcja M. Cieslak™. Omowiono w niej, na przyktadzie, kolejne
kroki postgpowania (budowe i ekstrapolacje, dobor parametréw, dopuszczal-
no$¢ prognozy) w modelu wygladzania wyktadniczego. Zaprezentowano pro-
cedur¢ zbudowania prognoz punktowych i przedzialowych z zastosowaniem
modelu analitycznego bazujacego na szeregu czasowym i funkcji REGLINP
Excela. W zaprezentowanych przyktadach wyniki podano za pomoca progra-
mu Excel.

1.2.3. Informacje o innych programach

Tylko niektére programy komputerowe zastosowane w ekonometrii, sta-
tystyce czy tez prognozowaniu i symulacji doczekaty si¢ na rynku polskim
odrgbnych publikacji. Najczesciej ksiazki z ekonometrii przytaczaja i rozwijaja
sekwencje opisow teoretycznych z innych prac, wzmiankuja o mozliwosci
zastosowania informatyki we wspomaganiu budowy 1 weryfikacji modeli.
Przegladajac dostepna literature, znaleziono nawiazania do stosowania w roz-
nych obszarach oprogramowania:

— EView 5 — program do analizy szeregdw czasowych 1 modeli VAR,

— R-CRAN - program statystyczno-ekonometryczny, w tym rozwiazywa-
nie szeregow czasowych,

— GAUSS — program macierzowy do obliczen statystycznych,

— MATLAB - laboratorium macierzowe,

— Scilab — program typu MATLAB lub GASS,

— Stat — wyznaczanie podstawowych statystyk oraz prognoz wedlug
Holta,

2 M. Cieslak (red.), Prognozowanie gospodarcze. Metody i zastosowania, Wydawnic-
two Naukowe PWN, Warszawa 2005.
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— DEMS — estymacja 1 prognozowanie (wykorzystujacy prostotg 1 ela-
styczno$¢ Excela).

W przedmowie do wydania drugiego publikacji Ekonometria®® czytamy:
,Mamy obecnie do dyspozycji wiele programow komputerowych, z ktorych
mozna wybiera¢ do woli. Ponadto zmieniaja si¢ one tak szybko, ze ich listy
nalezatoby bardzo czesto uzupehiac i1 rozszerza¢”. G.S. Maddala w Ekono-
metrii (Dodatek D: Programy komputerowe) wymienia programy dostgpne
w koncu lat dziewigédziesiatych. Od tego czasu opracowano ich nowe wer-
sje, uwzgledniajace postgp w zakresie systemow operacyjnych. Oprocz pro-
gramu SAS (ktorym postuzyt si¢ G.S. Maddala w dyskusji na temat wspot-
czynnika determinacji) sa 1 inne, ktore ten wybitny ekonometryk uznat za po-
wszechnie stosowane, a naleza do nich:

— SHAZAM; MICROFIT 4.0; MICRO-TSP,

—RATS, CATS w pakiecie RATS do analizy kointegracji,

— LIMDEP (do analizy modeli z ograniczona zmienna zalezna, a takze do
modeli: logit, probit, tobit).

Wedhug G.S. Maddali, niepokojace jest jednak to, ze rézne programy daja
rézne odpowiedzi na to samo pytanie. Autor sprawdzil to na przyktadzie esty-
macji parametrow modeli logitowych 1 probitowych, uzywajac programow
SAS oraz LIMDEDP. Po analizie zaproponowat dla prostych modeli logitowych
i probitowych program SAS, a dla skomplikowanych LIMDEP. W zakresie
podstawowych modeli z nieduzymi bazami zaleca SHAZAM oraz MICRO-
FIT.

Z rozpoznania w internecie wynika, ze wyzsze uczelnie ekonomiczne
W coraz szerszym zakresie w nauczaniu statystyki, ekonometrii, jak rowniez
prognozowania i symulacji prowadza ¢wiczenia z tych przedmiotow w labora-
toriach. Do modelowania zjawisk gospodarczych stosowane sa programy:
Statistica, EViews, EasyReg, GRETL oraz inne pracujace w srodowisku Win-
dows, Linux lub w systemach sieciowych uczelni. Zdaniem niektorych auto-
réw, do prowadzenia ¢wiczen laboratoryjnych wystarczajacy jest jednak ze-
staw narzedziowy oferowany przez arkusz kalkulacyjny Excel®’ .

Takze firmy internetowe oferujace swoje ustugi w rozwigzywaniu zadan
z ekonometrii stuza szeroka gama oprogramowania, mianowicie programami:
Statistica, Excel, SPSS, EViews, Winstat, Microfit, GRETL, GiveWin, G,
PDG, Statgraf. Do zrealizowania zamdwienia, opracowania i sprawdzenia
modelu mozna poda¢ wlasne dane modelowe, jak tez wskazac ich zrodto, np.
Glowny Urzad Statystyczny. W doborze zmiennych objasniajacych stosowane

% G.S.Maddala, Ekonometria..., op.cit.
21 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit.
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sq przez te firmy takie metody, jak: Hellwiga (pojemnosci informacji), grafo-
wa, CIV, wspoétczynnika korelacji, wspotczynnika zmiennosci, test -Studenta.
Estymacja parametrow modelu przeprowadzana jest najczesciej metodami:
klasyczna metoda najmniejszych kwadratow, najwigkszej wiarygodnosci,
Gaussa-Seidela, Newtona-Raphsona. W ofercie firm ustugowych jest wyko-
nywanie modeli: liniowych, nieliniowych, wieloréwnaniowych (rekurencyj-
nych, o réwnaniach wspoétzaleznych), VAR 1 innych o zlozonej postaci anali-
tycznej. Jak juz wspomniano, ustuga zawiera weryfikacj¢ modeli, a w jej ra-
mach badanie: autokorelacji, stato$ci wariancji (heteroskedastycznos$ci), nor-
malnosci reszt, wspotczynnika determinacji, odchylenia standardowego, prze-
prowadzenie testu ~-Studenta, testu serii, okreslenie symetrii i losowos¢ sktad-
nika losowego (reszt), a takze ocena stabilnosci parametrow. Wykonane opra-
cowania obejmuja opisy, wzory oraz sformutowane wnioski.

Na stronie [http://feweb.vu.nl/econometriclinks/software.html] wystepuje
bardzo obszerny indeks aktualizowanych informacji o programach z ekono-
metrii. Pozostawia si¢ Czytelnikowi zapoznanie z doktadnymi informacjami
na okreslonej stronie WWW, podajacej autorow, wersje, linki do stron dystry-
butorow.

Ze wzgledu na ramy niniejszego materiatu podano tylko maty fragment
z tekstu w internecie, obejmujacy symbole programow i to tylko w zakresie
liter A-G:

« A+, ACML, ADMB, APL, AIMMS, ALOGIT, Alyuda, AMOS,
AMPL, Apophenia, Arc, AREMOS, AutoBox, Autometrics, AutoSignal;

* B34S, BACC, BATS, BETA, BIOGEME, BMDP, Brodgar, BUGS,
BV4;

* CalculationCenter 3, CART 5.0, Census X12, Caterpillar-SSA 3.30,
CPLEX 10, Confort 2.0, CVar Expert 1.7;

» DataDesk, Dataplore, Dataplot, DATAVIEW, DEA-Solver, DE-
METRA, DYALOG, DYNARE NEW,

* EasyFit, EasyReg, EcoWin, ECTS, EQS, Eviews UPDATED, Excel
UPDATED, Excel 2007, EXPO;

* FAME, ForecastPro, Fortran, FreeFore, FSQP;

* GAMS, G@RCH UPDATED, GAUSS, GAUSSX, GiveWin, Gem-
pack, GeoDa, Genstat, GLIM, GLIMMIX, GQOPT, graphpad, Gnuplot, GSL,
GRETL, (w ramach GRETL — wersja GRETL 1.7.4 (Gnu Regression, econo-
metric and Time-series Library).
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1.2.4. O oprogramowaniu modeli symulacyjnych

Symulacja to utworzenie ogniwa posredniego mig¢dzy realizmem a ideali-
zmem. Burzliwy rozw¢j informatyki, zastosowan ekonometrii, badan opera-
cyjnych oraz osiagnigcia w matematyce i komunikacji elektronicznej sa bodz-
cem do rozwoju oprogramowania do symulowania w wirtualnej rzeczywi-
stosci funkcjonalnosci obiektow gospodarczych, bankowych, logistycznych
1 innych.

Z punktu widzenia symulacji model jest zbiorem obiektéw abstrakcyjnych,
relacji pomigdzy tymi obiektami. Cechuje go homeomorfizm, czyli analogiczne
zachowania jak obiektu rzeczywistego, zatem badania symulacyjne wymagaja
odpowiednich metod budowy, weryfikacji, walidacji (ustalenia stopnia trafno-
sci) modelu. Jesli moéwimy obecnie o symulacji, to jest to przede wszystkim
symulacja komputerowa bazujaca na odpowiednich modelach matematycznych.
Na przyktad sa to uktady rownan rézniczkowych zachowania si¢ zawieszenia
w technice nowo zaprojektowanym samochodzie jezdzacym po réznych na-
wierzchniach. W kreowaniu modelu symulacyjnego wyr6zniamy:

— grupowe budowanie modelu konceptualnego; przygotowanie danych
zrodtowych,

— wyodrebnienie elementarnych podsysteméw; budowe prostych modeli
(z reguly nieliniowych),

— formutowanie ,,modelu catosciowego™ do rozwiazania analitycznego,
w ktory nastgpnie, do rozwigzania matematycznego skomplikowanych réw-
nan z reguty nieliniowych, wprowadza si¢ z konieczno$ci uproszczenia.

Stosowanie modelu symulacyjnego ma nastgpujace zalety:

—umozliwia przyspieszenie, spowolnienie czasu, by lepiej poznac zjawisko,

— mozna stosowac wiele kryteriow jednoczesnie, nawet w warunkach eks-
tremalnych,

— przy obecnym aparacie informatycznym jest mozliwa budowa skompli-
kowanych modeli bez duzej wiedzy matematyczne;j,

— koszt budowy modelu symulacyjnego jest mniejszy niz koszt budowy
obiektu.

Sa rowniez wady:

—wyniki badan sa zasadne w okreslonych warunkach,

— do sformutowania wniosku konieczna jest wielokrotno$¢ badan, co wia-
ze si¢ z dlugim czasem ich prowadzenia,

— w aparacie matematycznym wystepuja ograniczenia, jezeli chcemy zna-
lez¢ rozwiazanie optymalne,

— moze wystapi¢ tatwos¢ naduzywania, czyli przeceniania ,,dobroci” mo-
delu tylko ze wzgledu na jego efektowny interfejs.
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W przypadku symulacji systemow spoteczno-gospodarczych stosowane
sa roézne techniki matematyczne i informatyczne modelowania. Niektore tech-
niki sa taczone, tworzac hybrydy (krzyzowki), a jako przyktady mozna wy-
mienic¢:

— zastosowanie symulacji i optymalizacji w doborze struktury modelu,

— planowanie eksperymentu w uktadzie symulacja—wspomaganie decyzji
(poszukiwanie optymalnych warto$ci zmiennych decyzyjnych w modelu
przedsigbiorstwa).

W ujgciu branzowym mozna wymieni¢ np.:

— modelowanie symulacyjne w usprawnieniu obstugi klienta w banku
(zdefiniowanie problemu, okres$lenie etapow budowy modelu, propozycja
zmiany systemu obstugi klienta),

— analize¢ zyskownosci produktow ubezpieczen majatkowych i osobo-
wych,

— analize symulacyjna efektywnos$ci inwestycji dtugookresowe;.

Jednak najwigksze trudnos$ci w algorytmizacji systeméw gospodarczych
wystepuja w odwzorowaniu czynnika ludzkiego, czyli mozliwosci poznaw-
czych i emocji samych decydentow?®. W tym wzgledzie wykonuje sie obser-
wacje ich zachowan przez ,,wciagnigcie” ich do wirtualnej rywalizacji w grze.
Przyktadem jest gra symulacyjna ze zwycigzca, a w niej:

— wystepuje prowadzacy, ktory ilosciowo 1 jakosciowo analizuje oraz
ocenia dany przebieg gry,

— biora udziat uczestnicy — specjali$ci danej branzy,

— ustalone sa reguty funkcjonowania firmy (obiektu) zakodowane w grze,

— wylania si¢ konkluzja, uczestnik, moze nim by¢ réwniez student kierun-
ku zarzadzanie, ktory chce poglebi¢ swoja wiedzg z zakresu planowania pro-
dukcji oraz poznania metod 1 narzedzi informatycznych, ktore ten proces uta-
twiaja.

Warto zauwazy¢, ze bankructwo wirtualnej firmy spowodowane nie-
sprawnoscia w grze nie pozbawia pracy i majatku, ale wyzwala w uczestni-
kach prawdziwe emocje: gniew, wstyd, rados¢, dume, wspotczucie dla prze-
granych. Taka wigc gra tworzy minisystem spoleczny, bowiem dtugotrwale
przebywanie w rzeczywistosci alternatywnej (wirtualny rynek, wirtualny za-
rzad) ma wptyw na funkcjonowanie uczestnikow. Gry symulacyjne kreuja
cechy menedzerskie — daja poczucie wiadzy, ucza odpowiedzialnosci. W trak-
cie gry podejmuje si¢ wlasciwe, zdaniem uzytkownikow, decyzje i ponosi ich
konsekwencje. Ekonomiczne gry symulacyjne pozwalaja eksperymentowac na

% A. Balcerak, W. Kwasnicki (red.), Symulacja systeméw spoleczno-gospodarczych,
Instytut Organizacji i Zarzadzania Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw 2005.
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modelach wielu zmiennych decyzyjnych. Symulacja pomaga w rozpoznaniu
1 wykorzystaniu wiasnych zdolnosci i predyspozycji. Doskonalenie swoich
cech menedzerskich pozwala unika¢ eksperymentowania na zywych organi-
zmach firm. W internecie oferowane sa rozne kursy z tego zakresu.

W tej pracy nawiazano do niektorych modeli symulacyjnych w zakresie
zarzadzania produkcja, ktore do§¢ wczesnie, bo juz w latach siedemdziesia-
tych, pojawity si¢ w wiodacych gospodarczo krajach 1 stosowane sa rowniez
w dydaktyce.

Tabela 1.2.1
Opis modeli symulacyjnych
Nazwa Opis
modelu/gry
Joblot Dziatanie wydzialu produkcyjnego w zadanym rynku, konkurencji,
procesu technologicznego
PROSIM Gra niekonkurencyjna — koncentracja na minimalizacji kosztu.

Przedmiotem jest produkcja wyrobdéw opisanych wedtug BOM,
proces zakupu surowcow, planowania i sprzedazy wyrobow. Wyniki
w formie raportow z catego procesu produkcyjnego oraz rozlicze-
niowego kosztow

OPT System produkcyjny. Jakos$¢ zarzadzania produkcja oceniana jest na
podstawie zysku

CAMP Praca fabryki — harmonogramowanie procesu produkcyjnego

DECIDE-P/OM | Niekonkurencyjna gra kierownicza. Wyniki maja posta¢ rachunku
wynikéw produkcji i rozliczen finansowych

SIMAN- Animacja przemieszczania si¢ czgsci i formowania kolejek w struk-
CINEMA turze technologicznej i przedmiotowej produkcji

The Executive | Gra dla menedzeré6w. Zmienne: wielko$¢ produkcji, zakup materia-
Game tow, wydatki na badania

TRAIN-F Gra — dobdr parametréw planowania i sterowania produkcja

FMS Design | Gra do nauczenia projektowania elastycznych systemow produkcyj-
Game nych (ESP)

TEES-2 Symulacyjna gra decyzyjna zarzadzania produkcja

MRP-SIM Gra oparta na arkuszu kalkulacyjnym w celu zrozumienia planowa-
nia i sterowania produkcja

Zrodto: A. Balcerak, W. Kwasnicki (red.), Symulacja systeméw spoleczno-gospodar-
czych, Instytut Organizacji i Zarzadzania Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw 2005, tab. 1.

Przedstawig teraz dwa z programow symulacyjnych — wymieniony w tab.
1.2.1 TEES-2 oraz Zarzadzanie kapitalem.
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1.2.4.1. TESS-2

TESS-2 opracowano z mysla o doskonaleniu umiejgtnosci zarzadzania
firma. Uczestnicy przygotowuja biznesplan oraz realizacj¢ w warunkach
zmieniajacego si¢ rynku i ostrej konkurencji. TESS-2 posiada modul zarza-
dzania finansami i kontroli wynikdw na podstawie wskaznikow finansowych.
Gra opiera si¢ na kompleksowej symulacji decyzyjnej w obszarze zarzadzania
przedsigbiorstwem. Kazda z grup prowadzi fikcyjna firme oferujaca jeden
produkt, 1 dziatajaca na jednym rynku. Symulacja obejmuje od 12 do 20 kwar-
talow rozliczeniowych. Konkurencja jest bezposrednia 1 ostra, a wynik jedne-
go zespotu wptywa bezposrednio na wynik pozostatych. Wyniki gry ocenia si¢
na podstawie parametréw finansowych, takich jak: zysk, udzial w rynku, war-
to$¢ likwidacyjna firmy, wysoko$¢ wyptaconych dywidend. Po zakofczeniu
gry oglaszany jest ranking poszczeg6lnych zespotow.

1.2.4.2. Program: Zarzadzanie kapitatem

Program jest modelem uniwersalnego banku komercyjnego. Uczestnicy
gry dzialaja w zespolach tworzacych minizarzady bankéw komercyjnych.
Zespoty konkuruja ze soba na rynkach finansowych, przeprowadzajac opera-
cje: finansowe, depozytowo-kredytowe, gieldowe, walutowe 1 inne. Zadaniem
kazdego zespolu jest najefektywniejsze prowadzenie instytucji finansowej
w ciagu 34 lat. Mozna powiedzie¢, ze gra jest:

— przewodnikiem po rynkach finansowych (depozytowym, kredytowym,
papierow warto$ciowych, walutowym, migdzybankowym, finansowym
ochrony srodowiska) 1 ich mechanizmach,

— ksztalceniem umiejetnosci oceny zdolnosci kredytowej firmy 1 osoby fi-
zycznej oraz oceny ryzyka,

— instrumentem rozwijania umiejetnosci wspotdziatania w grupie 1 zespo-
fowego podejmowania decyzji.

Podobnie mozemy prowadzi¢ symulacj¢ komputerowa na modelu eko-
nometrycznym, np. w celu udzielenia odpowiedzi na pytania:

* jakie bylyby warto$ci zmiennych endogenicznych, gdyby zmienne eg-
zogeniczne przyjely okreslone wartosci?

* jakie powinny by¢ wartosci zmiennych endogenicznych, by uzyskac po-
zadane wartosci zmiennych egzogenicznych?

W takiej symulacji powinni§my mie¢ mozliwo$§¢ wymiany zmiennych,
parametréw, wlasciwosci sktadnika losowego. Wynik symulacji, czyli warian-
ty rozwoju obiektu opisywanego przez model, moze by¢ traktowany jako pro-
gnozy majace wplyw na zmiang cen oraz rozwoj przedsigbiorstwa.
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Na zakonczenie niniejszego przegladu autorzy wyrazaja nadziejg, ze stu-
diujacy, zachgcony gama programéw oraz mozliwosciami zastosowania in-
formatyki w ekonometrii, bedzie penetrowal dalej istniejaca literature przed-
miotu, jak 1 rozpoznawat pakiety w celu uzyskania perfekcji w budowaniu
modeli nie tylko gospodarczych.

Literatura pomocnicza do podrozdziatu 1.2

Bartosiewicz S. (red.), Ekonometria wspomagana mikrokomputerem, Akademia Ekono-
miczna, Wroctaw 1991.

Bartosiewicz S. Fkonometria. Technologia ekonometrycznego przetwarzania
informacji, PWE, Warszawa 1989.

Cieslak M. (red.), Prognozowanie gospodarcze. Metody i zastosowania, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2005.

Dziechciarz J. (red.), Ekonometria. Metody, przyklady, zadania, Akademia Ekonomicz-
na, Wroctaw 2003.

G ajda J. Ekonometria. Wyktad i tatwe obliczenia w programie komputerowym, Wy-
dawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2004.

Jajuga K. (red.), Ekonometria. Metody i analiza problemow ekonomicznych, Akademia
Ekonomiczna, Wroctaw 2002.

Koslacz P. (red.), Nowoczesne pakiety komputerowe w podejmowaniu decyzji, Uniwer-
sytet Warszawski, Warszawal998.

Kowerski M., Ekonometria. Przewodnik po wyktadach, Wyzsza Szkota Zarzadzania
i Administracji w Zamosciu, Zamo$¢ 1998.

Krokosz-Krynke Z., Symulacja w nauczaniu zarzqdzania produkcjq, [w:] Balce-
rak A., Kwasnicki W. (red.) Symulacja systeméw spoleczno-gospodarczych, Instytut
Organizacji i Zarzadzania Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw 2005.

Ku fel T. Ekonometria. Rozwiqzywanie problemow z wykorzystaniem programu
GRETL, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2007.

Lipiec-Zajchowska M. (red.), Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 1. Statystyka,
Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2003.

Lipiec-Zajchowska M. (red.), Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 2: Ekonometria,
Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2003.

Lipiec-Zajchowska M. (red.), Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 3: Badania opera-
cyjne, Wydawnictwo C.H. Beck Warszawa 2003.

Lipiec-Zajchowska M, Sikora E., Zajchowski J., Modele podej-
mowania decyzji w pakietach komputerowych, Uniwersytet Warszawski, Warszawa
1995.

Maddala G.S., Ekonometria, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006.

N o w ak E. Zarys metod ekonometrycznych. Zbior zadan, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 1990.
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Osinska M. (red.), Ekonometria wspoiczesna, TNOiIK, ,,Dom Organizatora”, Torun
2007.

Kukuta K. (red), Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach, Wydawnictwo Na-
ukowe PWN, Warszawa 2004.

Sikora W. (red), Przyklady i zadania z badan operacyjnych i ekonometrii, Akademia
Ekonomiczna, Poznan 2003.

Czyzewski R, Hundert M., Kl6ska R., Wybrane zagadnienia z progno-
zowania, ECONOMICUS, Szczecin 2006.

Radzikowska B., Metody prognozowania. Zbior zadan, Akademia Ekonomiczna,
Wroctaw 2004.

Skrzypek J, Szubra M., TESS-2. Symulacyjna gra decyzyjna, Poltex, Warsza-
wa 1996.

Strahl D. (red.), Modelowanie ekonometryczne z Excelem, Akademia Ekonomiczna,
Wroctaw 2004.
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1.3. Miary rozkiadu jednej zmiennej
(przyktady w Excelu)

1.3.1. Przedzialy obserwaciji

Obrazem zmiennej jest rozktad, ktéry mozna przedstawi¢ jako szereg sta-
tystyczny. Jesli mamy wszystkie obserwacje, to taki szereg nazywamy szcze-
gotlowym n obserwacji. Zmienne oznaczamy duzymi literami, np. X, a kolejne
obserwacje tej zmiennej jako x1, X, ..., x,> . Gdy jest duza liczba obserwacii,
tworzy si¢ szereg rozdzielczy o K przedziatach.

Srodek przedziatu oznaczamy przez X, a liczebnosé danego przedziatu

przez n;, przy czymi=1,2, ..., K.
Przyktad

Dla zobrazowania przedziatow podano dane przedstawiajace odczytane z licznika
Geigera ilo$ci czastek emitowanych przez substancjg radioaktywna w 100 kolejnych 40-
-sekundowych okresach.

Tabelalld.l
1los¢ emitowanych czqstek w 100 czterdziestosekundowych okresach
23 20 16 18 30 22 26 15 13 18
14 17 11 37 21 16 10 20 22 25
19 19 19 20 12 23 24 17 18 16
27 16 28 26 15 29 19 28 22 17
12 24 21 22 20 15 18 16 23 24
15 24 28 19 24 22 17 19 8 18
17 18 23 21 25 19 20 22 21 21
16 20 19 11 23 17 23 13 17 26
26 14 15 16 27 18 21 24 33 20
21 27 18 22 17 20 14 21 22 19

Z 16 dto: Opracowanie whasne na podstawie: J. F r e u n d, Podstawy nowoczesnej
statystyki, PWE, Warszawa 1971, s. 22.

Srednia ze wszystkich obserwacji wynosi 20,04; warto§¢ minimalna 8, a wartos¢
maksymalna 37. Przyjeto siedem klas danych pogrupowanych po pig¢ liczb.

¥ K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit.
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Tabela 1.3.2

Licznosé klas

Przedziat Ilo$¢ wystapien

5-9 1

10-14 10

15-19 37

20-24 37

25-29 12

30-34 2

35-39

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie whasne na podstawie:
J. Freun d, Podstawy nowoczesnej statystyki,
PWE, Warszawa 1971, s. 23.

Po uporzadkowaniu w kolumnach i1 wierszach narastajaco, korzystajac
z narzgdzia Excela (Excel/Dane/Sortuj) — bez nazwy kolumny (przy czym dla
wierszy: sortowanie od lewej do prawej) — otrzymamy tabele 1.3.3. W zakon-
czeniu tabeli czcionka pogrubiona zaznaczono liczno$¢ klas. Warto$¢ naj-
mniejsza i najwigksza w kazdej klasie nazywamy granica klasy.

Tabela 133
Uporzqdkowane narastajqco dane odczytane z licznika Geigera
< o | = o < o | Spraw-
o | T T DT D[ | dzenie
N ERENER R ERE:

§ |10 1111 [12[12]13]14[15[16] 1 7 2 0 0 0 0 10
13[14[14 15| 15[15[16]16]|16(17| O 3 7 0 0 0 0 10
1511611617 (17|17 171718 18] 0O 0 10 0 0 0 0 10
161711818 |18 1818 [18[19]20] 0O 0 9 1 0 0 0 10
171919119119 (19[19]20]|21 21| O 0 7 3 0 0 0 10
19119]120(20(20)20]20[21(22]23] 0O 0 2 8 0 0 0 10
20 (2112112121 (21(22]22]|22(24| O 0 0 10 0 0 0 10
2212212222123 123(23(24]124]25( O 0 0 10 0 0 0 10
23123124124 (24|25]126[26(27|28] 0O 0 0 5 5 0 0 10
2626127127128 (28(29]130]|33[37( 0 0 0 0 7 2 1 10
1 10 | 37 | 37 | 12 2 1 100

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wilasne.
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Do scharakteryzowania rozkladu zmiennej stosujemy miary potozenia,
zmiennos$ci oraz skosnosci (asymetrii).

1.3.2. Miary przecietne (potozenia)

Rozrozniamy S$rednie (arytmetyczna, harmoniczna, geometryczna) oraz
przecigtne pozycyjne (warto$¢ srodkowa — mediana, kwartyle) miary potoze-
nia.

1.3.2.1. Srednie

Czesto stosowana $rednia arytmetyczna, np. zmiennej X, jest suma warto-
$ci wszystkich obserwacji podzielona przez jej liczebnos¢.

2 (1.3.1)

Srednia arytmetyczna ma kilka wiasnosci®’:
a) suma odchylen od wartosci §redniej rowna si¢ zero:

i(xi —)7):0’

b) suma kwadratow odchylen warto$ci zmiennej od $redniej arytmetycz-
nej jest najmniejsza,

¢) jezeli do wszystkich wartosci zmiennej X dodamy stala ¢, to woéwczas
warto$¢ §rednia wyrazona jest wzorem:

X+c=X+c,
d) iloczyn stalej i zmienne;j:
X.c=X-c,

e) jezeli jedna zmienna jest suma dwoch innych zmiennych (Y, Z), to
$rednia arytmetyczna jest suma S$rednich arytmetycznych wspomnianych
zmiennych:

Y=X+Z.

3 Ibidem.
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Przyktad
Dla n = 10 obserwacji x; pierwszej kolumny tabeli 1.3.1 oraz wilasnosci ¢), d), e).
Przyjgto ¢ =2.

Tabela 134
Obliczenia Srednich wedlug wlasnosci ,,c¢” i, ,d”
X; X, —Xx (x, —x)’ X, +c X,-c
23 4 16 25 46
14 -5 25 16 28
19 0 0 21 38
27 8 64 29 54
12 -7 49 14 24
15 -4 16 17 30
17 -2 4 19 34
16 -3 9 18 32
26 7 49 28 52
21 2 4 23 42
19 236 21 38
gdzie:

19 — §rednia arytmetyczna zmiennej X obliczona wyrazeniem Excela,
np. =SUMA(A2:A11)/10,
236 — suma kwadratow odchylen,
21 —érednia z (x; + ¢),
38 — $rednia iloczynu (x; - ¢).
Zrédto: Opracowanie wilasne; x; wedhug tabeli 1.3.1.

Tabela 1.3.5
Obliczenie sredniej wedlug wlasnosci ,,e”
Xi Zi Yi=xitz
23 20 43
14 17 31
19 19 38
27 16 43
12 24 36
15 24 39
17 18 35
16 20 36
26 14 40
21 27 48
19 19,9 38,9

Z 16 d t o: Opracowanie wlasne; dane x;
oraz z; kol. 112 tab. 1.3.1.
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Jezeli warto$ci zmiennej pogrupowane sa w szereg rozdzielczy, co pre-
zentuje tab. 1.3.2, to $rednia arytmetyczna, zwana wazona, obliczana jest we-
dhug wzoru:

i ‘
n - Xi
— ! 1.3.2
‘f: i=1 ( 3 )

9

n
gdzie:
X; —$rodek i-tego przedziatu,
n; — liczno$¢ i-tego przedziatu,
K — liczba przedziatow

Przyktad
Dla n = 100 obserwacji wedtug tab. 1.3.1.
Tabela 1.3.6
Obliczenia pomocnicze Sredniej wazonej
Przedziat n; x,- n; -)'C[
5-9 1 7 7
10-14 10 12 120
15-19 37 17 629
2024 37 22 814
25-29 12 27 324
30-34 2 32 64
35-39 1 37 37
Suma 1995

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.

Do obliczenia sumy mozna zastosowa¢ wyrazenie Excela np.:
=SUMA(D129:D135).
Po podstawieniu do wzoru (1.3.2) otrzymamy wynik 19,95.

Warto zauwazy¢, ze $rednia arytmetyczna z danych szeregu szczegoto-
wego nieuporzadkowanego (tab. 1.3.1) wynosi 20,04, zatem réznica migdzy
tymi dwoma $rednimi jest mata i wynosi:

20,04 —19,95=10,09.

Przyktadowe wyrazenie Excela na obliczenie tej roznicy: = E29 — E138.
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Kolejna stosowana miara potozenia jest $rednia harmoniczna H,, stoso-
wana wowczas, gdy wartosci jednostek podawane sa w formie odwrotnosci.

Dla szeregu szczegdtowego przy x; roznym od zera $rednia harmoniczna
obliczamy ze wzoru:

n
= : (1.3.3)
> d/x,) =
=l
natomiast §rednig harmoniczna wazona wedtug wzoru:
n
H=Z ' (1.3.4)
i=1
Przyktad
Tabela 1.3.7
Obliczenia pomocnicze Sredniej harmonicznej
Przedziat n; X, n /%,
5-9 1 7 0,14285714
10-14 10 12 0,83333333
15-19 37 17 2,17647059
20-24 37 22 1,68181818
25-29 12 27 0,44444444
30-34 2 32 0,0625
35-39 1 37 0,02702703

Z 1 6 d 1o: Opracowanie wlasne.

Suma #; / X, wynosi okoto 5,37 i po podstawieniu do wzoru (1.3.4) otrzymamy H, =
= 18,86.

Gdy poréwnamy S$rednia wazong oraz $rednig harmoniczna wazona obli-
czone dla szeregu rozdzielczego wedhug tab. 1.3.3, to uzyskamy réznicg: 19,95 —
— 18,63 =1,32.

PrzejdZmy teraz do obliczania $redniej geometrycznej G,, bazujac na da-
nych z tab. 1.3.7. Srednia ta stosowana jest miedzy innymi do rozktadow,
w ktérych zachodza znaczne réznice migdzy wartosciami. Dla szeregu szcze-
gotowego jest ona pierwiastkiem n-tego stopnia z iloczynu n obserwacji
zmiennej X, przy czymi =1, 2, ... n.
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G, =]~ (1.3.5)

(1.3.6)
Przyktad
Opierajac si¢ na tab. 1.3.7, obliczamy G,:
Tabela 1.3.8
Obliczenia pomocnicze Sredniej geometrycznej
ni xi x?"
1 7 7
10 12 6,1917E+10
37 17 3,3621E+45
37 22 4,6735E+49
12 27 1,5009E+17
2 32 1024
37 37

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Po przemnozeniu w Excelu wartosci xl" " otrzymamy wynik okoto 3,9E + 128, gdzie
E podstawa logarytmu naturalnego.

Przykladowe wyrazenie Excela do otrzymania powyzszego iloczynu:

=D194-D195-D196:D197-D198-D199-D200.

Suma #;, jak wiadomo, réwna si¢ 100 obserwacjom. Obliczmy zatem pierwiastek
setnego stopnia z otrzymanego iloczynu (mozemy skorzysta¢ rowniez z wyrazenia Exce-
la), np. =E2010,01,

gdzie:

e=E~2,718282.

128

G =33,9-2,718282 =19,31.

Poroéwnanie warto$ci réznych Srednich wazonych dla szeregu roz-
dzielczego przedstawia si¢ nastgpujaco:

H, =18,63<G, =1931<x=19,95.
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Srednia geometryczna ma te wiasciwosé, ze jesli jedna zmienna jest ilo-
czynem dwoéch innych zmiennych, to jej srednia geometryczna jest iloczynem
srednich geometrycznych zmiennych:

ny = GxGy : (137)
Przyktad
Tabela 1.3.9
Obliczenia pomocnicze iloczynu Srednich geometrycznych
Xi Zi Yi = XiZi
23 20 460
14 17 238
19 19 361
27 16 432
12 24 288
15 24 360
17 18 306
16 20 320
26 14 364
21 27 567
18,3865704 19,53696 359,217642

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane x; oraz z; z tab. 1.3.1;
w wierszu dolnym obliczone $rednie.

Korzystajac z wyrazenia Excela, obliczamy $rednie geometryczne zmiennej X oraz
Z, jak réwniez sumy iloczynow y; = x;z;, bazujac na wyrazeniu np.:
=SREDNIA.GEOMETRYCZNA(C218:C227).

Taki sam wynik otrzymamy, jesli przemnozymy $rednie geometryczne
podane w tab. 1.3.9 zmiennej X oraz zmiennej Z.

1.3.2.2. Przecietne pozycyjne

Druga grupg miar polozenia stanowia przecigtne pozycyjne, do wyzna-
czenia ktorych stosujemy szereg szczegotowy uporzadkowany. Rozpocznijmy
od mediany, ktdrej liczba jednostek majacych warto$¢ nie wigksza od mediany
jest rdwna liczbie jednostek majacych warto$¢ nie mniejsza od nie;.

W przypadku nieparzystej liczby obserwacji mediana jest obserwacja
o numerze [(n + 1)/2]:
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M = X[(n+1)2] -
Jesli liczba obserwacji jest parzysta, mediana jest §rednig arytmetyczna
dwoch wartoscei lezacych w srodku uporzadkowanego szeregu.

M = xn/2 +xn/2+1 .
* 2
Wyjasnijmy to na przykladzie, w ktérym zmienng X podano jako szereg
uporzadkowany narastajacy dziesigciu obserwacji.

(1.3.8)

Tabela 1.3.10
Szereg uporzqdkowany

N

Xi
12
14
15
16
17
19
21
23
26
27 10

O |0 [Q | | | |W ([ | —

Zrodto: Opracowanie wilasne; x; z tab. 1.3.1.

17419
' 2
Do szeregu rozdzielczego stosujemy wzor ' :
L. (n+1)/2—n,

n,

18.

M =x,+ , (1.3.9)

gdzie:

n —ogoblna liczba obserwaciji,

ng — liczba obserwacji w szeregu skumulowanym w przedziale poprzedzajacym prze-
dziat zawierajacy mediang,

X — dolna granica przedziatu zawierajacego mediang,

h —rozpigtos¢ przedziatu zawierajacego mediang,

ny — liczba obserwacji w przedziale z mediana.

3 bidem, s. 16.
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Przyktad

Na podstawie danych szeregu rozdzielczego promieniowania — tab. 1.3.3.

Tabela 1.3.11

Liczebnos¢ skumulowana czqstek

Przedziat Ilo$¢ czastek n; sl&éxzﬁ)?:ia

04 <5 0 0

5-9 <10 1 !
10-14 <15 10 1
15-19 <20 37 48
20-24 <25 37 85
25-29 <30 12 7
30-34 <35 2 i
3539 <40 ! 100

Z 16 d to: Opracowanie wlasne wedtug tabeli 1.3.2.
W tabeli: ny =48, xo =20, h =5, ny=37, n =100 (liczba obserwacji)

;. (100+1)/2-48

M =20+
37

=20,338.
Dla porownania w szeregu szczegdtowym (tab. 1.3.6) $Srednia wazona
wynosifa 19,95.

Kolejne miary pozycyjne to kwartyle. Dziela one szereg szczegdtowy
uporzadkowany wzgledem liczebno$ci na cztery rowne czgéci. Na przyklad
kwartyl pierwszy jest to taka warto$¢ zmiennej, ktora dzieli szereg uporzad-
kowany tak, ze 1/4 jednostek ma od niej nie wigksze, a 3/4 nie mniejsze war-
tosci.

Przyktad

Podziat szeregu uporzadkowanego promieniowania czastek na kwartyle dla » = 100
obserwacji.
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Szereg szczegotowy uporzqdkowany narastajqco

Tabela 1.3.12

X; n X; n X; n X; n
8 1 17 26 20 51 23 76
10 2 17 27 20 52 23 77
11 3 17 28 20 53 23 78
11 4 17 29 20 54 24 79
12 5 17 30 20 55 24 80
12 6 17 31 20 56 24 81
13 7 18 32 21 57 24 82
13 8 18 33 21 58 24 83
14 9 18 34 21 59 24 84
14 10 18 35 21 60 25 85
14 11 18 36 21 61 25 86
15 12 18 37 21 62 26 87
15 13 18 38 21 63 26 88
15 14 18 39 21 64 26 89
15 15 19 40 22 65 26 90
15 16 19 41 22 66 27 91
16 17 19 42 22 67 27 92
16 18 19 43 22 68 27 93
16 19 19 44 22 69 28 94
16 20 19 45 22 70 28 95
16 21 19 46 22 71 28 96
16 22 19 47 22 72 29 97
16 23 19 48 23 73 30 98
17 24 20 49 23 74 33 99
17 25 20 50 23 75 37 100

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne wedltug tab. 1.3.3; dane posortowane narastajaco.

Wartos¢ kwartyli zmiennej x; przy obserwacjach n;:
25 —kwartyl 1 O, — 17,
50 — kwartyl 2 Q, — 20,
75 — kwartyl 3 Q;— 23,

100 — kwartyl 4 Q4 — 37.
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Dla szeregu rozdzielczego kwartyl pierwszy obliczmy wedtug wzoru:

nl4—n
Q=xy+h——, (1.3.10)
n,
gdzie:
n — liczba obserwacji,
ng — liczba obserwacji w szeregu skumulowanym, w przedziale poprzedzajacym prze-
dzial zawierajacy kwartyl 1,

X — dolna granica przedziatu zawierajacego kwartyl 1,
h —rozpigtos¢ przedziatu zawierajacego kwartyl 1,
ny — liczba obserwacji w przedziale z kwartylem,
Dla obliczenia Q5 zamiast n/4 wstawiamy 3n/4.

Przyktad

Obliczamy kwartyl pierwszy, drugi (jako mediana) i kwartyl trzeci szeregu roz-
dzielczego, majac dane z tabeli 1.3.11 oraz 1.3.12:

kwartyl 1: n, =11, xo=15, h=5, ny=37,

kwartyl 2: X50 = 20, X51 = 20,

kwartyl 3: n, =48, x0=20, h=5, ny=37.

100/4-11
0, =15+5-——=16,03,
37

0, = (20 +20) /2 =20,

3-100/ 4 — 48
0y =20+5 - —————— =123,65.
37

1.3.2.3. Wykres pudetkowy oraz histogram®*

Wykres pudetkowy sklada si¢ z prostokata rozciagnigtego na poziomie
kwartyli i przedzielonego na poziomie mediany. Do niego dolaczone sa dwa
odcinki. Sposob ich okreslenia omowiony zostanie na przykladzie danych
z tabeli 1.3.12 i wynikow wezesniejszego przykladu:

gdzie:

Xanin = 8, Xonax = 37, 0. = (O3 — 01)/2 = (23,65 — 16,03)/2 = 3,81.

Sprawdzamy warunki:

Xmin > 01— 303 =16,03 -3 - 3,81 = 4,6 (warunek jest spetniony).

Rysujemy odcinek od pudetka do xpn.

32 1bidem, s. 22.
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Podobnie rysuje si¢ drugi odcinek taczacy kwartyl trzeci z warto$cia naj-
wieksza Xmax = 37. Jezeli:
0;+30,=23,65+3-3,81=35,08,
to warunek nie jest spelniony i dlatego drugi odcinek taczymy z wyliczona
wartoscia.
Ponadto zaznacza si¢ warto$ci nietypowe, jesli wystepuja. Obserwacja i-ta
uznawana jest za nietypowa, jesli zachodzi jeden z dwoch warunkow:

xi<01—-30x xi> 3+ 30,

Warunek pierwszy nie wystgpuje w naszym przyktadzie, bo x; = 8, nato-
miast warunek drugi wystepuje, gdyz xj00 = 37 1 jest to nietypowa warto$¢
obserwacji.

* 4 40
Xmax =37 T 36
_._
Q; +3Q x= 7| 35,08 -
28
Q5 =23,65 \: o4
Mo Ty 20
Q4=16,03 ~+ 16
12
X min =8 ~ 8
Q3 = 3 Q X= | 4,6 4
A0

Z 16 d to: Opracowanie wiasne na podstawie: K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody
i analiza problemow ekonomicznych, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2002, rys. 1.5.

Wykres 1.3.1 Wykres pudetkowy szeregu rozdzielczego

Opierajac si¢ na prezentacji graficznej, wyciagamy wnioski o:
— warto$ciach przecigtnych (Srodek pudetka — mediana; brzegi pudetka —
kwartyle),

67



— zmiennosci (dhugo$¢ pudetka),

— skosnosci (potozenie linii podzialu pudetka w stosunku do brzegdéw pu-
detka — w rozktadach o asymetrii lewostronnej linia podziatu jest blizej wierz-
chotka pudetka).

Przedstawmy teraz rozktad jednej zmiennej przy pomocy histogramu
(wykres 1.3.2) w ukladzie wspohrzednych prostokatnych na przyktadzie da-
nych z tabeli 1.3.2. Pamigtamy z wczesniejszego przykladu, ze $rednia arytme-
tyczna z kolejnych 100 obserwacji wynosi 20,04 (tab. 1.3.1). Na wykresie
1.3.2 zaznaczono to linig pionowa. Na osi rz¢dnych zaznaczono liczebnosci
przedzialow poszczegolnych prostokatow. OtrzymaliSmy wykres o asyme-
trii prawostronne;.

40

w
>

w
N

N
@

™

[liczebnos¢ przedziatéw]
> 8 R

®

~

\\
-

25-29 30-34 35-39

o

5-9 10-14

przedziaty

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne wykonane w Excelu.

Wykres 1.3.2. Histogram

1.3.3. Miary rozproszenia (zmiennosci)

Po oméwieniu miar potozenia przejdzmy do miar zmiennosci, ktore stuza
do scharakteryzowania stopnia zréznicowania wartosci badanej zmienne;.
Miary zmiennosci dzielimy na absolutne 1 stosunkowe. Miarami absolutnymi
sa: rozstgp, odchylenie standardowe i1 wariancja oraz odchylenia przecigtne
1 ¢wiartkowe.

Przyktadem miary zmiennosci stosunkowej jest wspdtczynnik zmiennosci
V.

Prezentacjg rozktadu dwoch zmiennych X; oraz X, o podanej licznoscei #;
wystepowania danych przedstawia tab. 1.3.13.
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Tabela 1.3.13

Licznos¢ wystepowania wartosci zmiennych

X n X n
8 1 14 2
11 2 16 6
14 4 17 9
16 4 18 12
17 5 19 14
19 6 20 15
21 4 21 12
23 3 23 8
24 2 25 5
30 1 27 1
18,3 20 Srednia
6,53 4,08 Odchylenie standardowe

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Na wykresie 1.3.3 wigkszemu skupieniu odpowiada krzywa o wyraznie
zaznaczonym maksimum (dla liczno$ci n, zmiennej X;). Wykres pokazuje

rowniez trendy zmiennych X; oraz X;.
16

14

12

10

[n;]
©

0 5 10 15 20 25 30 35
Xi(X4 X2
=<=-licznos¢ -1 --B-'licznos¢ - 2

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu wedtug danych tab. 1.3.13.

Wykres 1.3.3. Histogramy zmiennych X; oraz X,
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Obszar zmiennosci (rozstgp) nalezy do miar zmiennosci absolutnych.
Wykorzystane zostana tu wzory zamieszczone w publikacji K. Jajugi™.
Rozstep okreslamy wzorem:

Przyktad

Na podstawie danych o liczno$ci promieniowania dla 100 obserwacji zmiennej X
obliczamy rozstep O,. Wedlug tabeli 1.3.12 szeregu uporzadkowanego obserwacji Xy, =
=8, Xmax = 37, rozstep O, =37 — 8§ =29.

Teraz uwage skupimy na odchyleniach. Rozrézniamy odchylenia ¢wiart-
kowe oraz przecigtne:

a) Cwiartkowe, bazujace na miarach pozycyjnych, czyli potowa roéznicy
migdzy trzecim a pierwszym kwartylem:

0, :(Q3 _Ql)/z'

Przyktad

Majac dane z wczesniejszego obliczenia Q; = 23,65 oraz O = 16,03 okreslamy od-

chylenie ¢wiartkowe:
0 =(23,65-16,03)/2=3,81.

Odchylenie ¢wiartkowe jest $rednia odlegto$cia mediany M, = 20 od kwartyli O,
oraz (s.

b) Przecigtne, ktore jest $rednia arytmetyczna bezwzglednych wartosci
odchylen od $redniej arytmetycznej z wszystkich obserwacji danej zmiennej.

n

2 -x
_ =l
p ==l 1
n

(1.3.11)

Przyktad

Obliczmy D, szeregu szczegotowego wedtlug danych x; z promieniowania czastek
(okreslone w przyktadzie danych tabeli 1.3.1, gdzie $rednia arytmetyczna = 20,04,
a ilo§¢ obserwacji n = 100). W tabeli 1.3.14 obok kolumny wartosci x; podano kolumng
z wartoscia |x; — X |, obliczong przyktadowo jako: |23 —20,04| = 2,96.

33 Ibidem, rozdz. 1.3.
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Tabela 1.3.14

Obliczenia pomocnicze w Excelu do okreslenia przecietnej

Lp.| A B |C|D|Ef{F |G|H]|I|J |K|[L |M[N]JO|] P |R| S T| U

1 | 23 12,96 120( 0,04 |16]{4,04 [ 18 | 2,04 130]9,96 122] 1,96 126]|5,96 | 15 (5,04 |13 ] 7,04 | 18| 2,04
2 | 14 16,04 |17(3,04 [11]9,04 | 37 {16,96|21] 0,96 | 16| 4,04 |10]10,04| 20 [ 0,04 [ 22| 1,96 | 25 | 4,96
30 19 | 1,04]19( 1,04 (19] 1,04 | 20 | 0,04 | 12| 8,04 |23] 2,96 |24] 3,96 | 17 [ 3,04 [ 18 | 2,04 | 16 | 4,04
4 | 27 [6,96 (16| 4,04 [28] 7,96 | 26 | 5,96 [15( 5,04 [29( 8,96 (19 1,04 | 28 | 7,96 | 22 | 1,96 | 17 | 3,04
5 12 8,04 124] 3,96 |121{ 0,96 [ 22 [ 1,96 |20] 0,04 |15] 5,04 | 18] 2,04 | 16 | 4,04 | 23 | 2,96 | 24 | 3,96
6 | 15 |5,04]24(3,96 (28] 7,96 | 19 | 1,04 |24 3,96 |22 1,96 |17]3,04 | 19 [ 1,04 [ 8 |12,04| 18 | 2,04
7 | 17 |3,04]18[2,04 (23] 2,96 | 21 | 0,96 |25]| 4,96 |19] 1,04 |120] 0,04 | 22 [ 1,96 [ 21 ] 0,96 | 21 | 0,96
8 | 16 |4,04]20] 0,04 |19( 1,04 [ 11 | 9,04 |23]2,96|17]|3,04 [23]2,96| 13 |7,04|17| 3,04 |26 5,96
9 | 26 |5,96|14|6,04 [15] 5,04 | 16 | 4,04 |27]| 6,96 | 18] 2,04 |21] 0,96 | 24 [ 3,96 | 33 12,96 20 | 0,04
10 | 21 ]0,96 |27] 6,96 |18[ 2,04 | 22 | 1,96 |17] 3,04 [20] 0,04 | 14| 6,04 | 21 | 0,96 | 22| 1,96 | 19 | 1,04
11 {20,04 44,08 31,16| 42,08 44,00 45,92 31,08 36,08 35,08 46,92 28,08

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

nach, np. 2,96, zastosowano wyrazenie Excela:

W komorce All arkusza kalkulacyjnego programu Excel znajduje si¢ wartos¢
sredniej arytmetycznej — 20,04. Suma wszystkich sum kolumnowych wynosi 384,48. Po
podzieleniu przez 100 otrzymujemy D, = 3,84. Aby obliczy¢ kolejne wartosci w kolum-

=MODUL.LICZBY(A1-$A$11).

Dla szeregu rozdzielczego wzor jest nastepujacy:

K
25 =X,
— i=l

n
Przyktad

D

X

(1.3.1

2)

Tabela 1.3.15

Obliczenie pomocnicze przy okreslaniu przecietnej szeregu rozdzielczego

Przedziat n; X, |x,- - 3_C| n, (x, - )_C)z n; X, =X |xi - f'

5-9 1 7 13,04 170,0416 -13,04 13,04
10-14 10 12 80,4 646,416 -8,04 8,04
15-19 37 17 112,48 341,9392 -3,04 3,04
20-24 37 22 72,52 142,1392 1,96 1,96
25-29 12 27 83,52 581,2992 6,96 6,96
30-34 2 32 23,92 286,0832 11,96 11,96
35-39 37 16,96 287,6416 16,96 16,96

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Suma wartosci w kolumnie | x; — X |- n, wynosi 402,84. Dzielac przez 100,
otrzymamy D, = 4,03.

Ponadto do miar zmiennosci nalezy S,°, czyli wariancja populacji, ktora
dla szeregu szczegdtowego obliczamy ze wzoru:

n

o Z(x’_)_c)z (1.3.13)

X

n

Przyktad

Dla danych promieniowania czastek obliczono wariancje¢, podnoszac do kwadratu
w Excelu wartosci obliczeniowe z tab. 1.3.14, np. stosujac wyrazenie w Excelu =2,96"2,
co daje wynik 8,76.

Tabela 1.3.16
Kwadraty odchylen od Sredniej arytmetycznej

8,76 0,00 16,32 4,16 [ 99,20 3,84 3552 | 2540 49,56 4,16
36,48 9,24 | 81,72 | 287,64 0,92 16,32 | 100,80 0,00 3,84 | 24,60
1,08 1,08 1,08 0,00 | 64,64 8,76 | 15,68 9,24 4,16 16,32
4844 | 16,32| 6336| 3552| 2540]| 80,28 1,08 | 63,36 3,84 9,24
64,64 [ 15,68 0,92 3,84 0,00 | 25,40 4,16 [ 16,32 8,76 15,68
25,40 | 15,68 | 63,36 1,08 15,68 3,84 9,24 1,08 | 144,96 4,16
9,24 4,16 8,76 0,92 24,60 1,08 0,00 3,84 0,92 0,92
16,32 0,00 1,08 | 81,72 8,76 9,24 8,76 | 49,56 9,24 | 35,52
35,52 36,48 | 25,40 16,32 | 48,44 4,16 0,92 15,68 | 167,96 0,00
0,92 48,44 4,16 3,84 9,24 0,00 | 36,48 0,92 3,84 1,08
246,82 | 147,10 | 266,18 | 435,06 | 296,90 | 152,94 | 212,66 | 185,42 ( 397,10 | 111,70

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Ostatni wiersz stanowia sumy kolumnowe, a suma z tych sum (2451,84) podzielona
przez 100 daje S,* = 24,52.

Obliczenie wariancji populacji szeregu rozdzielczego podanego w tab.
1.3.15 przeprowadzamy wedlug wzoru:

K
Z(xi -X)’ n;
§i= HA—

X

(1.3.14)
n
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Czasami w obliczeniach szeregu rozdzielczego stosowana jest wariancja
proby:

K

Z(xi _)?)2 n,
§i= HA—
* n—1

Przyktad
Wykorzystamy dane w kolumnie (%, —X)” -7, tab. 1.3.15. Suma wynikow w tej
kolumnie daje 2455,56, co po podzieleniu przez 100 wynosi S = 24,56. Gdy podzielimy
przez (n— 1) =99, wéwczas S. =24.8.
Do okreslenia miary rozproszenia uzywa si¢ czesto odchylenia standar-
dowego S;:
S = Sj .

Zatem odchylenia standardowe dla przyktadu szeregu szczegdtowego (ta-
bela 1.3.16) oraz rozdzielczego dla populacji n wynosza:

S, =4/24,52 =4,95; S, =+/24,56 =4.,96.

Natomiast przyjmujac, ze obserwacje z promieniowania stanowia probe,
to dla szeregu rozdzielczego:

S =4/248 =498,

Wspolczynnik zmiennosci V; stanowi iloraz odchylenia standardowego do
wartos$ci $redniej zmiennej:
S
V. =—". (1.3.15)
X

X

Przyktad

Dane jak dla szeregu rozdzielczego proby promieniowania czastek:
S, =4,98; X =20,04.
- 4,98 _
20,04

>

Natomiast wzgledem miar pozycyjnych:

=2
M

x

(1.3.16)
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Przyktadowo dla danych z promieniowania czastek:

v - 3,81
20

=0,19.

Zamiast oblicza¢ tradycyjnie miary rozktadu jednej zmiennej, mozna po-
stuzy¢ si¢ programem Excel i1 skorzysta¢ z opcji (Analiza danych/Statystyka
opisowa).

Przyktad

Opcja (Analiza danych/Statystyka opisowa) umozliwia obliczenie szeregu miar,
w tym juz opisanych (tab. 1.3.17 czcionka pogrubiona). Niektore miary z tej opcji obli-
czane sa dla préby, tj. n-1 obserwacji. Wyniki dla zmiennej X promieniowania czastek
z licznika Geigera przy n-1 = 100 — 1 = 99 obserwacji podaje tabela 1.3.17.

Tabela 1.3.17

Statystyka opisowa

Srednia (dla n = 100) 20,04 | Minimum 8
Mediana 20 Maksimum 37
Odchylenie standardowe (n-1) 4,98 Suma (z elementow) 2004
Wariancja probki (n-1) 24,8 Licznik 100
Kurtoza (n-1) 0,8 Najw. (2) 33
Skos$nos¢ 0,4 Najm. (2) 10
Zakres (rozstgp) 29

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu; opcja (dnaliza danych/Statystyka opisowa).

Wymieniona w tabeli 1.3.17 kurtoza oraz sko$no$¢ zostana omowiona
w dalszej czgSci opracowania. Najw. (2) jest to przedostatnia z najwigkszych
wartosci obserwacji, a najm. (2) to odpowiednio najmniejsza.

1.3.4. Miary asymetrii (skosSnosci)

Miary asymetrii (sko$nosci) rozktadu jednej zmiennej shuza do badania,
czy obserwacje sa rownomiernie rozlozone wokol wartosci przecigtnej. Za-
mieszczone w tej czesci wzory pochodza z publikacji K. Jajugi™*:

a) Klasyczny wspotczynnik asymetrii, ktory dla szeregu szczegblowego
wyznaczany jest wedlug wzoru:

3* Ibidem, rozdz. 1.4.
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(173 -
A = = .

s 3
SX

(1.3.17)

Dla rozktadéw prawostronnie asymetrycznych 4, przyjmuje wartosci do-
datnie, natomiast dla lewostronnie asymetrycznych jest wielkoscia ujemna.

b) Pozycyjny wspotczynnik asymetrii bazujacy na kwartylach Q; 1 Q; oraz
medianie M,.

AQ — Q3 _2Mx +Ql .
Q3 - Ql

Ap przyjmuje wartosci w przedziale (<-1, 1>), natomiast 4, z przedziatu

(<00, 00>).

(1.3.18)

Przyktad

Obliczmy klasyczny wspotczynnik asymetrii obserwacji ilo$ci promieniowanych
czastek, majac dane X = 20,04, ale najpierw wyznaczamy:

D (x,-%),

ktore wynosi 4935,77. Dla n = 100 i wczes$niej obliczonego S, = 4,95:

4 - (1/100)-4935,77

v - 0,77.
4,95

Zatem jest to rozktad prawostronny (prawie symetryczny) obliczony dla szeregu
szczegotowego. A teraz okreslmy pozycyjny wspotczynnik asymetrii na podstawie
kwartyli z obserwacji promieniowania czastek na podstawie szeregu szczegdtowego oraz
rozdzielczego. Szereg szczegdlowy: Q) = 17; M, = 20; Q; =23:

23-2-20+17
A, =—""——=0.
23-17
Wedlug tej miary rozktad zblizony jest do symetrycznego.
Szereg rozdzielczy bazuje na wczesniejszych obliczeniach: O, = 16,03; M, = 20;
0; =23,65:

23,65-2-20+16,03
= =-0,04.

[4

23,65-16,03

Poniewaz nat¢zenie asymetrii wynosi blisko zero, swiadczy to o rozkla-
dzie zblizonym do symetrycznego, ze sktonno$cia do asymetrii lewostronne;.
Postugujac si¢ modutem (Excel/Analiza danych), z danych przyktadu promie-
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niowania czastek elementarnych mozemy otrzymac tabelg z zakresem prze-
dzialow wartosci co 2,9 oraz obraz graficzny w postaci histogramu. Zaprezen-
towano to w tabeli 1.3.18 oraz na wykresie 1.3.4.

Tabela 1.3.18

Przedzialy czestosci

Zbioér danych Czgstos¢ Zakres
8 1
10,9 1 2,9
13,8 6 2,9
16,7 15 2,9
19,6 25 2,9
22,5 24 2,9
254 14 2,9
28,3 10 2,9
31,2 2 2,9
34,1 1 2,9
Wigcej 1

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu; opcija (4dnaliza danych).

| M

20 +

[czestosE]

8 109 138 16,7 196 225 254 283 312 341 37

[zbiér danych]
Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu;
opcja (Analiza danych).

Wykres 1.3.4. Histogram
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1.3.5. Pytania

1. Podaj przyktad szeregu szczegdtowego uporzadkowanego 1 na jego
podstawie okresl szereg rozdzielczy zmiennej X.

2. Wymien wiasnosci $redniej arytmetyczne;.

3. Podaj oraz objasnij wzory na $rednig harmoniczna wazong oraz $rednia
geometryczng wazona.

4. Co to jest kwartyl trzeci?

5. Podaj procedurg sporzadzenia wykresu pudetkowego na przyktadzie
szeregu zmiennej X {1, 4, 6, 6, 8, 10, 12, 12, 14, 6, 10, 10, 22, 16, 22, 23, 16,
25,25,15,22,15,15,19,17, 18,17, 17, 20, 25}.

6. Jak wyznaczamy wspodtczynnik zmiennosci przyktadowej zmiennej X
o wartosciach podanych w pytaniu piatym?

7. Podaj i objasnij miary asymetrii.

1.3.6. Zadania

1. Oblicz $rednig arytmetyczna szeregu {22,16, 23, 29, 15, 22, 19, 17, 18,
20}.

2. Oblicz $rednig arytmetyczna wazona szeregu {1, 4, 6, 6, 8, 10, 12, 12,
14, 6, 10, 10, 22, 16, 22, 23, 16, 25, 25, 15, 22, 15, 15, 19, 17, 18, 17, 17, 20,
25}.

3. Uporzadkuj narastajaco szereg szczegétowy podany w zadaniu drugim,
oblicz mediang oraz okresl kwartyl pierwszy 1 kwartyl trzeci.

4. Sporzadz wykres pudetkowy dla szeregu rozdzielczego, utworzonego
z szeregu szczegdtowego wymienionego w zadaniu drugim.

5. Oblicz wariancj¢ oraz odchylenie standardowe szeregu szczegdtowego
podanego w zadaniu drugim.

6. Wyznacz klasyczny wspotczynnik asymetrii dla szeregu zadania dru-

giego.
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1.4. Rozktad wielu zmiennych

1.4.1. Sposoéb zapisu

Zjawiska ekonomiczne opisywane sa za pomoca co najmniej dwoch
zmiennych. Zjawiskiem zlozonym jest np. poziom zycia okreslony przez
m zmiennych objasniajacych tworzacych wektor X = [X; X; ... X,,]. Charakte-
rystyki, analizy oraz wzory zamieszczone w niniejszym podrozdziale zaczerp-
nigto z publikacji K. Jajugi’”.

Przyjmujemy mozliwo$¢ zapisu rozktadu wielu zmiennych w postaci ma-
cierzy n obserwacji m-wymiarowych.

Xy Xy e X X,

Xor Xyp e Xy Xom

xil xiZ xij xzm
Xy X e X, e X, |

x;— warto$¢ j-tej zmiennej dla i-tej obserwacji.

Zalezno$ci migdzy parami zmiennych obrazujemy przy pomocy wykresu
punktowego (1.4.1), okreslanego rowniez jako wykres rozrzutu lub korelacyj-

ny.
Przyktad

Sporzadzamy przyktadowy wykres punktowy zalezno$ci migdzy dochodem ludno-
$ci a spozyciem alkoholu. W szerszym zakresie mozna podja¢ badanie ex post poziomu
zycia mieszkancow, np. w latach 1970-1985, biorac pod uwagg cztery zmienne obja-
$niajace:

X\ — spozycie alkoholu w litrach spirytusu/osobe,

X, — dochody ludno$ci w bln zt,

X; — liczba przestgpstw w tys.,

X, — liczba rozwoddow na 100 oséb.

35 Tbidem, rozdz. 2.
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Tabela 14.1

Wartosci zmiennych

n X, X, X; X,
1 9 44 424 L1
2 9,2 45 414 L1
3 9,5 4,9 432 1,1
4 9,7 5,1 414 1,2
5 10,1 5 410 1,3
6 10,8 4,9 394 1.3
7 10,5 4.8 375 12
8 10,7 4.6 366 12
9 11,1 42 348 1,1
10 10,3 42 333 11
11 9.8 43 338 1,1
12 10,1 45 380 L1
13 11,6 3,7 436 1.3
14 11,9 3,7 466 1.4
15 12,3 3,8 539 1,4
16 12,4 3,9 569 1,5

7t 6 d t o: Opracowanie wlasne na podstawie:
K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody i analiza
probleméw ekonomicznych, Akademia Ekono-
miczna, Wroctaw 2002, cz. 2 (tab. 6.6).

Na zamieszczonym wykresie oprocz poszczegdlnych wartosci obserwacji zazna-
czono roéwniez regresj¢ liniowa. Widzimy, ze gdy dochdd maleje, wzrasta spozycie al-
koholu.

55
o
5 5 e o
T~ o)
\\ o
E 45 +—o O ——
[ ° . \\
4 .
°
o o
3,5
9 9,5 10 10,5 1 1,5 12 12,5

X4l
Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.4.1. Zalezno$ci zmiennych X; oraz X;; wykres punktowy
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Przyktad

Na podstawie tab. 1.4.1 okreslamy macierz symetryczna wspotczynnikow kowa-
riancji bgdaca przyktadem charakterystyki rozkladu m-wymiarowego. Kowariancja
migdzy zmiennymi X; a X; okreslana jest ze wzoru:

1 n
cov, ==Y (x, ~T)@, - X)), (1.4.1)
no
gdzie:
=12, ., m.
Tabela 1.4.2
Macierz wspotczynnikow kowariancji
Zmienne X X X3 X,
X, 0,216625
X -13,292500 4355,983333
X5 -0,338417 40,801667 1,125167
Xy -0,026125 6,955833 0,116083 0,017625

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Na glownej przekatnej macierzy kowariancji wystepuja wariancje zmien-
nych X;. Macierz kowariancji jest baza do okre$lenia macierzy korelacji R.

15 h B
B 1 iy By
R=
L ry Vi
L rml rm2 rml 1 n

Elementy r; — wspotczynniki korelacji (zawarte w przedziale [<-1; 1>])
migdzy zmiennymi X; oraz X; tej macierzy wyznaczamy dwoma sposobami,
korzystajac ze wzoru (1.4.2):

COV .
J

r, = ——t—, 1.4.2
: A ;Varjj- var, ( )

ktorego rozwinigciem jest wzor:
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Zn: (xéf - Yj )X, =%,)

V., =
/1 n n
—\2 —\2
z(xy- —X) 'Z(x,-z -X)
i=1 i=1

b

gdzie:
Jl=1,2,..,m S; = vary, S; = vary
Przyktad

Korzystajac z rozwinigcia wzoru 1.4.2, wyznaczamy wspolczynniki korelacji
zmiennych dotyczacych poziomu Zycia.

Tabela 143
Wspotczynniki korelacji
Zmienne Spozycie Dochod Liczba Liczba
alkoholu X) przestegpstw rozwodow
(X X3 (Xy)
Spozycie alkoholu 1
Dochod -0,649734 1
Liczba przestgpstw 0,425310 -0,336668 1
Liczba rozwodow 0,769799 -0,327913 0,684701 1

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Przyktad
Sporzadzmy jeszcze wykres punktowy zaleznosci miedzy dochodem X, a liczba
przestgpstw X;.
5,5
5 <
<o >
<
>—<‘N 4,5 \
o ——
© © \
4 T —
0 B
o o
3,5
330 380 430 480 530 580
[X3]

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wiasne w Excelu

Wykres 1.4.2. Zalezno$¢ miedzy dochodem a liczba przestgpstw

Podobnie jak spozycie alkoholu, wraz ze spadkiem dochodu wzrasta liczba prze-

stepstw.
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Ponadto charakterystyka rozktadu m-wymiarowego jest wektor miar po-
tozZenia, ktorym najczesciej sa srednie arytmetyczne z obserwacji zmiennych:

Majac macierz wspotczynnikow korelacji 7; migdzy zmiennymi X; 1 Xj,
mozemy okresli¢ syntetyczna miar¢ wspotzaleznosci liniowej My wszystkich
sktadowych wektora [X; X;... X, ktdra wyraza si¢ wzorem:

2 S 2
My= |——>>r, (1.4.3)
m-(m—1) 5315 ’

gdzie:

r; — wspofczynnik korelacji migdzy zmiennymi X; i Xj,

m —wymiar macierzy korelacji.

Przyktad

Obliczamy My na podstawie wspotczynnikow macierzy korelacji z tab. 1.4.3, spo-
rzadzajac najpierw tablicg pomocnicza kwadratow wspotczynnikéw korelacji czgsci
dolnej macierzy.

Tabela 144
Kwadraty wspolczynnikow korelacji
Zmienne Spozycie Dochdéd (X3) Liczba Liczba
alkoholu przestgpstw rozwodow
X)) (X3) (Xy)
Spozycie alkoholu 1
Dochod 0,422154 1
Liczba przestepstw 0,180889 0,113345 1
Liczba rozwoddw 0,592591 0,107527 0,468815 1
> 1,195634 0,220872 0,468815 1,885321

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

M, = 2 1885321 =0,56.
4-(4-1)

Miara ta jest przecigtna wspotczynnikéw korelacji i przyjmuje wartosci z przedziatu
[<0;1>].
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1.4.2. Normalizacja

Normalizacj¢ stosujemy w celu doprowadzenia do bezwymiarowosci
zmiennych, a ponadto do zblizonych rzgdow wielkosci obserwacji.

1.4.2.1. Standaryzacja

Jednym ze sposobow normalizacji okreslonej zmiennej X; dla j-tej obser-
wacji jest standaryzacja zmiennej realizowana za pomoca wzoru (1.4.4), przy
czymi=1,2,..,nj=1,2,.. m:

z; =——, (1.4.4)

gdzie:
x; — $rednia arytmetyczna zmiennej Xj,
S;— odchylenie standardowe zmiennej .X;.

Przyktad

Przeprowadzimy standaryzacje¢ zmiennych X; poziomu Zycia na probie 16 obserwa-
cji zamieszczonych w tab. 1.4.1. Poniewaz odchylenie standardowe funkcji Excela obli-
czane jest odrgbnie dla proby oraz populacji, w przykladach zastosowano funkcje
ODCH.STANDARDOWE (n = 15). Pozostawia sig¢ czytelnikowi wykonanie przyktadu,
stosujac funkcj¢ ODCH.STANDARD.POPUL (n = 16).

Tabela 145
Odchylenie standardowe proby (n-1)
n Xl X2 X3 X4
1 9 4,4 424 1,1
2 9,2 4,5 414 1,1
3 9,5 4,9 432 1,1
4 9,7 5.1 414 12
5 10,1 5 410 1,3
6 10,8 4,9 394 1,3
7 10,5 4,8 375 1,2
8 10,7 4.6 366 12
9 11,1 4,2 348 1,1
10 10,3 42 333 1,1
11 9.8 43 338 1,1
12 10,1 45 380 1,1
13 11,6 3,7 436 1,3
14 11,9 3,7 466 1,4
15 12,3 3,8 539 1,4
16 12,4 3,9 569 1,5
Srednia 10,563 4,406 414,875 1219
Odchylenie standardowe 1,061 0,465 66,000 0,133

Z 16 dto: Opracowanie wiasne, wartoéci zmiennych wedhug tab. 1.4.1.
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Tabela 1.4.6

Zestandaryzowane zmienne ,, X", , X", ,X3”, . Xs”

i=n Z, z, Z, Zy
1 -1,473 -0,013 0,138 -0,894
2 -1,284 0,201 -0,013 -0,894
3 -1,002 1,061 0,259 -0,894
4 -0,813 1,491 -0,013 -0,141
5 -0,436 1,276 -0,074 0,612
6 0,224 1,061 -0,316 0,612
7 -0,059 0,846 -0,604 -0,141
8 0,130 0,416 -0,741 -0,141
9 0,507 -0,443 -1,013 -0,894
10 -0,247 -0,443 -1,241 -0,894
11 -0,719 -0,228 -1,165 -0,894
12 -0,436 0,201 -0,528 -0,894
13 0,978 -1,517 0,320 0,612
14 1,261 -1,517 0,775 1,365
15 1,638 -1,303 1,881 1,365
16 1,732 -1,088 2,335 2,118

Z 16 d to: Opracowanie wlasne wedtug funkcji Excela.

1.4.2.2. Unitaryzacja
Kolejnym sposobem normalizacji zmiennych jest unitaryzacja przepro-
wadzona przy wykorzystaniu zaleznosci:

_ % —minx,
z; = %) , (1.4.5)
j
gdzie:
i=1,2,..n,
j=L2,.,m,

O; —rozstep zmiennej X
Srednia arytmetyczna zmiennej Z;:
R L (1.4.6)
0.

J
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Przyktad

Oblicz $rednie i przeprowadz unitaryzacje¢ wartosci zmiennych poziomu zycia.

Tabela 1.4.7

Obliczenia pomocnicze do unitaryzacji zmiennych poziomu zycia

n X X, X; X,

1 9 4.4 424 1,1

2 9,2 4,5 414 L1

3 9,5 4,9 432 1,1

4 9,7 5,1 414 1,2

5 10,1 5 410 1,3

6 10,8 4,9 394 1,3

7 10,5 4,8 375 1,2

8 10,7 4,6 366 1,2

9 11,1 4,2 348 L1

10 10,3 4,2 333 L1

11 9,8 4,3 338 1,1

12 10,1 4,5 380 1,1

13 11,6 3,7 436 1,3

14 11,9 3,7 466 1,4

15 12,3 3,8 539 1,4

16 12,4 39 569 1,5

min x;; 9 3,7 333 L1

max x;; 12,4 5,1 569 1,5

Rozstep (max x;; — min x;) 34 1,4 236 0,4
Srednia 10,563 4,406 414,875 1,219

716 d to: Opracowanie whasne; wartoéci zmiennych wedtug tab. 1.4.1.
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Tabela 14.8

Zunitaryzowane zmienne ,, X", , X", , X3, ,,Xs”

i Zy Z, Z3 Z,

1 0,000 0,368 0,385 0,000
2 0,052 0,420 0,343 0,000
3 0,130 0,630 0,419 0,000
4 0,181 0,735 0,343 0,143
5 0,285 0,683 0,326 0,287
6 0,466 0,630 0,258 0,287
7 0,389 0,578 0,178 0,143
8 0,440 0,473 0,140 0,143
9 0,544 0,263 0,063 0,000
10 0,337 0,263 0,000 0,000
11 0,207 0,315 0,021 0,000
12 0,285 0,420 0,199 0,000
13 0,674 0,000 0,436 0,287
14 0,751 0,000 0,563 0,430
15 0,855 0,053 0,872 0,430
16 0,881 0,105 0,999 0,574

Z 16 dto: Opracowanie wlasne wedtug funkcji
Excela.

1.4.2.3. Odlegtos¢

Mozemy wzajemnie porownywac obserwacje zmiennych poprzez podo-
bienstwo, ktorego miarg jest odlegtos¢ euklidesowa lub miejska. Interpretacje
tych odlegtosci przedstawiono na wykresie.

A

Z;

z,

Z 16 d to: Opracowanie wlasne na podstawie: K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody
i analiza problemow ekonomicznych, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2002, rys. 2.5.

Wykres 1.4.3. Interpretacja geometryczna odleglosci euklidesowej i miejskiej
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Dwa punkty obserwacji A 1 C okreSlone przez zmienne znormalizowane
Z) 1 Z; wyznaczaja odleglos¢ euklidesowa — odcinek AC, a miejska réwna si¢
sumie odcinkow AB + BC.

Przyktad

Obliczamy odleglo$¢ euklidesowa oraz miejska migdzy obserwacjami 5. i 10. (tab.
1.4.8) dwoch zmiennych zunitaryzowanych Z, oraz Z, na podstawie danych o poziomie
zycia, korzystajac ze wzorow (1.4.7) i (1.4.8) i wyrazen Excela zapisanych dla przykta-

dowych komorek adresowych:
d, = /Z (z,—2,)" (1.4.7)
J=1

a) Odlegtos¢ euklidesowa:

Wyrazenie Excela na przyktadowych adresach komorek jest nastgpujace:
=PIERWIASTEK((A402-A407)"2)+((B402-B407)"2)) — 0,423.

b) Odlegtos¢ miejska:

d = i\z” —z,|. (1.4.8)
=

Wyrazenie Excela:
=SUMA((MODUL.LICZBY(A402-A407)) i (MODUL.LICZBY(B402-B407)) — 0,472.
Zatem odlegto$¢ euklidesowa jest mniejsza od odlegtosci miejskie;.

Tabela 1.4.9

Dane tabeli 1.4.8 z podaniem obserwacji
oraz komorek Excela

Kol.,A(j=1) Kol. B (j = 2)
n Wiersz
Z4 Z,

1 0,000 0,368 398

2 0,052 0,420 399

3 0,130 0,630 400

4 0,181 0,735 401

5 0,285 0,683 402 i
6 0,466 0,630 403

7 0,389 0,578 404

8 0,440 0,473 405

9 0,544 0,263 406

10 0,337 0,263 407 |l
11 0,207 0,315 408

12 0,285 0,420 409

13 0,674 0,000 410

14 0,751 0,000 411

15 0,855 0,053 412

16 0,881 0,105 413

Z 1 6 dto: Opracowanie wilasne.
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Jesli wykonamy obliczenia okreslonych odlegtosci, jak w przykladzie, dla
wszystkich par obserwacji zmiennych X; oraz X>, to otrzymamy macierz kwa-
dratowa.

0 dlZ d]l dln
d21 0 le d2n
D=
dil di2 dil din
L ""nl n2 dnl 0 .

Macierz ta jest symetryczna, a na gldwnej przekatnej (od lewego gérnego
rogu do prawego dolnego rogu) wystgpuja zera.

Przyktad

Korzystajac z wyrazen Excela, okreslamy macierz odlegtosci miejskich migdzy
zmiennymi zunitaryzowanymi Z; oraz Z, dla 16 obserwacji.

Tabela 1.4.10

”

Macierz odleglosci miejskich miedzy zmiennymi ,,Z,” i ,,Z,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 0

2 ||0,104( O

3 [0392]0,288( 0O

4 [0549]|0,445(0,157| O

5 | 0,600|0,496|0,208| 0,156 O

6 [[0,729]0,625( 0,337 0,390| 0,234 0

7 | 0,599 0,494 0,312| 0,365 0,209| 0,130 O

8 [0,545]|0,441(0,468| 0,522 0,365( 0,183 0,157 O

9 [0,649]0,650( 0,782 0,835| 0,679 0,445]| 0,471{ 0,314 0

10 || 0,442 0,443 | 0,575| 0,628 | 0,472 0,497 | 0,367 | 0,314 0,207 | O

11 |/ 0,260 | 0,260 | 0,393 | 0,446 | 0,445 0,574 0,444 0,391 0,389 | 0,182| O

12 /0,338 0,233 0,365| 0,419 0,263 | 0,391 0,261 | 0,208 | 0,417 | 0,209 0,183 | O

13 (1,041 1,042 1,174 | 1,227 | 1,071 0,837 0,863 | 0,706 | 0,392 ] 0,599 | 0,781 0,809 0O

14 | 1,119] 1,120 1,252 1,305 | 1,149 0,915] 0,940 | 0,783 | 0,470 | 0,677 | 0,859 | 0,886 | 0,078 | O

15 (1,170 1,171 1,303 | 1,356 | 1,200 | 0,966 | 0,991 | 0,835 0,521 0,728 | 0,910 | 0,938 | 0,234 | 0,156| O

16 (1,143 1,144 (1,276 1,330 | 1,174 0,940 | 0,965 | 0,808 | 0,494 | 0,702 | 0,884 | 0,911 0,312 0,235| 0,078 | O

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

1.4.2.4. Klasyfikacja obserwacji

W m-wymiarowym uktadzie wspohrzednych moga istnie¢ klasy informa-
cji. Stosowana jest metoda srodkéw cigzkosci bazujaca na minimalizacji funk-
cji zapisanych na dwa sposoby:
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K

C=2 Zm:(zﬁ_%)z b Cp=> > (d,),

k=1 icC, j=1 k=1 icC,

gdzie:

C, — i-ta obserwacja nalezy do k-tej klasy,

U,, —j-ta skladowa wektora miar potozenia dla obserwacji nalezacych do A-tej klasy.

Minimalizowana funkcja jest zsumowaniem odlegtosci migdzy i-ta ob-
serwacja a wektorem miar polozenia danej klasy. Wektorem miar potozenia
jest wektor srednich obliczony dla obserwacji nalezacych do 4-tej klasy.

W metodzie iteracyjnej Srodkow cigzkosci rozpoczynamy od ustalenia
liczby klas, a nastgpnie:

— sporzadzamy klasyfikacje poczatkowa (wstepna),

— obliczamy $rodki cigzkosci,

— obliczamy odleglosci obserwacji od srodkow cigzkosci.

Sposob klasyfikacji poczatkowej zaprezentowany zostanie na przyktadzie
zmiennych zestandaryzowanych Z; i Z,. W przykladzie tym wyodrgbniono
trzy klasy 1 przydzielono obserwacje do tych klas, postugujac si¢ informacja
z wykresu punktowego (wykres 1.4.4) uktadu dwuwymiarowego Z; 1 Z,.

Przyktad

Sporzadzamy klasyfikacje poczatkowa zmiennych zestandaryzowanych Z; oraz Z,,
a nastgpnie dzielimy na klasy obserwacji.
Tabela 14.11

Przydzielenie obserwacji do trzech klas

i Z, Z, k4 ks ks,
1 1,473 0,013

2 -1,284 0,201

3 -1,002 1,061 ks

4 0,813 1,491 ks

5 0,436 1,276 ks

6 0,224 1,061 ks

7 -0,059 0,846 ks

8 0,130 0,416 ks,
9 0,507 0,443 ks,
10 -0,247 -0,443 ks,
11 0,719 0,228 ks,
12 -0,436 0,201 ks,
13 0,978 -1,517 k4

14 1,261 -1,517 k4

15 1,638 -1,303 k4

16 1,732 -1,088 k4

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.
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Wstepnie ustalono trzy klasy obserwacji: ki, k», k3. Na przyktad do klasy pierwszej
ki naleza obserwacje: 13, 14, 15, 16.

A\
B 2,0
\ .
'R 4
T +5
*
- 1.0
E]
o
§ 6,5 P
© *
]
(5} T T T T T T
= 2,0 -1,5 -1,0 -0,5 05| [*1,0 1,5 2,0
o
5 051 * >
= 3 ks
*
u’ 10
LIN4
L4
T 5
-2,0

[Z ;] dochéd ludnosci

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Wykres 1.4.4. Wyodregbnienie klas obserwacji

Dokonamy teraz przyktadowego obliczenie wektora miar potozenia klasy
ki, postugujac si¢ wzorem:

1
Uy Z—ZZ@-;-- (1.4.9)

nk icCy

Tabela 1.4.12

Obliczenie wektora miar polozenia

dla obserwacji klasy K;
Zj4 Zj2
0,978 -1,517
1,261 -1,517
1,638 -1,303
1,732 -1,088
b2 5,609 5,425
vy 1,402 -1,356

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.
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Wspotrzedne tego wektora sa Srodkami cigzkosci klasy k. Analogicznie
mozna obliczy¢ $rodki cigzkosci klasy &, oraz k3. Kolejno oblicza si¢ odleglo-
Sci i-tej obserwacji od $rodkow cigzkosci poszczegolnych wczesniej ustalo-
nych klas.

Majac macierz odleglo$ci migdzy poszczegdlnymi obserwacjami, np. od-
legtosci miejskich, mozemy skorzysta¢ z innej metody klasyfikacji, tzw. tak-
sonomii wroclawskiej. W metodzie tej w pierwszym kroku poszukuje si¢
najblizszego sasiada kazdej obserwacji. Najblizszym sasiadem i-tej obserwacji

jest ta, ktorej odlegtos$¢ od i-tej obserwacji jest najmniejsza.
Przyktad

Okreslamy minimalne odlegto$ci miejskie migdzy obserwacjami 1-16 zmiennych
zunitaryzowanych Z; oraz Z,, opierajac si¢ na macierzy (tab. 1.4.10).

Tabela 1.4.13

Minimalne odleglosci miejskie miedzy obserwacjami

Z1 | Z2 | n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 | s;
0,000{0,368] 1 |0,000(0,104|0,392]0,549]0,600(0,729]0,599] 0,545 0,649| 0,442|0,260]0,338] 1,041 1,119]1,170| 1,143| 1
0,052(0,420] 2 |0,104(0,000(0,288]0,445] 0,496 0,625 0,494]0,441|0,650( 0,443 0,260] 0,233 1,042 1,120 1,171| 1,144| 1
0,130] 0,630 3 |0.392[0,288(0,000] 0,157| 0,208| 0,337] 0:312] 0,468] 0,782 0,575 0,383] 0,365| 1,174] 1,252 1,303 1,276 2 |
0,181(0,735| 4 |0,549(0,445(0,157]0,000]0,156|0,390(0,365] 0,522 0,835 0,628 0,446] 0,419| 1,227 1,305] 1,356 1,330| 2
0,285(0,683| 5 |0,600(0,496(0,208]0,156] 0,000 0,234|0,209] 0,365 0,679 0,472|0,445]0,263| 1,071 1,149]1,200| 1,174| 2
0,466[0,630] 6 |0,720]0,625]0,337[0,390] 0,234] 0,000] 0,130] 0,183| 0,445] 0.497| 0,574] 0,391| 0,87] 0,915 0,966 0,940 3 |
0,389(0,578] 7 |0,599(0,494(0,312]0,365]0,209(0,130{0,000] 0,157 0,471 0,367 0,444] 0,261 0,863/ 0,940]0,991| 0,965| 3
0,440(0,473] 8 |0,545(0,441]0,468]0,522] 0,365 0,183|0,157] 0,000 0,314 0,314 0,391] 0,208 0,706 0,783] 0,835 0,808| 3
0.544]0.263] o |0,649] 0,650 0.782[0,835| 0,679] 0.445] 0.471] 0,314| 0,000[ 0,207 0.389] 0417 | 0,392[ 0.470| 0,521 0,404] 4 |
0,337(0,263| 10 |0,442(0,443|0,575]0,628]0,472| 0,497 0,367|0,314| 0,207 0,000/ 0,182] 0,209| 0,599 0,677]0,728| 0,702| 4
0,207{0,315] 11 |0,260( 0,260 0,393]0,446]0,445| 0,574 0,444] 0,391 0,389( 0,182 0,000| 0,183| 0,781 0,859]0,910| 0,884| 4
0,285(0,420| 12 | 0,338 0,233 0,365]0,419]0,263| 0,391/ 0,261] 0,208 0,417 0,209|0,183] 0,000| 0,809 0,886] 0,938 0,911| 4
0.674]0.000] 13 | 1,041[1,042] 1.174[1,227[ 1.071] 0,837 0.863] 0,706 0,392[ 0,599 0.781] 0,808 0,000[ 0,078 0.234[ 0,312 5 |
0,751[0,000] 14 |1,119(1,120(1,252] 1,305] 1,149| 0,915 0,940] 0,783| 0,470 0,677 0,859] 0,886| 0,078 0,000] 0,156 0,235| 5
0,855[0,053] 15 | 1,170[ 1,171 1.30[ 1,356 1,200] 0,966 0.991] 0,835 0,521] 0,728 0.910] 0,838| 0,234] 0,156 0,000 0,078 6 |
0,881(0,105| 16 | 1,143( 1,144 1,276] 1,330] 1,174| 0,940 0,965] 0,808 0,494 0,702 0,884] 0,911 0,312 0,235]0,078| 0,000| 6
Min:| 0,104 0,104( 0,157 0,156 0,156 | 0,130( 0,130| 0,157 0,207 0,182/ 0,182 0,183 0,078 0,078 0,078 0,078

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

W tabeli 1.4.13 podano rowniez kolumng s; podzialu na skupienia obser-

wacji, o czym powiemy w dalszej czg$ci opracowania. Algorytm taksonomii
wroctawskiej mozna realizowa¢ rowniez graficznie, bazujac na grafie sktada-
jacym si¢ z wierzchotkéw 1 wiazadet. Trzy kolejne etapy tej metody przedsta-
wione zostang na podstawie informacji z tab. 1.4.13 o minimalnych odleglo-
$ciach miejskich migdzy obserwacjami.
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Przyktad

Wylonienie skupien 16 obserwacji o wzajemnych odleglosciach podanych w tab.
1.4.13.

W grafie wierzchotkami sa obserwacje przedstawione np. w postaci prostokatow
z numerami obserwacji. Jest n wierzchotkow. Laczymy kazda obserwacjg z najblizszym
sasiadem. Na przyktad pierwsza z druga, gdyz odleglos¢ jest minimalna i wynosi 0,104
(tab. 1.4.13). Niektore potaczenia powracaja do obserwacji wczesniejszej, przerywajac
w ten sposob dendryt (graf), np. 1-2, 2—1. W ten sposob otrzymujemy skupienia pierw-
szego rzegdu.

16

716 d to: Opracowanie wlasne.
Wykres 1.4.5. Skupienia pierwszego rzedu

W kolejnym etapie wylaniamy skupienia drugiego rzedu na podstawie skupien
pierwszego rzedu. W tym celu dla kazdego skupienia pierwszego rzedu s; wylaniamy
najblizszych sasiadow p; w innych skupieniach. Odlegto$¢ migdzy skupieniami to mini-
malna odlegto$¢ miedzy obserwacjami nalezacymi do tych skupien®®. W przyktadzie jest
sze$¢ skupien pierwszego rzedu. Skupienia tacza sig¢ z najblizszym sasiadem i w ten
sposOb powstaja skupienia drugiego rzedu. Powtarzajac ten etap, wszystkie skupienia
utworza spojny graf. Na przyktad w okresleniu najmniejszej odlegtos$ci migdzy s, a s,
rozpatrujemy relacje obserwacji, biorac dane z tab. 1.4.13:

1-3: 0,392,
1-4: 0,549,
1-5: 0,600,
2-3: 0,288,
2-4: 0,445,
2-5:0,496.

Odlegto$¢ minimalna to zatem 0,288. W analogiczny sposob mozemy okresli¢ od-
legtosci s; wzgledem dalszych skupien, tj. s,, $3, S4, S5, S6-

3% Ibidem.
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Tabela 14.14

s

Minimalne odleglosci skupienia ,,s;’

do innych skupien
Skupienie Odlegtos¢

S 0

K% 0,288

S3 0,441

Sy 0,233

S5 1,041

S 1,143
Min 0,233

7 1 6 d 1 o: Obliczenia wlasne w Excelu.

Analizujac poszczegdlne relacje odleglosci obserwacji przyktadowego skupienia
pierwszego z obserwacjami skupien drugiego do szostego, okazuje sig, ze najblizszym
sasiadem jest skupienie s4 0 obserwacjach: 9, 10, 11, 12.

Tabela 1.4.15

Relacje odleglosci miedzy ,,s,” i ,,54”"

Obserwacje 9 10 11 12
1 0,649 0,442 0,2605 0,338
2 0,650 0,443 0,2605 0,233

7 1t 6 dto: Obliczenia wlasne.

Aby lepiej rozrézni¢ odlegltosci, zwigkszono precyzje wartosci wynikéw obliczen
wykonywanych w Excelu dla relacji: 1-11, 2-11 w stosunku do warto$ci podanych
w tab. 1.4.13. Najblizsze sa obserwacje 2—12, ktore laczymy wiazadlem, tworzac w ten
sposob pierwsze skupienie drugiego rzedu.

2
Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Wykres 1.4.6. Przyktad skupienia drugiego rz¢du
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Podobnie postgpujemy, rozpatrujac kolejne skupienia w relacji z pozostatymi. Szu-
kamy dalej skupien trzeciego rzedu. Post¢pujac dalej, utworzymy graf spojny. Pozostaje
nam etap trzeci, czyli podzial grafu spojnego. Gdy liczba klas jest z gory ustalona,
z grafu usuwa si¢ wiazadta o dhugosci d; wigkszej od odleglosci krytycznej d* ustalanej
wedhug wzoru Hellwiga:

d*=d+k-s (1.4.10)

gdzie™:

d — $rednia arytmetyczna wszystkich odleglosci z grafu spojnego,
s,— odchylenie standardowe z powyzszych odleglosci,

k — stala przyjmowana z podziatu (0-2), majaca wptyw na liczbg klas.

Bez odniesienia do wzoru Hellwiga mozna, nawiazujac do wczesniejszej klasyfika-
cji wedlug metody srodkow cigzkoSci, podzieli¢ zbidér 16 obserwacji na trzy klasy.
Wowczas usuwamy (K — 1 =3 — 1 = 2) wiazadta w grafie spojnym, lecz wpierw naleza-
toby zakonczy¢ zmudne prace nad jego tworzeniem.

1.4.2.5. Porzadkowanie obserwacji

Jedna z metod jest porzadkowanie liniowe zbioru informacji. Zmienne
opisujace dane zjawisko, np. poziom zycia ludnosci okre§lonego regionu, mo-
ga mie¢ charakter stymulant, destymulant czy tez nominant. Porzadkujemy je
od ,,najlepszej” do ,najgorszej”. W przypadku stymulanty jest to wzrost
zmiennej X; — dochod; wywotuje on wzrost poziomu zjawiska zlozonego,
jakim jest poziom zycia.

Przyktad

Uporzadkujemy zaokraglone warto$ci obserwacji z tab. 1.4.16 zmiennych Z; — spo-
zycie alkoholu (destymulanta) oraz Z, — dochdd (stymulanta), przyjmujac okreslone
kryteria: najlepsza minimum Z; oraz maksimum Z,, najgorsza maksimum Z;, oraz mini-
mum Z,.

37 Ibidem.
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Tabela 14.16

Uporzqdkowanie wartosci obserwacji

Z,4 Z, Kolejno$¢ wedtug kryterium n
-1,5 0,0 1
-1,3 0,2 2
-1,0 1,1 3
-0,8 1,5 1 4
-0,4 1,3 5
0,2 11 6
-0,1 0,8 7
0,1 0,4 8
0,5 -0,4 9
-0,2 -0,4 10
-0,7 -0,2 11
-0,4 0,2 12
1,0 -1,5 13
1,3 -1,5 16 14
1,6 -1,3 15
1,7 -1,1 16
-1,5 1,5 min/max najlepsza
1,7 -1,5 max/min najgorsza

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Kolejnos¢ wyboru 1 —najlepsza (obserwacja 4) oraz 16 — najgorsza (obserwacja 14)
przede wszystkim z uwagi na stymulantg: dochdd ludnosci.

Przyktad

Przedstawmy zmienne Z; oraz Z, na wykresie punktowym.

najgorsza
Yl 1.4
o) ;
<_:3’ O~.,_' 0
< Seel =
[} Sty
=
© . 04
o T,
g el lo) o
§ SR PIRED o 14
8 -6 1,1 . -0,1 “teas,. 0,9 >
'2“_ 0,6 06 00’4 'n,..
N o e,
i o #
(e]
-1,6| ©
[Z ;] dochdd ludnosci

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.

Wykres 1.4.7. Wybor obserwacji na wykresie punktowym zmiennych Z; i Z,
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Kolejnym sposobem porzadkowania zbioru obserwacji jest metoda
wzorca rozwoju, w ktérej nominanty sprowadzamy do stymulant lub desty-

mulant. W zastosowaniu tej metody wyrézniamy trzy nastepujace etapy”":

a) Wyznaczenie wzorca rozwoju zo 0 najlepszych wartosciach dla kazdej
zmiennej:

zZy =~ [201, Z02 +er Z0f - Zom],

przy czym dla obserwacji i-tych:

Zo; = max z;;, gdy zmienna z; jest stymulanta,

Z¢; = min z;;, gdy zmienna z; jest destymulanta,

a takze antywzorca z 0 najgorszych wartosciach kazdej zmiennej.

A [Z.()], Z02 oer Z-Qf oo Z_()m]

Na przyktad dla danych zestandaryzowanych Z; oraz Z, (tab. 1.4.6) okre-
slono wzorzec 1 antywzorzec rozwoju.

20= [zo1, Z02] zo=[-1,473 1,491],
z.0=[z.01, z02] zo=[1,732 -1,517];

b) Okreslenie odleglosci euklidesowej obserwacji i-tej od wzorca rozwoju,

stosujac wzor:
dy= (2, =2,)" (1.4.11)
j=1

Przyktad

Okreslmy podobienstwo odleglosci obserwacji zmiennych zestandaryzowanych Z,
oraz Z,, korzystajac z przyktadowego wyrazenia Excela dla obserwacji pierwszej:

=PIERWIASTEK(SUMA((A131-$A$147)"2;(B131-$B$147)"2)).

3% Ibidem, s. 38.
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Tabela 14.17

Odleglosci euklidesowe obserwacji
zmiennych ,,Z,” i ,,2,”

Z, Zy dig
-1,473 -0,013 1,5
-1,284 0,201 1,3
-1,002 1,061 1,5
-0,813 1,491 1,7
-0,436 1,276 1,3
0,224 1,061 1,1
-0,059 0,846 0,8
0,130 0,416 0,4
0,507 -0,443 0,7
-0,247 -0,443 0,5
-0,719 -0,228 0,8
-0,436 0,201 0,5

0,978 -1,517 1,8
1,261 -1,517 2,0
1,638 -1,303 2,1
1,732 -1,088 2,0
-1,473 1,491 Zy
1,732 -1,517 Z o5
-3,205 3,008

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

W tabeli 1.4.17 zy; to wzorzec, a z; antywzorzec. Na konficu tabeli podano
réwniez roznicg migdzy wzorcem a antywzorcem:

-1,473 — 1,732 =-3,205; 1,491 — (-1,517) = 3,008.
a) Obliczenie dla kazdej obserwacji miary rozwoju:
d,
m,=1-—2,
i P (1.4.12)

0

Wartos¢ d, czyli odleglos¢ miedzy wzorcem a antywzorcem, obliczamy
z zaleznosci:

dy = \/Z(ZOJ —2.4))"
j=1

Przyktad

Zastosowano wyrazenie Excela, przyktadowo:

=PIERWIASTEK(SUMA((A149"2);(B149"2)))

A149 i B149 to komorki zapisu odpowiednio wartosci -3,205 oraz 3,008 (tab.
1.4.17).

W tabeli 1.4.18 najwyzsza miarg rozwoju ma obserwacja trzecia, a najnizsza pict-
nasta.
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Tabela 14.18

Miary rozwoju

dio m; n m; odp. n
1,5 0,658 1 0,049 15
1,3 0,704 2 0,064 16
0,6 0,855 3 0,075 14
0,7 0,850 4 0,117 13
1,1 0,759 5 0,370 9
1,8 0,602 6 0,479 10
1,6 0,646 7 0,561 8
1,9 0,561 8 0,573 11
2,8 0,370 9 0,602 6
2,3 0,479 10 0,624 12
1,9 0,573 11 0,646 7
1,7 0,624 12 0,658 1
3,9 0,117 13 0,704 2
4.1 0,075 14 0,759 5
4,2 0,049 15 0,850 4
4.1 0,064 16 0,855 3

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

W metodzie sum standaryzowanych doprowadzenie zmiennych do
stymulant nast¢puje poprzez pomnozenie destymulanty przez (-1). Procedura
obejmuje dwa etapy:

a) Wyznaczenie sumy wartosci zmiennych™:

m

P :zzy"

J=1

Aby podkresli¢ znaczenie jednej lub wielu zmiennych na poziomie zjawi-
ska ztozonego, wyznacza si¢ wazong sumeg wartosci zmiennych:

m
=27 W
j=1

gdzie:
w; — waga j-tej zmiennej, przy warunku: Y w; = 1.

Przyktad

Porzadkujemy 16 obserwacji — od najlepszej do najgorszej ze wzgledu na poziom
zjawiska ztozonego, jakim jest poziom zycia, korzystajac ze zmiennych zestandaryzo-
wanych Z; — spozycie alkoholu oraz Z, — dochad.

3 Ibidem, s. 40.
98



Tabela 1.4.19

Okreslenie priorytetu obserwacji

Destymulanta Stymulanta Zamiana na 4 ) . B ' Posortowanie 4
Z, Z, stymulante || i | p;=E[(zy; z1.(-1)] | p;=2[(z2. wo; Z4(-1) - w4] ||  wediug p; i
[Z4-(-1)] (bez wag)
-1,473 -0,013 1,473| 1 1,460 0,284 2,304 4
-1,284 0,201 1,284 2 1,486 0,418 2,063 3
-1,002 1,061 1,002 3 2,063 1,049 1,712 5
-0,813 1,491 0,813|| 4 2,304 1,355 1,486 2
-0,436 1,276 0,436/ 5 1,712 1,108] 1,460| 1
0,224 1,061 -0,224| 6 0,837 0,804 0,905 7
-0,059 0,846 0,059|| 7 0,905 0,689 0,837| 6
0,130 0,416 -0,130) 8 0,287 0,307 0,637( 12
0,507 -0,443 -0,507) 9 -0,950 -0,456) 0,491 11
-0,247 -0,443 0,247 10 -0,196 -0,305 0,287 8
-0,719 -0,228 0,719 11 0,491 -0,039 -0,196| 10
-0,436 0,201 0,436 12 0,637 0,248 -0,950| 9
0,978 -1,517 -0,978|| 13 -2,496 -1,410] -2,496| 13
1,261 -1,517 -1,261|| 14 -2,778 -1,466 -2,778| 14
1,638 -1,303 -1,638|| 15 -2,941 -1,370) -2,820| 16
1,732 -1,088 -1,732| 16 -2,820 -1,217 -2,941| 15
Wzorzec z; 1,491 1,473| max 2,304 1,355
Antywzorzec z o 1,517 -1,732]| min -2,941 1,466

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Tabela 1.4.19 uwzglednia rowniez sytuacje zastosowania wag w; = 0,2
oraz w, = 0,8.

Otrzymany wynik obserwacji bez wag: najlepsza 4, a najgorsza — 15.
W sytuacji okreslonych przez badacza przyktadowych wag w; = 0,2; w, = 0,8:
najlepsza rowniez — 4, a najgorsza — 14.

b) Obliczenie dla kazdej i-tej obserwacji miary rozwoju wedhug innej za-
leznosci niz we wezesniejszej metodzie wzorca rozwoju:

m, =L Lo (1.4.13)
Po= P

Po =Y. zZoy Wi po = . 2.0 wj W obliczeniach dla zmiennych o indeksach
j=1-m.

Przyktad

Okreslamy miary rozwoju obserwacji dwoch zmiennych poziomu zycia, biorac pod
uwagg zamieszczone w tab. 1.4.19 wartos$ci wzorca i antywzorca oraz wagi rowne 1:
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Po=2>20;=1,491 + 1,473 = 2,964;

Po=Y 2.0y =-1,517 + (-1,732) = -2,49;

Po—p.o=2,964 — (-3,249) = 6,213.

Przykladowe wyrazenie w Excelu zastosowane w tab. 1.4.20 do obliczenia miary
rozwoju m;: =(B92-C88)/(C88-C90), przy czym p, oraz p. zapisano odpowiednio

w komorkach C88 oraz C90 arkusza kalkulacyjnego. Dla obserwacji pierwszej: m

(1,460 — 2,964)/6,213 = -0,242

Miary rozwoju

Tabela 1.4.20

Wiersz Kol. B m, ;
91 pi
92 1,460 -0,242 1
93 1,486 -0,238 2
94 2,063 -0,145 3
95 2,304 -0,106 4
96 1,712 -0,201 5
97| 0,837 -0,342 6
98 0,905 -0,331 7
oo 0,287 0,431 8
100 -0,950 -0,630 9
101 -0,196 -0,508 10
102 0,491 -0,398 11
103 0,637 -0,374 12
104 -2,496 -0,879 13
105 -2,778 -0,924 14
106 -2,941 -0,950 15
107 -2,820 -0,931 16
max -0,106 najlepsza
min -0,950 najgorsza

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Zatem wedhig metody sum standaryzowanych bez uwzglednienia wag
zmiennych najlepsza jest obserwacja 4, a najgorsza 15.

1.4.3. Pytania

1. Podaj 1 objasnij wzor na syntetyczng miarg wspotzaleznoscei liniowe;.
2. Czym r6zni si¢ standaryzacja od unitaryzacji?

3. Wyjasnij pojecia ,,odleglos¢ euklidesowa” oraz ,,odleglos¢ miejska” pa-
ry obserwacji zmiennych Xz i Xa.
4. Wymien i scharakteryzuj metody klasyfikacji obserwacji.
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5. Objasnij pojecia stosowane w taksonometrii wroctawskiej: ,,skupienia
pierwszego rzedu”, ,,skupienia drugiego rzedu”, ,.graf spojny”, ,,wiazadto”,
,odleglos¢ krytyczna d*”’.

6. Wyszczegolnij 1 objasnij metody porzadkowania obserwacii.

1.4.4. Zadania

1. Dana jest macierz symetryczna kwadratow wspdtczynnikow korelacji.
Oblicz syntetyczna miar¢ wspotzaleznosci liniowej Mp.
Tabela 1.4.21

Kwadraty wspotczynnikow korelacji

Zmienne Dochéd Liczba przestepstw X; Liczba rozwodow
X5 Xy
Dochéd 1
Liczba przestgpstw 0,11 1
Liczba rozwodow 0,10 0,47 1

Z 1 6 d t o: Opracowanie whasne; dane zaokraglone do dwoch miejsc po przecinku, we-
dlug tabeli 1.4.4.

2. Przeprowadz standaryzacj¢ zmiennej X3 (liczba przestepstw) dla 10 ob-
serwacji: 424, 414,432, 414, 410, 394, 375, 366, 348, 333.

3. W tabeli 1.4.22 dane sa szeregi 10 obserwacji zmiennych X; oraz X;.
Opracuj macierz kwadratowa odleglosci euklidesowych wszystkich 10 obser-
wagcji.

Tabela 1.4.22

Wartosci obserwacji , X,”, ,X5”, , X3”

Spozycie alkoholu w 1/osobg (X) Dochéd w bln zt (X3) Liczba przestepstw (X3)

9 4.4 424
9,2 4,5 414
9,5 4,9 432
9,7 5,1 414
10,1 5 410
10,8 4,9 394
10,5 4.8 375
10,7 4,6 366
11,1 4,2 348
10,3 42 333

Z 16 d to: Opracowanie wasne wedtug danych tab. 1.4.5.
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4. W podanym wykresie 1.4.8 wyodrebnij wstgpnie klasy obserwacji oraz

oblicz $rodki cigzkosci poszczegdlnych klas.

430 432
0 424
> 0 414 04100 414
=405
2
3 0 394
&
¢ 380
g 0375
g 0 366
2 355
0348
330 0333
4.1 43 45 47 49 5,1
dochad [X,]

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Wykres 1.4.8. Wykres punktowy zmiennych X; 1 X3

5. Dane sa przyktadowe odlegtosci grafu spdjnego miedzy obserwacjami:
1-2: 0,104; 2-3: 0,233; 3-4: 0,183; 4-5: 0,182; 5-6: 0,234.
Oblicz odleglos¢ krytyczna d*, przyjmujac stata k= 0,1.

6. Przyjmujac, ze dochod X; jest stymulanta, a liczba przestepstw X de-

stymulanta, wyznacz wzorzec rozwoju danych z zadania czwartego.

102



1.5. Regresja i transformacja liniowa

1.5.1. Idea metody najmniejszych kwadratéw

Metoda najmniejszych kwadratow, zwana rowniez klasyczna metoda
najmniejszych kwadratow (KMNK), wedtug Maddali*® jest nadal ,,mechani-
zmem napgdowym wspolczesnej analizy statystycznej”. Oparto na niej rd6zne
procedury, a idea sprowadza si¢ do takiego wyznaczenia warto$ci ocen ay, ai,
..., @ parametréw strukturalnych oy, ai, ..., o liniowego modelu ekonome-
trycznego, aby suma kwadratéw odchylen zaobserwowanych warto$ci zmien-
nej objasnianej od jej wartosci teoretycznych obliczonych z modelu byta naj-
mniejsza*'. Postaé liniowego modelu jest nastepujaca:

Y=0,+taX +..+ta X, +¢.

Oszacowaniem ¢ sa reszty. Oznaczmy przez e, reszt¢ dla ¢t = 1, 2, ..., n,
stanowiaca rdznice¢ migdzy wartoscia zaobserwowang a obliczona z modelu po
oszacowaniu parametrow:

&=V - J; t
Warunek minimalizacji sumy kwadratow odchylen oraz réwnanie linio-
wego modelu ekonometrycznego sa nastgpujace:

n
S=Ye’ > min,
t=1

A

yio=a,tax,+..+a.x,.

Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow oparta jest na nastepujacych
zatozeniach**:

— szacowany model jest modelem liniowym,

— zmienne objasniajace sa wielko$ciami nielosowymi o ustalonych ele-
mentach,

— nie wystgpuje zjawisko wspotliniowosci zmiennych objasniajacych,

“'G.S.Maddala, Ekonometria..., op.cit.
I Opis KMNK zob.: E. N o w a k, Zarys metod ekonometrii..., op.cit.
2 Tbidem.
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— sktadnik losowy ¢ ma warto$¢ oczekiwang rowna zeru 1 stala skonczona
wariancjg,
— nie wystepuje zjawisko autokorelacji sktadnika losowego, czyli zalezno-
$ci sktadnika losowego w roznych jednostkach czasu.
Gdy liniowy model ekonometryczny ma jedna zmienng objasniajaca, mo-
zemy go zapisa¢ w postaci:
Y=0F+aX +e.

Okreslamy funkcje S na podstawie warunku minimalizacji sumy kwadra-
tOW reszt, przyjmujac wartosci ocen b 1 a parametrow strukturalnych £ 1 a:

S=>(y,—b—ax,)* > min.
t=1
Jesli wyznaczymy pochodne czastkowe tej funkcji wzgledem a oraz b i przy-

réwnamy je do zera, to otrzymujemy uktad rownan normalnych, ktérych rozwia-
zanie doprowadza do otrzymania wzor6w na oceny parametrow a oraz b:

S (3, - 7)(, - %)
a=""— , (1.5.1)
Z(xt _E)z

b=y-ax, (1.5.2)

gdzie:
Yy oraz X — S$rednie arytmetyczne zmiennych Yi.X.

Obliczanie $redniej warto$ci obserwacji zmiennych oraz inne obliczenia
pomocnicze mozemy wykona¢ w Excelu, wedlug funkcji zamieszczonych
w tab. 1.5.1.

Tabela 1.5.1

Wybrane funkcje Excela przydatne w modelowaniu ekonometrycznym

Lp. Sktadnia funkcji Nazwa

1 [SREDNIA(liczbal;liczba2;...) Srednia arytmetyczna

2 |ODCH.SREDNIE(liczbal;liczba2;...) Odchylenie przecigtne

3 IWARIANCIJA(liczbal;liczba2;...) Wariancja préby (dla n-1)

4 |ODCH. STANDARDOWE(liczbal; liczba2;...) |Odchylenie standardowe proby
(dla n-1)

5 [INORMALIZUJ(x;$rednia;odchylenie_std) Warto$¢ znormalizowana z roz-
ktadu
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cd. tab.1.5.1

Lp.

Sktadnia funkcji

Nazwa

KOWARIANCIJA(tabelal;tabela2;...)

Srednia z iloczynéw odchylen

7 IMEDIANA(liczbal;liczba2;...)

Mediana

8 |SKOSNOSC(liczbal;liczba2;...)

Skosénos¢ rozktadu prawdopodo-
bienstwa

KURTOZA(liczbal;liczba2;...)

Kurtoza (wzgledna szczyto-
wosc¢/ptaskosé rozktadu)

10

R.KWADRAT(znane y;znane Xx)

Wspdtczynnik determinacji

11

REGBLSTD(znane y;znane x)

Blad standardowy regresji (reszt)

12

ROZKELAD.NORMALNY (x;$rednia;odchylenie
_std; skumulowany)

Skumulowany rozktad normalny

13

ROZ-
KLAD.NORMALNY.ODW (prawdopodobienst
wo;$rednia;odchylenie_std)

Odwrotno$¢ skumulowanego
rozktadu normalnego

14

ROZKLAD.T(x;stopnie_swobody;strony)

Rozktad ¢-Studenta

15

ROZKLAD.T.ODW (prawdopodobienstwo;
stopnie_swobody)

Odwrotno$¢ rozktadu ¢-Studenta

16

ROZKEAD.CHI(x;stopnie_swobody)

Jednostronne prawdopodobien-
stwo rozktadu y*

17

ROZKELAD.CHI.ODW (prawdopodobienstwo;
stopnie_swobody)

Odwrotno$¢ jednostronnego
prawdopodobienstwa rozktadu y*

18

ROZKLAD.F(x;stopnie_swobody1;stopnie
swobody 2)

Rozktad F prawdopodobienstwa

19

ROZKLAD.F.ODW (prawdopodobienstwo;
stopnie_swobody1;...)

Odwrotno$¢ rozktadu F prawdo-
podobienstwa

20

WSP.KORELAC]I(tablical;tablica2;...)

Wspotezynnik korelacji

21

REGLINP(znane y;znane x;stala;statystyczny)

Tabela opisujaca regresj¢ liniowa
wedhlug klasycznej metody naj-
mniejszych kwadratow (KMNK)

22

REGLINW(znane y;znane x,nowe_X,stala)

Okreslenie warto$ci zmiennej
objasnianej dla regresji liniowej
wedlug KMNK i podanego x.

23

REGEXPP(znane y;znane x;stata;statystyczny)

Tabela opisujaca regresje¢ nieli-
niowg (wyktadnicza)

24

REGEXPW(znane y;znane x,nowe_Xx,stata)

Okreslenie warto$ci zmiennej
objasnianej dla regresji nielinio-
wej — wyktadniczej i podanego x

25 [TRANSPONU/(tablica) Transpozycja zakresu danych
26 IWYZNACZNIK.MACIERZY (tablica) Wyznacznik macierzy

27 IMACIERZ.ILOCZY N(tablical;tablica2) Iloczyn dwoch macierzy

28 IMACIERZ.ODW(tablica) Macierz odwrotna

105



cd. tab.1.5.1

Lp. Sktadnia funkcji Nazwa

29 |SUMA(liczbal;liczba2;...) Suma liczb

30 |SUMA.ILOCZYNOW(tablical;tablica2;tablica3; |Suma iloczynéw odpowiadajacych
) sobie sktadnikéw w tablicach

31 IMODUL.LICZBY (liczba) Wartos¢ bezwzgledna liczby

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne na podstawie: Opis funkcji, Microsoft Excel. Arkusz
kakulacyjny z grafika prezentacyjna i baza danych, wersja 4.0 dla Windows TM, Micro-
soft Corporation 1993.

1.5.2. Okreslenie regresji wzgledem jednej zmiennej

Do opracowania tego zagadnienia zastosowano rozszerzenie programowe
(Excel/Dodatki/Analiza danych). Jako dane wykorzystano zmienne: liczba
przestepstw Y oraz spozycie alkoholu X.

Tabela 152
Dane tabeli 1.4.1: Wartosci zmiennych
Liczba przestegpstw (1)) Spozycie alkoholu (X;)
424 9
414 9,2
432 9,5
414 9,7
410 10,1
394 10,8
375 10,5
366 10,7
348 11,1
333 10,3
338 9,8
380 10,1
436 11,6
466 11,9
539 12,3
569 12,4

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.
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Zastosowanie rozszerzenia (Excel/Dodatki/Analiza danych) umozliwia
uzyskanie raportow z zakresu statystyki opisowej, oszacowania parametrow,
standaryzacji sktadnikéw resztowych.

Statystyka regresji
Tabela 153
Statystyka regresji dla Y = f(x)
Wielokrotno$¢ R 0,582809161 |wspotczynnik korelacji wielorakiej
R’ 0,339666519  |wspotczynnik determinacji
Dopasowany R 0,292499841 |skorygowany wspotczynnik determinacji

Btad standardowy S, 55,5144927  |standardowy btad prognozowanej wartosci y
dla zadanego x

Obserwacje 16 |liczba obserwacji

Z 16 dto: Obliczenia whasne w Excelu wedlug: K. J aj u g a (red.), Ekonometria. Me-
tody, analiza problemow ekonomicznych, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2002 (Do-
datki, tab. 2.5).

Identyczny wynik otrzymujemy przy uzyciu funkcji REGBLSTD do re-
gresji zmiennych Y oraz X wedlug wzoru:

2
[ sy (X0 ()]
S, .= |l——— nZy —(Zy) - : . (1.5.3)
n(n—-2) anz—(Zx)
Parametry modelu regresji
Tabela 154
Okreslenie parametrow modelu liniowego
Parametry Wartosci parametréw | Btad standardowy tow = (a/S))
linii regresji (a;) (S)
b 31,84942971 143,404404 0,222095
m 36,26277589 13,51301681 2,683544

a; (ap, a;) — oceny parametrow regresji liniowej jednej zmiennej,
s; (s1, $2) — $redni btad szacunku parametréw odpowiednio aq 1 a,
1,51 — Statystyka empiryczna testu ¢-Studenta.

716 dto: Opracowanie wlasne w Excelu na podstawie: K. Jajuga (red.), Ekonometria.
Metody, analiza problemow ekonomicznych, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2002,
tab. 2.7.
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Wiersz b odnosi si¢ do warto$ci, w ktorej linia regresji przecina o§ zmien-
nej zaleznej, czyli do wyrazu wolnego ay réwnania regresji. Wiersz m odnosi
si¢ do wartosci nachylenia linii regresji, czyli do parametru stojacego przy
zmiennej objasniajacej x. Na podstawie danych z tab. 1.5.4 model regres;ji
liniowej po zaokragleniu parametréw jest nastepujacy:

Y =mx+b=ax+a-36,26+31,85.
Standaryzowane skladniki resztowe

Program Excel oblicza reszty, uwzgledniajac wartosci obserwacji zmien-
nych Y1 X. Przyjmujemy zalozenie, ze $rednia reszt rowna si¢ zero, a odchyle-
nie standardowe reszt jest odchyleniem standardowym proby n — 1 = 15. Po
obliczeniu odchylenia standardowego wedlug funkcji Excela podanej w tab.
1.5.1 poz. 4 uzyskamy wynik 53,6321.

Do standaryzacji reszt stosujemy wzor 1.4.4. Program Excel podaje nam
jednak gotowy raport (tab. 1.5.5).

Tabela 1.5.5
Obliczenie standaryzowanych sktadnikow resztowych
Obserwowana liczba Modelowa Sktadniki Standaryzowane
przestepstw liczba przestepstw resztowe sktadniki resztowe
1 424 358,2144 65,785587 1,226609
2 414 365,4670 48,533032 0,904925
3 432 376,3458 55,654199 1,037703
4 414 383,5984 30,401644 0,566855
5 410 398,1035 11,896534 0,221817
6 394 423,4874 -29,487409 -0,549809
7 375 412,6086 -37,608577 -0,701233
8 366 419,8611 -53,861132 -1,004271
9 348 4343662 -86,366242 -1,610346
10 333 405,3560 -72,356021 -1,349118
11 338 387,2246 -49,224633 -0,917820
12 380 398,1035 -18,103466 -0,337549
13 436 452,4976 -16,497630 -0,307607
14 466 463,3765 2,623537 0,048917
15 539 477,8816 61,118427 1,139587
16 569 481,5079 87,492149 1,631339

Z 1 6 d to: Opracowanie whasne w Excelu.
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1.5.3. Okreslenie wielkosci statystycznych

Niniejszy podrozdziat nawigzuje do obliczen wykonanych wedlug wzo-
16w, z uzyciem funkcji elementarnych Excela, lecz tym razem zastosowano
opcje (Excel/Analiza danych/Korelacja), ktéra przyspiesza proces obliczenio-
wy.

Wartosci zmiennych objasniajacych

Przypomnijmy sobie zmienne objasniajace poziom zycia w Polsce w la-
tach 1970-1985:

—realne dochody ludnos$ci w cenach z roku 1982 w bin zt (X3),

— liczba przestgpstw wykrytych i zakonczonych w postgpowaniu przy-
gotowawczym w tys. zt (X3),

— spozycie alkoholu w przeliczeniu na spozycie czystego spirytusu w li-
trach/osobg (X)),

— liczba rozwoddw przypadajacych na 100 osob (Xy).

Tabela 1.5.6
Dane tabeli 1.4.1 w uktadzie kolumn arkusza kalkulacyjnego

Rok Dochod Liczba przestgpstw | Spozycie alkoholu | Liczba rozwodoéw
(X2) (X1 (X3) (Xa)
1970 4.4 424 9,0 1,1
1971 4,5 414 9,2 1,1
1972 4.9 432 9,5 1,1
1973 5,1 414 9,7 1,2
1974 5,0 410 10,1 1,3
1975 4,9 394 10,8 1,3
1976 4,8 375 10,5 1,2
1977 4,6 366 10,7 1,2
1978 42 348 11,1 1,1
1979 4,2 333 10,3 1,1
1980 43 338 9,8 1,1
1981 4,5 380 10,1 1,1
1982 3,7 436 11,6 1,3
1983 3,7 466 11,9 1,4
1984 3,8 539 12,3 1,4
1985 3,9 569 12,4 1,5

Z r 6 d to: Opracowanie wlasne.
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Macierz symetryczna wspoélczynnikow korelacji (pomigdzy czterema
zmiennymi objasniajacymi)

Procedura postgpowania:

— zapisujemy dane np. w obszarze A1:E17 arkusza kalkulacyjnego Excel,

—wywolujemy opcje (Analiza danych/Korelacja),

— zaznaczamy zakres wejsciowy danych B1:E17 z podaniem, ze pierwszym
wierszem sg tytuty kolumn zmiennych,

— zaznaczamy wyjscie na nowy arkusz danego skoroszytu,

— naciskamy klawisz OK 1 uzyskujemy tabele wzajemnych korelacji migdzy
zmiennymi.

Tabela 1.5.7
Wspotczynniki korelacji miedzy zmiennymi objasniajqcymi
Zmienne Dochod Liczba Spozycie Liczba
przestegpstw alkoholu rozwodow
Dochod 1
Liczba przestgpstw -0,336668 1
Spozycie alkoholu -0,649734 0,425310 1
Liczba rozwodow -0,327913 0,684701 0,769799 1

71 6 dto: Obliczenia wiasne.

Otrzymalismy wyniki identyczne jak przy obliczeniu z zastosowaniem

funkcji elementarnych Excela.

Macierz symetryczna kowariancji

Obliczenia wykonano z uzyciem opcji (Excel/Analiza danych/Kowarian-

ga).
Tabela 1.5.8
Wspotczynniki kowariancji miedzy zmiennymi objasniajqcymi
Zmienne Dochod Liczba Spozycie Liczbe’l
przestepstw alkoholu rozwodow
Dochod 0,216625
Liczba przestgpstw | -13,292500 4355,983333
Spozycie alkoholu | -0,338417 40,801667 1,125167
Liczba rozwodow -0,026125 6,955833 0,116083 0,017625

7 1t 6 d1o: Obliczenia wiasne.
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Gdy porownamy wartosci z tab. 1.4.2, zauwazamy identyczno$¢ wyni-
kow. W tabeli 1.5.8 elementami glownej przekatnej sa wariancje S* poszcze-
gblnych zmiennych. Przy komputerowym obliczaniu ustalana jest wariancja

probki bazujaca na wzorze:

gdzie:

n —ilo$¢ obserwacji = 16,

SZ

> (x, - X

n—1

(1.5.4)

2

x; — kolejne wartosci j-tej zmiennej objasniajacej w obserwacji i-tej,

X — $rednia warto$¢ danej zmiennej objasniajacej.

Wielkosci statystyczne zmiennych objasniajacych
Wielkosci statystyczne mozna wygenerowac przez opcje (Excel/Analiza
danych/Statystyka opisowa). Procedura postgpowania jest nastgpujaca:
— wprowadzamy zakres wejsciowy obszaru adreséw np. B1:E17 zmien-
nych podanych wtabeli 1.5.6 z zaznaczeniem, ze pierwszym wierszem sa

opisy zmiennych,

— okreslamy wyjscie na nowy arkusz i naciskamy klawisz OK.
W wyniku dziatania otrzymujemy raporty ze statystyka opisowa do po-
szczegblnych czterech zmiennych objasniajacych (tab. 1.5.9 1 tab. 1.5.10).

Tabela 1.59
WielkoSci statystyczne zmiennych objasniajgcych ,, X,” i, X3”
Miary statystyczne Dochod Liczba przestgpstw

Srednia 4,406250 414,875000
Btad standardowy 0,116357 16,499968
Mediana 4,45 412
Tryb (modalna) 4,5 414
Odchylenie standardowe 0,465430 65,999874
Wariancja probki 0,216625 4355,983333
Kurtoza -1,155682 1,114396
Sko$nos¢ (asymetria) -0,167708 1,109983
Zakres (rozstep) 1,4 236
Minimum 3,7 333
Maksimum 5,1 569
Suma (liczebnosci) 70,5 6638
Licznik 16 16

Z 1 6 d t o: Opracowanie wlasne na podstawie: K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody,
analiza problemow ekonomicznych, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2002 (Dodatki,

tab. 2.3).
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Tabela 1.5.10

Wielkosci statystyczne zmiennych objasniajacych X, i Xy

Miary statystyczne Spozycie alkoholu Liczba rozwodow
Srednia 10,562500 1,218750
Btad standardowy 0,265185 0,033190
Mediana 10,4 1,2
Tryb (modalna) 10,1 1,1
Odchylenie standardowe 1,060739 0,132759
Wariancja probki 1,125167 0,017625
Kurtoza -0,826135 -0,521123
Skosnos¢ (asymetria) 0,401254 0,782244
Zakres (rozstep) 34 0,4
Minimum 9 1,1
Maksimum 12,4 1,5
Suma (liczebnosci) 169 19,5
Licznik 16 16

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Wykonanie histogramow zmiennych

Korzystamy z opcji (Excel/Analiza danych/Histogram). Procedura poste-

powania jest nastepujaca:

— dla danej zmiennej podajemy zakres komorek, np. dla ,,.Dochodu”
B1:B17 z podaniem wyst¢powania tytutu w pierwszym wierszu,

— okreslamy wyj$cie na nowy arkusz danego skoroszytu,

— podajemy nastepujace dodatkowe informacje do okreslenia przez pro-
gram czgstosci 1 narysowania wykresu: posortowanie do wykresu Pareto,
podanie tacznego udzialu procentowego, podanie na wyjsciu wykresu,

— po nacisnigciu klawisza OK uzyskamy tabelg czgstosci oraz wykresy,

—z uzyciem kolejnych zmiennych postepujemy analogicznie.
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Tabela 1.5.11

Czestos¢ wystepowania wartosci zmiennej ,, X, "’

Zbiér danych Czestosé taczna war- | Zbiér danych | Czestos¢ | taczna wartosé
(koszyk) (w przedziale) tos¢ [%] (koszyk) (malejaco) | [%] (narastajaca)
3,7 2 12,50 Wiecej 5 31,25
4,05 2 25,00 4,4 4 56,25
4,4 4 50,00 4,75 3 75,00
4,75 3 68,75 3,7 2 87,50
Wiecej 5 100,00 4,05 2 100,00
Z 16 dto: Opracowanie wlasne.
6 120
51 1100
44 180
3
2 34 1 60
(03
)
24 1 40
14 120
0 -0
Wiecej 4,75 3,7 4,05
[zbiér danych] czestos¢ --01- tgczna wartosé [%]

Z r 6 d to: Opracowanie wiasne.

Wykres 1.5.1. Histogram zmiennej X; ,,Dochéod”

W tabeli 1.5.11 taczna warto$¢ procentowa narastajaco, np. 31,25%, jest
réznica 100 — 68,75% wedlug czestosci w przedziale. Druga czgsé¢ tabeli sta-
nowi posortowanie malejace wedhug czgstosci wystepowania w danym prze-

dziale wartosci.
Tabela 1.5.12
Czestos¢ wystepowania wartosci zmiennej ,, X3’
Zbior danych Czestosé Laczn’a' Zbior danych Czes_toéc’: taczna war_toéc’:
(koszyk) warto$¢ (koszyk) (malejaco) [%] narastajaca
333 1 6,25 451 7 43,75
392 5 37,50 392 5 75,00
451 7 81,25 Wiecej 2 87,50
510 1 87,50 333 1 93,75
Wiecej 2 100,00 510 1 100,00

Z r 6 d to: Opracowanie wlasne.
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8 120
T + 100
6 . .
s 1 80
2
S 4t + 60
&
837 + 40
2 —+
i + 20
0 - -0
451 392 Wiecej 333 510
[zbidr danych] EEE czestos¢ O faczna wartosé [%]

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Wykres 1.5.2. Histogram zmiennej X; ,,Liczba przestepstw”

Tabela 1.5.13

Czestos¢ wystepowania wartosci zmiennej ,,X,”

Zbior danych Crestosé taczna wartosé | Zbiér danych | Czesto$¢ | taczna wartosc
(koszyk) ¢ [%] (koszyk) (malejaco) | [%] (narastajaco)
9 1 6,25 10,7 5 31,25
9,85 4 31,25 9,85 4 56,25
10,7 5 62,50 Wiecej 4 81,25
11,55 2 75,00 11,55 2 93,75
Wiecej 4 100,00 9 1 100,00
Z 16 d to: Opracowanie wlasne.
6 120
1 100
+ 80
£ T 60
N
S 1 40
+ 20
- 0
10,7 9,85 Wiecej 11,55 9
[zbiér danych] EE czestos¢ -0 tgczna wartosé [%]

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne.
Wykres 1.5.3. Histogram zmiennej X5 ,,Spozycie alkoholu”
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Czestos¢ wystepowania wartosci zmiennej Xy

Tabela 1.5.14

Zbior danych Czestosé taczna warto$c | Zbior danych | Czesto$¢ | taczna warto$é
(koszyk) | (w przedziale) [%] (koszyk) | (malejaco) | [%] (narastajaca)
1,1 7 43,75 1,1 7 43,75
1,2 3 62,50 1,2 3 62,50
1,3 3 81,25 1,3 3 81,25
1,4 2 93,75 1,4 2 93,75
Wiecej 1 100,00 Wiecej 1 100,00
Z 16 dto: Opracowanie wlasne.
8 120
7 + + 100
6 4
g 5 4 + 80
% 4+ + 60
§ s+ + 40
2 4
4 + 20
0 0

1.1

[zbidr danych]

1,2

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

1,3

it czestose

1,4

Wiecej

Wykres 1.5.4. Histogram zmiennej Xy ,,Liczba rozwodow”

1.5.4. Pytania

Podaj procedurg zastosowania przykladowej funkcji statystycznej WSP.
KORELACII programu Excel, majac dane szeregi zmiennych Y oraz X, ktorych
warto$ci umowne zapisane sa odpowiednio w komorkach A2:A111B2:B11.

-0 tgczna wartosé¢ [%)]
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Tabela 1.5.15

Szeregi zmiennych Yi X

Y X
5 1
4 1,5
45 2,2
6 3
5.4 3,5
6 4
6,2 43
7 5
7,5 6
8 7

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne;
dane umowne.

2. Wyjasnij symbole ay 1 a; w funkcji agresji liniowej, ¥ = ay + a;x.

3. Podaj r6znice miedzy funkcjami ODCH.STANDARDOWE
a ODCH.STAND.POPULACIL

4. Dla szeregdéw danych z pytania pierwszego napisz wyrazenie w Excelu
do obliczenia odchylenia standardowego.

5. Przyjmujac, Ze szeregi podane w pytaniu pierwszym maja wspotczyn-
nik korelacji 0,943, napisz wyrazenie Excela do obliczenia skorygowanego
(dopasowanego) wspdtczynnika determinaciji bazujac na wzorze:

n—1
n—k

R*=1-

(1-R).

6. Podaj przykladowa sktadni¢ funkcji REGBLSTD do zakresow komo-
rek zmiennej Y oraz zmiennej X z pytania pierwszego.

1.5.5. Zadania

1. Przyjmujac szeregi zmiennych Y oraz X z pytania pierwszego, zastosuj
odpowiednie funkcje Excela do obliczenia:

—wspotczynnika korelacji R,

— wariancji zmiennych Y (S,%) i X (S,°) dla proby (n—1),

— odchylenia standardowego zmiennych Y (S,) oraz X (S;) dla proby (n—1).
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2. Przyjmujac, ze migdzy zmienna zalezna Y a zmienng niezalezna X wy-
stepuje regresja liniowa, okresl parametry modelu y = a1x + ay, postugujac si¢
funkcja REGLINP.

3. Majac model regres;ji liniowej jako wynik zadania drugiego, oblicz dla
kolejnych obserwacji zmiennych z pytania pierwszego standaryzowane sktad-
niki resztowe, postugujac si¢ tylko wyrazeniami podstawowymi Excela. Wy-
maga to uprzednio obliczenia warto$ci Sredniej reszt e, jak tez ich odchylenia
standardowego S..

4. Zastosuj opcje (Excel/Analiza danych/Histogram) do przedstawienia
czestosci oraz krzywej Pareto (histogramu w postaci narastajacych czgstosci)
zmiennej X.

1.5.6. Funkcje trendu

Szereg czasowy jest to ciag obserwacji zjawiska w kolejnych jednostkach
czasu. Kolejne jednostki czasu ¢ okreslamy jako 1, 2, ..., n, natomiast obserwa-
cj¢ zmiennej objasnianej jako y;. Aby zaobserwowa¢ tendencj¢ zmian okreslo-
nego zjawiska wyrazonego przez zmienna Y, zachodzi potrzeba wyrdwnania
szeregu czasowego.

Model szeregu czasowego jest nastepujacy:

Y=£1) +e,
gdzie:
A#) — funkcja trendu,
& — odchylenie losowe.

Gdy oszacujemy parametry funkcji trendu, otrzymamy réwnanie trendu:

A

Y=a,+ay. (1.5.5)

W zastosowaniach wystepuja trendy: liniowy, wyktadniczy, potegowy,
logistyczny, hiperboliczny oraz pelzajacy. W dalszej czgsci przedstawiono
postaci analityczne funkcji trendu oraz sposoby oszacowania parametrow ™.

1.5.6.1. Trend liniowy

W réwnaniu trendu liniowego ao, a; stanowia oceny parametrow funkcji
trendu. Parametry te szacuje si¢ klasyczna metoda najmniejszych kwadratow,
postugujac si¢ wzorami (1.5.1) oraz (1.5.2). Do realizacji przyktadu przypo-
mnijmy sobie te Wzory zamieniajac x zmienng czasowa f:

K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit, rozdz. 3.
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Uwaga:

Ze wzgledu na mozliwosci edycyjne w Excelu wartosci $rednie oraz inne
oznaczenia, ktore wystapia w dalszej czgsci opracowania, wpisano obok
zmiennej zamiast nad zmienna.

a, =

Przyktad

Okre$lmy trend liniowy postugujac si¢ danymi umownymi okreslajacymi inflacje

S (3, - 7) (1)

n

-1y

t=1

z przedziatu dwunastu lat, majac dane obserwacje zmiennej objasnianej Y.

Tabela 1.5.16

Obliczenia pomocnicze do oszacowania parametrow modelu zmiennej ,,Y”

t Vi yi-y~ t-t (t-ty (ye-y )Nt-t7)
1 4,5 -8,7 -5,5 30,3 47,7
2 53 -7,9 -4,5 20,3 35,4
3 7,6 -5,6 -3,5 12,3 19,5
4 9,2 -4,0 -2,5 6,3 9,9
5 14,5 1,3 -1,5 2,3 -2,0
6 18 4.8 -0,5 0,3 2.4
7 15 1,8 0,5 0,3 0,9
8 14,7 1,5 1,5 2,3 2,3
9 15,4 2,2 2,5 6,3 5,6
10 17,5 4,3 3,5 12,3 15,1
1 17 3,8 4,5 20,3 17,2
12 19,4 6,2 55 30,3 34,2
6,5 13,2 ) 143,0 183,6

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: y —>y, ¢ —> 1.

Obliczenie parametrow i okreslenie modelu:

= 183;6 =1,2839;
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Y =4,8546+1,2839z.

a,=13,2-1,2839-6,5=4,8546;




18,5

16,5

14,5

12,5

10,5

‘‘‘‘‘ /J/ y=12836  t+4,8318
8,5
450

T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

kolejne lata [t]

wysokos¢ inflacji [%]

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.5.5. Trend liniowy. Inflacja

Roéznica w warto$ciach parametrow modelu oszacowanych analitycznie
oraz podanych w formie funkcji trendu na wykresie wynika z duzej precyzji
obliczen komputerowych.

1.5.6.2. Trend petzajacy

Zalézmy, ze mamy szereg Czasowy i, Vo, ..., v, Zmiennej ¥ w przedziale
czasowym ¢ = 1-n. Okreslamy dlugo$¢ segmentu & < n, a nastgpnie obliczamy
trendy dla k-elementowych podszeregéw czasowych, ktorych jest n-k-1.
W kolejnosci okreslamy wartosci modelowe wedtug funkcji trendu liniowego
zmiennej Y dla obserwacji podszeregéw. Majac te obliczenia, okreslamy $red-
nie wartosci na podstawie y; kolejnych obserwacji. Podana procedurg zade-
monstrujemy na przyktadzie.

Przyktad

Okreslmy podszeregi czasowe oraz parametry trendow liniowych segmentow trzy-
elementowych.

OKkreslenie podszeregéw czasowychn—k—1=12-3+1=10
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Tabela 1.5.17

Podszeregi czasowe trzyelementowe

t Vi Podszeregi (ciagi)

1 4,5 4,5 53 7,6 1
2 53, 5,3 7,6 9,2 2
3 7,6 7,6 9,2 9,2 3
4 9,2 9,2 9,2 14,5 4
5 9,2 9,2 14,5 18 5
6 14,5 14,5 18 14,7 6
7 18 18 14,7 15,4 7
8 14,7 14,7 15,4 17,5 8
9 15,4 15,4 17,5 17 9
10 17,5 17,5 17 19,4 10
11 17

12 19,4

Z r 6 d to: Opracowanie wlasne.
Oszacowanie parametréow

Na podstawie pomocniczej tab. 1.5.17 szacujemy parametry trendow liniowych po-
szczegolnych segmentow wedlug KMNK. Na przyktad obserwacje 1-3 pierwszego
segmentu wedtug zaleznosci:

1+k—1 _
2 =9)-(=1)

) _ =1 . o _5
- 1+k—1 ’ -

Z (t-1y

Dla pozostatych dziewigciu segmentow obliczenia beda analogiczne.

Wartosci $rednie y oraz f obejmuja trzy elementy danego podszeregu. Ze wzglg-
du na znaczna pracochtonnos$¢ obliczenia poszczegodlnych parametréw ag i a; kolejnych
podszeregdw czasowych mozna zastosowaé funkcj¢ REGLINP Excela. Rezultat tego
w formie raportu podaje tab. 1.5.18.

a

Tabela 1.5.18

Obliczenia pomocnicze do okreslenia wartosci modelowych trendu petzajqcego

Segment| ag a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2,7 1,65 4,251 5,80 7,35
1,5167] 1,95 u =1| 542 7,37 ] 9,32
5,4667] 0,8 =2| 787 8,67 947
-2,2833| 2,65 u =3] 8,32 ]10,97| 13,62
-12,5 | 44 =3] 9,50 ] 13,90{ 18,30
15,033] 0,1 15,63]15,73] 15,83
26,433] -1,3 17,331 16,03[ 14,73
3,2667] 1,4 14,47]115,87(17,27
8,6333] 0,8 15,83/ 16,63 17,43
7,5167] 0,95 17,02]17,97[ 18,92

Srednia 4,25| 5,61 7,53 | 8,77 | 9,98 | 14,38 17,12| 15,44] 15,48| 16,97 17,70( 18,92

-

Olo|N|jo|old~|lw]N

-
o

Z r 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Majac réwnania trendow segmentowych, obliczono modelowe (teore-
tyczne) wartosci zmiennej Y. W kolejnosci, biorac pod uwagg ilosci okreslo-
nych warto$ci teoretycznych, dla poszczegdlnych jednostek czasu (okreséw 1—
—12) obliczono $rednie arytmetyczne tych warto$ci.

W tabeli 1.5.18 u oznacza ilo$¢ elementéw do obliczenia $redniej. War-
to$¢ teoretyczng pierwszej obserwacji pierwszego segmentu obliczono nastg-
pujaco:

$,=2,7+1,55t=2,7+1,55-1=4,25.

Przyktad

Porowna¢ dane empiryczne i teoretyczne (powyzszych srednich) poszczegdlnych
obserwacji.

inflacja [%)]
)
|

lata [t] O+ $rednia —o— yt

Z r 6 d 1 o: Opracowanie whasne, gdzie: yf — y,.
Wykres 1.5.6. Trend petzajacy

Poszczegolne wartosci $rednich trendu pelzajacego potaczono linia wy-
gladzona. Zwro¢my uwage na dobre dopasowanie danych z obserwacji i mo-
delowych.

1.5.6.3. Trend potegowy

Aby zastosowa¢ KMNK do trendéw nieliniowych, musimy dokonac
transformacji liniowej, przeksztatcajac odpowiednio funkcje¢ danego trendu do
postaci trendu liniowego. Trend potggowy okreslamy rownaniem:

A

Y =a,. (1.5.6)
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Przyktad

Dla zmiennych Y, i X, o trendzie potggowym podanych w tab. 1.5.19 sporzadzamy

w Excelu wykres.

Tabela 1.5.19

Dane umowne do trendu potegowego zmiennych ,, Y i, X"

t Vi Xy
1 0,5 3,0
2 1 16,0
3 1,5 23,0
4 4.4 25,0
5 9 29,0
6 15 31,5
7 25 34,0
8 35 35,0
9 45 37,0
10 56 38,0
11 70 39,0
12 90 40,0

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Yy
yA = 10,2502 t %30 /

\
P

S —

wartosci [Y, X]

AN

N = 5,9535 {>*%*

miesigce roku - [t]

9 10 1 12 13

o-Y,
o-X

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne, gdzie: y* — J, x" — X.

Wykres 1.5.7. Trend potggowy zmiennych Y'i X

Wedtug wykresu ¥ ma parametry: ao = 0,2502, a; = 2,3055, natomiast X

—ap=5,9535, a; = 0,8684.

Uwaga: w przypadku a; < 1 Excel rysuje trend liniowy zamiast potego-

wego.
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Po obustronnym zlogarytmowaniu funkcji trendu potggowego otrzymu-
jemy:
InY =Ina, +aInt.
Jesli podstawimy ¥'=1In ¥, a's = In ay, ' = Int, to dokonamy transformacji
liniowe;:
V'=da, +at
Przyktad

Obliczamy parametry a, oraz a; trendu potggowego zmiennej Y, korzystajac ze
wzordéw KMNK:

D/ =)' -T)

Tabela 1.5.20

Obliczenia pomocnicze do oszacowania parametrow modelu zmiennej ,,Y”’

t y X Y -y t r-1 -y -t -ty
1 0,5 3,0 -0,693 -3,148 0,000 -1,666 5,243 2,774
2 1 16,0 0,000 -2,454 0,693 -0,972 2,387 0,946
3 1,5 23,0 0,405 -2,049 1,099 -0,567 1,162 0,321
4 4,4 25,0 1,482 -0,973 1,386 -0,279 0,272 0,078
5 9 29,0 2,197 -0,257 1,609 -0,056 0,014 0,003
6 15 31,5 2,708 0,254 1,792 0,126 0,032 0,016
7 25 34,0 3,219 0,764 1,946 0,280 0,214 0,079
8 35 35,0 3,555 1,101 2,079 0,414 0,456 0,171
9 45 37,0 3,807 1,352 2,197 0,532 0,719 0,283
10 56 38,0 4,025 1,571 2,303 0,637 1,001 0,406
1" 70 39,0 4,248 1,794 2,398 0,732 1,314 0,536
12 90 40,0 4,500 2,045 2,485 0,819 1,676 0,671
Srednia 2,454 1,666 P 14,488 6,284

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu gdzie: y'™ — 7yt —71 .

4 14448
17 6,284

—2,3055; ay =2,454-2,3055-1,666 — —1,3856.

Warto$¢ ay i @, wynika z doktadnosci obliczen w Excelu (patrz wykres
1.5.7 —model ).

a, = Inag; ap = e = 2,718282'1’3856 = 0,2502 lub wyrazeniem Excela
=EXP(-1,3856).
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Przyktad
Obliczamy w analogiczny sposob parametry a, i @; zmiennej X.
Tabela 1.5.21

Obliczenia pomocnicze do oszacowania parametrow modelu zmiennej ,, X

t X X' X' -x" t t-t x -ty | -
1 3 1,009 | 2,129 | 0000 | -1,666 3,545 2,774
2 16 2773 | 0455 | 0693 | -0,972 0,442 0,946
3 23 3135 | -0092 | 1009 | -0567 0,052 0,321
4 25 3219 | -0008 | 1386 | -0,279 0,002 0,078
5 29 3367 | 0,140 1,609 | -0,056 -0,008 0,003
6 315 3450 | 0,223 1,792 | 0,126 0,028 0,016
7 34 3526 | 0,299 1,946 | 0,280 0,084 0,079
8 35 3555 | 0328 [ 2079 | 0414 0,136 0,171
9 37 3,611 0384 | 2197 | 0532 0,204 0,283
10 38 3638 | 0410 | 2303 | 0637 0,261 0,406
11 39 3664 | 0436 | 2398 [ 0732 0,320 0,536
12 40 3689 | 0462 | 2485 | 0819 0,378 0,671
Srednia | 3,227 1,666 3 5,445 6,284

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie x'~ > xt" —7 .

5,445 ,
=2 0,8664; al =3,227-0,8664-1,666 = 1,7884;
6,284

1

al=1nay ay= e®=2,718282"7% = 59535
lub wyrazeniem Excela =EXP(1,7840).

Zatem dla dwoch modeli warto$ci parametrow uzyskanych na wykresie,
jak tez obliczonych analitycznie, sa identyczne.

1.5.6.4. Trend wyktadniczy

Trend wyktadniczy okreslony jest rtownaniem:

Y =a,a,. (1.5.7)

W tabeli 1.5.22 podano szeregi czasowe zmiennych Y i X o przewidywa-
nym trendzie wykladniczym.

Przyktad

Sporzadzamy w Excelu wykres zmiennych oraz uzyskujemy model X oraz Y.
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90
85
80
75
70
65

60

55
50
45
40
35

warto$¢ zmiennej

30 ~

25
20
15

10 +

Tabela 1.5.22

Dane modelowe do trendow

wyktadniczych zmiennych ,Y” i, X"

t y X

1 0,8 90,0
2 1,7 60,0
3 2 30,0
4 2,5 15,0
5 20 9,0
6 4,5 6,0
7 7 3,0
8 10 2,0
9 20 2,0
10 40 1,5
11 70 1,0
12 80 0,5

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne

w Excelu.

\ XA= 1 09’999 -0,4553t / /

\ /-

miesigce [t]

716 dto: Opracowanie whasne w Excelu, gdzie: x" — %; 3" — J.

Wykres 1.5.8. Trend wyktadniczy zmiennych Yi X
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Wedhlug wykresu trend zmiennej X ma parametry ao = 109,99, a; = ¢**>= 0,634 <
1, a zmiennej Y ao = 0,6555, a; = "**%'= 1,489 >1.

Po przeksztatceniu zapis funkcji na wykresie w postaci trendu wyktadni-
czego dla zmiennych X oraz Y ma posta¢ modeli:
X =109,99-0,634"; Y =0,6555-1,489".

Aby zastosowa¢ KMNK, sprowadzamy manualnie trend wykladniczy
modelu zmiennej ¥ do postaci liniowej przez obustronne logarytmowanie.

InY =lna,+¢-Ina,.

Jezeliln Y=Y",In a, = a;, Ina,= ',
to otrzymamy funkcje liniowa Y'= a, + a!t.

Parametry a; oraz a; obliczamy jak w trendzie liniowym, uzywajac ele-
mentoéw oznaczonych prim ().

S -F)-(-7)

a, = ; a,=y —a,-t.

Zn:(t—t_)2

Przyktad

Oszacujmy parametry trendu wykladniczego zmiennej Y, wykorzystujac powyzsze
sprowadzenie tego trendu do postaci trendu liniowego i stosujac wzory KMNK.

Tabela 1.5.23

Obliczenia pomocnicze do oszacowania parametrow modelu zmiennej ,,Y”

t y Y v'-y (t-t) | -t | -y nt-t)
1 0,8 -0,223 -2,388 -5,5 30,25 13,135
2 1,7 0,531 -1,634 -4,5 20,25 7,355
3 2 0,693 -1,472 -3,5 12,25 5,152
4 2,5 0,916 -1,249 -2,5 6,25 3,122
5 20 2,996 0,831 -1,5 2,25 -1,246
6 4,5 1,504 -0,661 -0,5 0,25 0,330
7 7 1,946 -0,219 0,5 0,25 -0,110
8 10 2,303 0,138 1,5 2,25 0,206
9 20 2,996 0,831 2,5 6,25 2,077
10 40 3,689 1,624 3,5 12,25 5,333
11 70 4,248 2,083 4,5 20,25 9,376
12 80 4,382 2,217 5,5 30,25 12,193
6,5 Srednia 2,1653 > 143 56,924

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie y ' —> 7.
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, 56,924

1 143 =0,398]1, a(’) :27165_0339816,5:—0’42265

a

a, =™ =2, 718282 — 0, 6555.

0

Otrzymany analitycznie wynik a(; dla zmiennej Y jest zgodny z wykresem 1.5.8.

1.5.6.5. Trend logarytmiczny
Aby sprowadzi¢ trend logarytmiczny wyrazony rownaniem:

Y =a,+a,Int (1.5.8)
do postaci trendu liniowego, zastosujemy podstawienie:

t'=Int.

Przyktad

Dla danych umownych zmiennej Y (liczba ludnos$ci) w kolejnych latach, o trendzie
logarytmicznym, sporzadzamy wykres oraz okreslamy parametry rdwnania trendu loga-

rytmicznego. Wczesniej dokonamy transformacji liniowej w celu zastosowania KMNK.

Tabela 1.5.24

Obliczenia pomocnicze do oszacowania parametrow modelu zmiennej ,, Y

t y t -y -ty | -ty -y xt-t7')
1 5 0,0 -23,1 -1,7 2,8 38,5
2 15 0,7 -13,1 -1,0 0,9 12,7
3 22 1,1 -6,1 -0,6 0,3 3,5
4 26 1,4 -2,1 -0,3 0,1 0,6
5 30 1,6 1,9 -0,1 0,0 -0,1
6 29 1,8 0,9 0,1 0,0 0,1
7 32 1,9 3,9 0,3 0,1 1,1
8 34 2,1 5,9 0,4 0,2 2,4
9 35 2,2 6,9 0,5 0,3 3,7
10 36 2,3 7,9 0,6 0,4 5,0
11 36,5 2,4 8,4 0,7 0,5 6,2
12 36,7 2,5 8,6 0,8 0,7 7,0
Srednia 28,1 17 b3 6,3 80,7

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie ¢ '—> 7 .
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40

35
= 30 O
>
=2
§ / yh =12,842 In(t) + 6,711
3 20
®©
o)
8 15
10/
5C T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

lata []
Z 16 dto: Opracowanie whasne w Excelu, gdzie y~ —> J.
Wykres 1.5.9. Trend logarytmiczny zmiennej ¥

Wedlug wykresu ay = 6,711, a; = 12,842 obliczmy parametry a, oraz a, na podsta-
wie wzoréw KMNK:

2(y=7)(r=T) ~
a == , a,=y—a, -t

iw—mz

80,7
= =12,810, a, =28,1-12,810-1,7 = 6,323.

Wystepuje wige przyblizenie wynikdw wartosci parametrow otrzymanych anali-
tycznie i komputerowo w formie modelu trendu logarytmicznego podanego na wykresie
1.5.9.

1.5.6.6. Trend hiperboliczny

Trend ten ma dwie postacie:

?=%+%, (1.5.9)
Aoyt
y=dt

a (1.5.10)
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Przyktad

Dla podanych szeregéw czasowych zmiennych Y oraz X wykonamy wykresy punk-
towe w Excelu.

Tabela 1.525

Dane umowne
do trendu hiperbolicznego

t y X
1 20,0 1,1
2 15,0 1,5
3 12,0 1,7
4 10,0 2,2
5 6,5 3,2
6 4,6 4,6
7 3,0 6,4
8 2,0 9,8
9 1,5 13,1
10 1,4 19,7
11 1,2 25,0
12 1,0 27,0

Z 16 dto: Opracowanie wiasne

w Excelu.

o6 A

—

21

11 >~ < (/
I 7
) _‘——u’(#) %& e,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12

wartosci zmiennych
/
w4

lata [t] —_— =y = X
Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Wykres 1.5.10. Trend hiperboliczny zmiennych Yi X
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Program Excel nie rysuje oraz nie podaje funkcji trendu hiperbolicznego.
Przyjmijmy podstawienie do pierwszej postaci funkcji trendu ¢ = 1/¢; jest to
nastgpujaca postac liniowa:

A

Y=a,+at"

Obliczamy parametry wedlug KMNK, postugujac si¢ wzorami:

’_
a =

ﬁ(y—y)-(z'—r")
i(t/_T;)Z

~

s a

Przyktad

Obliczamy parametry a, oraz a; dla funkcji trendu hiperbolicznego pierwszej po-
staci.

Tabela 1.5.26

Obliczenia pomocnicze do trendu hiperbolicznego zmiennej ,,Y”

t y t y-y t-t -y)-t) | @-ty
1 20 1 13,48 0,741 9,997 0,550
2 15 0,5 8,48 0,241 2,048 0,058
3 12 0,333 5,48 0,075 0,410 0,006
4 10 0,25 3,48 -0,009 -0,030 0,000
5 6,5 0,2 -0,02 -0,059 0,001 0,003
6 4.6 0,167 -1,92 -0,092 0,176 0,008
7 3 0,143 -3,52 -0,116 0,407 0,013
8 2 0,125 -4,52 -0,134 0,603 0,018
9 1,5 0,111 -5,02 -0,147 0,740 0,022
10 1,4 0,1 -5,12 -0,159 0,812 0,025
11 1,2 0,091 -5,32 -0,168 0,892 0,028
12 1 0,083 -5,562 -0,175268 0,967 0,031
Srednia 6,52 0,259 > 17,022 0,762

Z 16 dto: Opracowanie whasne w Excelu, gdzie: ¢ '—> 7 '.

17,022

= =22,338, a,=6,52-22,324-0,259=0,734,
0,762

a

Y =0,734+22,338/¢, a >0.
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Przyktad
Wykonujemy transformacjg¢ drugiej postaci funkcji trendu hiperbolicznego:

?: ao-t
t+a,

Nastgpnie wymagane jest odwrocenie tej funkcji i zastosowanie odpowiedniego
podstawienia w celu przeprowadzenia transformacji liniowej:

1 A

! -
s tat, Y'=ay+ajt.
0

1 1
Y a,-t a

)

Parametry tej funkcji mozemy obliczy¢ z kolejnych wzordw, a nastgpnie okresli¢ aq
oraz a;, wracajac do podstawien:

S =) T

a = - , a, =y —a -t
Z(tr_7,)2
=1

1

1.5.6.7. Trend logistyczny
Trend logistyczny ma postac:
5 a
Yy=—-2—
Ita ¢ (1.5.11)

przy czym:

a,>0, a >1

Przyktad

Dla zmiennej Y kosztow eksploatacji budynku (dane umowne) o trendzie logistycz-
nym sporzadzamy wykres w Excelu.
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Tabela 1.527

Obliczenia pomocnicze do modelu trendu logistycznego zmiennej ,, Y’

Lp. A B [ D E F G H

of ¢ y y'=1y t=e* y-y | r-t -y -t -ty
10] 1 2.2 0,455 0,36788 0324 | 0319 0,103 0,102
1] 2 35 0,286 0,13534 0155 | 0,087 0,013 0,008
12] 3 6,8 0,147 0,04979 0016 | 0,001 0,000 0,000
13] 4 10 0,1 001832 | -0,031 | -0,030 0,001 0,001
14| 5 11,9 0,084 000674 | -0,047 | -0,042 0,002 0,002
15| 6 13,1 0,076 000248 | -0,054 | -0,046 0,002 0,002
16| 7 13,9 0,072 0,00091 -0,059 | -0,048 0,003 0,002
17| 8 14,1 0,071 000034 | -0,056 | -0,048 0,003 0,002
18] o9 14,2 0,070 000012 | -0,061 | -0,048 0,003 0,002
19 10 | 1435 0,070 0,00005 | -0,061 | -0,048 0,003 0,002
20] 11 14,39 0,069 000002 | -0,061 | -0,048 0,003 0,002
21| 12 15 0,067 0,00001 -0,064 | -0,048 0,003 0,002
22 Srednia | 0,131 0,04850 x 0,140 0,128

Z 1 6 d to: Opracowanie whasne w Excelu z zaznaczeniem kolumn i wierszy arkusza
kalkulacyjnego; dane umowne, gdzie: y '—> 7yt '—> ¢ .

14 A
12

N
8

koszty eksploataciji
»

0 T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

lata eksploatacji budynku [¢] -y ==
Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu, gdzie: y" —> 3.

Wykres 1.5.11. Wartosci empiryczne y
i modelowe y trendu logistycznego

Program Excel nie rysuje linii trendu logistycznego i dlatego do poréwna-
nia wprowadzono na wykresie wyréwnane wartosci funkcji modelowe;.
W transformacji liniowej funkcji logistycznej odwracamy te funkcje i dokonu-
jemy podstawien:
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_l+a, e 5

1
a, Y 4 a,

| —

A

Y'=d,+a .

Obliczamy parametry, korzystajac z wynikdw posrednich podanych w ta-
beli 1.5.27.

D=3 =T
t=1

Z(tl _t_y)Z

t=1
,_ 0,140

@ =oag = 0937571094, 4} =0,131-1,09375-0,0485=0,07795 ~ 0,078,

A

Y '=0,078+1,094-¢".

'_
a =

, —
> a():y_al't,

Obliczamy parametry ag oraz a; trendu logistycznego:

1 1
ay=—=———=1282, a,=d]-a,=1094-12,82 = 14,025,
a, 0,078
V= 12,82 .
1+14,025-¢”
Przyktad

Poréwnamy dane rzeczywiste z obserwacji zmiennej Y oraz obliczone na podstawie
powyzszego modelu reszty e (okreslane przez niektorych autorow tez jako u).

Tabela 1.5.28

Reszty obserwacji modelu logistycznego
zmiennej ,,Y”

t y yr e

1 2,2 2,088 0,112
2 3,5 4,439 -0,939
3 6,8 7,577 -0,777
4 10 10,240 -0,240
5 11,9 11,761 0,139
6 13,1 12,440 0,660
7 13,9 12,711 1,189
8 14,1 12,813 1,287
9 14,2 12,851 1,349
10 14,35 12,865 1,485
11 14,39 12,870 1,520
12 15 12,872 2,128

Z 16 dto: Opracowanie wiasne w Excelu,
gdzie: y" — ).
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Tabela 1.5.28 jest pomocnicza do wykonania wykresu 1.5.11.

Analogicznie do modeli trendow mozemy budowac¢ modele regresji z jed-
na zmienna objasniang Y, przy czym zastepujemy wtedy czas ¢ zmienng obja-
$niajaca X.

1.5.6.8. Pytania

1. Wymien oraz objasnij wzory trendow: liniowego, potegowego, wy-
kladniczego, logarytmicznego, hiperbolicznego, logistycznego.

2. Omow klasyczna metodg najmniejszych kwadratéw (KMNK) do obli-
czenia parametrOw ap oraz a,.

3. Podaj procedurg budowy trendu petzajacego.

4. Wykonaj transformacje liniowa trendow potggowego oraz wyktadni-
czego.

5. Podaj podstawienia do transformacji liniowej trendéw logarytmicznego,
hiperbolicznego, logistycznego.

1.5.6.9. Zadania

1. Oblicz analitycznie parametry ao oraz a; funkcji trendu liniowego
zmiennej Y (powierzchnia zasiewdéw zboza w tys. ha), stosujac KMNK na
podstawie danych w tabeli 1.5.29.

Tabela 1.5.29

Szereg czasowy zmiennej ,, Y

Rok Zasiewy [tys. ha]
1998 8 844
1999 8 701
2000 8814
2001 8820
2002 8294
2003 8 163
2004 8 377
2005 8 329

Z 1 6 dto: Opracowanie whasne na
podstawie ,,Rocznikdéw Statystycz-
nych” z lat 2000-2006.

Jako podpowiedz podano wykres uzyskany z Excela.

134



8900

8800 J&

o) N

A

Ly

=-91,714 t + 8955,5

8600

8500

4

8400

powierzchnia [tys. ha]

8300

Y

8200

AN

/

-—
N

8100
1 2

3

4 5

lata [t]

M

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne, gdzie: 3" —> .

Wykres 1.5.12. Trend liniowy zmiennej Y ,,Zasiewy”

7

2. Majac dane zadania pierwszego, oblicz parametry trendu potggowego.

Podpowiedzia jest linia trendu potggowanego podana na wykresie 1.5.13.

-~ N )
8800
\ R

T ‘\\\T ¥"= 8952,2x00357
. 8600 '
2 8400
£ N
N 1\\\\
[
£ 8200 <&
o
Q

8000

1 2 3 4 5 6 7
lata [¢]

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: " —> 3.

Wykres 1.5.13. Wykres trendu potggowego zmiennej Y ,,Zasiewy”

3. Przyjmujac, ze zuzycie energii elektrycznej podane w gigawatogodzi-
nach (GWh) w gospodarstwach domowych (bez gospodarstw indywidual-
nych) ma rozktad wyktadniczy, okresl parametry a, oraz a; tego trendu, korzy-

stajac z danych tab. 1.5.30.
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Tabela 1.5.30

Dane do trendu wykladniczego zmiennej ,,Y”

Rok Energia [GWh]
1998 20 288
1999 20 800
2000 21037
2001 21375
2002 21659
2003 22 052
2004 22 804
2005 26 565

Z 1 6 d 1t o: Opracowanie whasne
na podstawie ,,Rocznikoéw Staty-
stycznych” z lat 2000-2006.

4. Korzystajac z funkcji Excela w tworzeniu wykresow, a nastgpnie dobo-
ru odpowiedniego trendu, wybierz taki, ktérego wspotczynnik determinacji
jest najmniejszy dla danych statystycznych podanych w tab. 1.5.31.

Tabela 1.5.31

Dane do okreslenia modelu
trendu zmiennej Y
[tys. szt. ciqgnikow]

Rok Ciagniki
1998 1 310,50
1999 1 305,50
2000 1 306,70
2001 1 308,50
2002 1 364,60
2003 1371,30
2004 1 364,40
2005 1437,20

Z r 6 d t o: Opracowanie
wlasne na podstawie ,,Ro-
cznikow Statystycznych”
z lat 2000-2006.

Sprawdzi¢ shuszno$¢ podpowiedzi: sposrod trendéw liniowego, logaryt-
micznego, potegowego, wyktadniczego najwigkszy wspotczynnik determina-
cji R* = 0,792 ma trend wykfadniczy.

136



1.6. Wybo6r kombinacji zmiennych
objasniajacych

1.6.1. Uwagi wstepne

Na poczatkowym etapie budowy liniowego modelu ekonometrycznego
spotykamy si¢ z wieloma przyczynami warunkujacymi badane zjawisko. Ro-
dzi si¢ pytanie, jakimi zmiennymi ilosciowymi je opisac oraz ktore z nich mo-
zemy uznac jako potencjalne zmienne objasniajace. Kryterium wstepnym kla-
syfikacji jest wspoOlczynnik zmiennosci lub rozstgpu. Po tej selekeji otrzymu-
jemy zestaw zmiennych, ktore moga tworzy¢ wiele wzajemnych kombinacji.
W kolejnym kroku poszukujemy metody, ktora wskazataby nam kombinacjg
zmiennych istotnych statystycznie, dajaca dobre dopasowanie modelu do da-
nych rzeczywistych. Aby ulatwi¢ to zadanie, w niniejszym rozdziale zaprezen-
towano co§ w rodzaju mikromonografii metod doboru zmiennych objasniaja-
cych. Przeglad obejmuje opublikowane metody w pozycjach ksiazkowych.
Oprocz najstarszych metod regresji krokowej dominuja propozycje bazujace
na analizie korelacji lub badaniu pojemno$ci nosnikoéw informacji, jakimi sa
poszczegbdlne kombinacje z zestawu potencjalnych zmiennych objasniajacych.
Rozpoczniemy od liniowego modelu ekonometrycznego, ktory okreslamy
jako:

Y=1(X.,X,,...X,)+u; Y=aX +a,X,+..+a X, +u,

gdzie:

Y — zmienna objasniana (endogeniczna),

X1, X, ..., X, — zmienne objasniajace (egzogeniczne),

ay, 0y, ..., 0, —0Szacowane na podstawie szeregow obserwacji parametry strukturalne mo-
delu,

u oznaczamy takze e — skladnik losowy uwzgledniajacy rdznice, jakie wystapia migdzy
warto$ciami z obserwacji a teoretycznymi wyznaczonymi przez model.

Procedura formutowania modelu ekonometrycznego sprowadza si¢ za-
sadniczo do:

— okreslenia zmiennych objasnianych i objasniajacych,

— wyboru postaci analitycznej modelu i wskazania zrodel danych staty-
stycznych,
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— estymacji, czyli oszacowania parametréw na podstawie danych staty-
stycznych, korzystajac z okreslonej metody,

— weryfikacji modelu.

Zmienne objasniajace (egzogeniczne):

— musza mie¢ wysoka zmienno$¢, bo w przeciwnym wypadku sa to
zmienne quasi-stale,

— musza by¢ silnie skorelowane ze zmienna objasniana,

—nie moga by¢ skorelowane ze soba.

1.6.2. Metoda wskaznikéw wektora zmiennych objasniajacych

Metody doboru zmiennych do modelu ekonometrycznego przedstawiaja
przede wszystkim relacje migdzy zmiennymi w przeszto$ci. W modelu do
celéw prognostycznych na zmienna objasniang maja wptyw w przysztosci
takze inne zmienne objasniajace, np. majace inng site lub kierunek oddziaty-
wania. M. Cieslak™ proponuje do oceny znaczenia zbioru zmiennych stoso-
wanie:

— metody wskaznikéw wektora zmiennych objasniajacych,

—wyboru zmiennych na podstawie btedu prognoz ex ante.

W pierwszym sposobie wektor y przedstawia zbior zaobserwowanych
w probce wartosci zmiennej objasnianej (prognozowanej), a macierz X zbior
zmiennych objasniajacych Xi, X, ..., Xip.

32! X X Xin

Vs Xor X X,
y = X = "

yn xml xm2 xmn

W tej metodzie s pierwszych obserwacji jest mniejsze od n. Obliczamy
wspotezynniki korelacji R, migdzy zmienna y a kazdymi ze zmiennych X;,
Xo, ..., X,, oraz miedzy potencjalnymi zmiennymi objasniajacymi R' dla s
pierwszych obserwacji. Bazujac na wspolczynnikach korelacji, obliczamy
indywidualne pojemnosci nosnikow informacji 4, dla poszczegdlnych
zmiennych X, biorac pod uwage L kombinacji, ktorych jest 2" — 1, przy czym
ij—1 .., m,np.dla trzech zmiennych 2° — 1 = 7. Metoda ta wykazuje analogic
do metody a priori Hellwiga (doboru zmiennych objasniajacych do modelu
ekonometrycznego).

M. Cie$lak, Prognozowanie gospodarcze..., op.cit.
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gdzie:
1y — wspotczynniki korelacji migdzy zmiennymi dla s pierwszych obserwacji
Nastepnie obliczamy pojemnosci integralne dla kombinacji:

Hy =Y h, (1.6.2)
i=1

Podejsciem odmiennym w stosunku do znanej metody Hellwiga jest
wprowadzenie ,,ruchomej proby”, czyli w kolejnym etapie dodanie nastgpne;j
obserwacji (s + 1), a zrezygnowanie z pierwszej. Dla ,,nowej” drugiej proby
obliczamy R; oraz macierz R*i w kolejnosci H 7 dla wszystkich kombinacji.

Postepujac tak dalej, otrzymujemy (n — s + 1) pojemnosci integralnych dla
2" — 1 kombinacji, ktore mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy:

1 1 1
H  H, .. H,
2 2 2
H, H: .. H
H — 2" -1
n—s+l1 n—s+1 n—s+1
H H! w HLY

W tej macierzy poszczegodlne kolumny stanowia szeregi czasowe kom-
binacji zmiennych objasniajacych. Wprowadzamy kryterium wyboru
GL= H] Wy, przy czym:

W, =1+(n-s+1)p,, H =a,+p¢t t=1.,n—s+l.
gdzie:

SL — wspdtezynnik trendu pojemnosci integralnych poszczegdlnych kombinacji zmien-
nych X,

0 . s . . . , . .s

H, —pojemnos¢ integralna L-tej kombinacji okreslona na podstawie 7 obserwacji.

Przyjmuje sig jako optymalna kombinacje spelniajaca warunek: G = max G,
L

1.6.3. Bazowanie na mierze btedéw ex ante

Kolejnym sposobem proponowanym w publikacji M. Cieslak™® jest wy-
boér zmiennych objasniajacych bazujacy na bledzie ex ante, ktory dla modelu

4 Ibidem.
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trendu liniowego obliczany jest wedlug wzoru (1.6.3). Dla modeli nielinio-
wych wykonujemy wpierw transformacj¢ na model liniowy.

0,5
2
| @D 1

== +1] .S, (1.6.3)
> =iy "
t=1

e

gdzie:

T — okres prognozowany,

{ —érednia warto$¢ zmiennej czasowej o 1 obserwacjach,

S, — odchylenie standardowe reszt obliczane wedtug wzoru (1.6.4):

0,5
S, =[%Z(yt —W} : (1.6.4)
t=l1

gdzie:

)7 — warto$¢ teoretyczna (prognozowana) na podstawie okreslonego modelu kombinacji
zmiennych objasniajacych.

Stosujac miarg v, postgpowanie w zakresie doboru zmiennych objasnia-
jacych jest nastepujace:

— okreslenie bledu ex ante V? dla modelu obejmujacego wszystkie
zmienne,

— wyznaczenie blgdow prognoz ex ante dla poszczegdlnych L kombinacji
zmiennych,

— wybor kombinacji L zmiennych, dla ktorej spelniany jest warunek:

vy —v? =min[v) —v'],

L=1,..,2"-1.

Jak widzimy, jest to metoda uciazliwa i wymaga parametréw modeli oraz
wartosci zmiennych dla okresu prognozy T.

Wobec pracochtonnosci metody ex antfe przyjmujemy, ze prognoza we-
dhug danej kombinacji zmiennych X jest dopuszczalna dla ¢ > n, jesli alterna-
tywnie spelnione sa warunki:

* *
Ve S 77 N <1y

Wartosci z gwiazdka zostaja okreslone przez odbiorce prognozy. O wybo-
rze kombinacji moze zdecydowa¢ minimalna warto$¢ Sredniego bezwzgled-
nego bledu prognozy ex ante, czyli v;, lub $redni procentowy wzgledny btad
prognozy ex ante okreslony jako:
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Vv
17, =—L-100 (1.6.5)
Yr
gdzie:
yr—warto$¢ zmiennej objasnianej ustalona po zakonczeniu okresu prognozowania 7.

1.6.4. Analiza korelaciji

Z tematyka doboru zmiennych objasniajacych do modelu ekonometrycz-
nego sposrod potencjalnych zmiennych Xi, X, Xj, ..., X, spotykamy sig row-
niez w publikacji K. Jajugi*®. Pierwszym krokiem jest zbadanie wystarczaja-
cego zroznicowania danej zmiennej X;. Miarg zmiennosci jest wspotczynnik
zmiennosci V, =S, /X, czyli stosunek odchylenia standardowego danej
zmiennej do $redniego poziomu wartosci tej zmiennej. Wymagany jest jednak
warunek, aby V; > V*, przy czym krytyczna warto$¢ V* zwykle przyjmowana
jestjako 0,1.

W opracowaniu pod redakcja K. Jajugi proponuje si¢ dwa sposoby wybo-
ru zmiennych objasniajacych do modelu ekonometrycznego: analiz¢ korelacji
oraz metodg pojemnosci no$nikéw informacji.

Pierwsza stanowi analogi¢ do metody wczesniej opisanej, proponowane;j
do celéw prognostycznych przez M. Cieslak. Wystepuje tu macierz korelacji
R migdzy zmiennymi objasniajacymi JX; oraz X; (okreslona na bazie wszyst-
kich n obserwacji proby) oraz wektor korelacji Ry.

B detR*
detR

1 R
R* = 0
%]
Budowana jest macierz rozszerzona R* oraz okreslony jest wedlug wzoru

(1.6.6) wspotezynnik korelacji wielokrotnej R, bazujacy na wyznacznikach det
R*oraz det R.

R=,/1

(1.6.6)

H 17 B

rZ r2] 1 r2m
R, = R=

rn rml 7/;112 1

% K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit, rozdz. 4.2.
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Wspolczynnik R ksztaltuje si¢ w przedziale [0;1]. Gdy R = 0, to nie ma
zaleznosci liniowej, a gdy R = 1, to istnieje funkcyjna zalezno$¢ liniowa mig-
dzy zmienna objasniana a okreslona kombinacja zmiennych objasniajacych.
Warto$¢ R stanowi podstawe doboru zmiennych w liniowym modelu ekono-
metrycznym. Sposrod kombinacji zmiennych objasniajacych do modelu
przyymuje si¢ tg, dla ktorej wspolczynnik korelacji wielorakiej ma warto§¢
najwiegksza.

1.6.5. Metoda pojemnosci nosnikéw informacji

Kolejny sposob na wybor potencjalnych zmiennych zaprezentowany
w wymienionej publikacji pod redakcja K. Jajugi*’ to metoda pojemnosci
nosnikow informacji, o ktérej wspomniano wczesniej (patrz podrozdz. 1.6.2)
przy omawianiu propozycji zawartych w publikacji M. Cieslak. Zmienne po-
winny by¢ mozliwie silnie skorelowane ze zmienna objasniana, natomiast
stabo skorelowane ze soba. Przyjmuje sig, Ze no$nikiem informacji sa wszystkie
z m potencjalnych zmiennych objasniajacych, dla ktorych istnieje (k = 2" — 1)
kombinacji tych zmiennych o liczbie m.

Dla calej proby n obserwacji obliczamy indywidualne pojemnosci no$ni-
kow informacji.

W kolejnym wzorze: j to numer zmiennej w rozpatrywanej kombinacji
(=1, 2, ..., my); r; — warto$¢ z wektora korelacji Ro; r; — warto$¢ z macierzy
korelacji R. W kolejnosci oblicza si¢ réwniez pojemnosci integralne kombina-
cji no$nikow informacjidlak=1,2, ..., 2" — 1.

hi,- = rj2 >

my
my, H — h .
In; 1 | ’ JZ:; v

I=1
Hj stanowi kryterium wyboru odpowiedniej kombinacji zmiennych obja-

$niajacych, przy czym wybieramy zestaw zmiennych, dla ktorych Hj jest mak-
symalne.

1.6.6. Metoda grafowa i inne

Szersze zajecie si¢ tematem wyboru zmiennych do modelu ekonome-
trycznego spotykamy w pracy pod redakcja J. Dziechciarza®®. Oprocz kla-
sycznego wspotczynnika zmiennosci Vj, o ktorym byla mowa weze$niej, autor

7 Ibidem.
*8 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody, przyklady..., op.cit., rozdz. 2.
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proponuje uzna¢ dana zmienng jako potencjalna zmienng objasniajaca, i1 zaba-
zowac¢ na wspotczynniku W; opartym na rozstgpie.

max xij - Il’lill’l X!j

w,=2.— —. (1.6.7)
maxxl./. +m1nxi].
i - i
cov, D (% =%)(x; X))
rj] — J — i=1
S.S

n n :
Jol =2 —\2
/ \/Z(xi/’_xj) Z(xi,—x,)
i=1 i=1

Jednak uwaza to za dzialanie wst¢pne, wymagajace dalszej analizy kore-
lacji zmiennych. Poshuguje si¢ w tym wzgledzie wymienionym wspotczynni-
kiem korelacji liniowej 7; Pearsona do utworzenia macierzy korelacji R skta-
dajacej si¢ z wspotczynnikow 7.

15 h B
£y 1 ry By
R=
T Th T T
_le rm2 rml 1 i

Potrzeba nam jeszcze okresli¢ skorelowanie par dwoch zmiennych — okre-
slonej objasniajacej X; oraz objasnianej Y. Mozemy arbitralnie obra¢ krytyczna
warto$¢ wspoOlczynnika korelacji lub uzalezni€ ja od liczno$ci proby obserwa-
cji. W tym drugim przypadku postugujemy si¢ hipoteza Ho: r, = 0, czyli za-
ktadamy, ze zmienne X; oraz Y nie sa istotnie skorelowane i obliczamy staty-
styke:

ny

‘= n-2. (1.6.8)

-7,

Obliczona warto$¢ statystyki ¢ porownujemy z ¢, odczytanym z rozktadu
t-Studenta. Na przyktad dla poziomu istotnosci a = 0,05 1 ilo$ci stopni swobo-
dy iss=n—2=28-2=26 ty9s= 2,0555. Gdy t > ¢,, to hipotezg zerowa odrzu-
camy. Zdaniem wymienionego autora, gdy proba n > 120, nalezy zastosowac
rozklad normalny. Statystyke ¢ stosujemy takze dla par zmiennych objasniaja-
cych X; oraz X;. W ten sposob mozemy wyeliminowag nieistotnie statystycznie
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skorelowane najpierw zmienne X; ze zmiennga objasniang Y, a nastgpnie zbgd-
ne pary zmiennych objasniajacych. Pozwoli to na wstgpne sformutowanie
liniowego modelu ekonometrycznego.

Alternatywnym podej$ciem jest oparcie si¢ na wspolczynniku korelacji
wielorakiej, ktory poznalismy (podrozdz. 1.6.4) przy propozycjach K. Jajugi.
W tym wzgledzie okreslamy dla zmiennych macierz korelacji R, wektor kore-
lacji Ry. Nastgpnie budujemy macierz rozszerzona R* oraz obliczamy wspot-
czynnik korelacji wielorakiej, bazujac na wyznacznikach det R* oraz det R.

"
%k
R, = h R= l_detR .
. V detR

Warto$¢ tego wspodtczynnika stanowi podstawe doboru jednakowo licz-
nych kombinacji zmiennych objasniajacych. Gdy mamy dwa zestawy poten-
cjalnych zmiennych objasniajacych, to przyjmujemy ten, ktorego wspdtczyn-
nik korelacji wielorakiej jest wigkszy. Przykladowo: dla pigciu zmiennych JX;
otrzymujemy 10 kombinacji dwuelementowych oraz 10 kombinacji trzyele-
mentowych. Dla poszczegélnych kombinacji dwuelementowych obliczamy
macierz R, wektor Ry, macierz rozszerzona R*, wyznaczniki macierzy R*
oraz R. Nastgpnie okreslamy wspdtczynniki korelacji wielorakiej R migdzy Y
a poszczegolnymi kombinacjami dwuelementowymi np. dla {X;, X>}. Przy-
gladamy si¢ wynikom i wybieramy dwuelementowa kombinacj¢ zmiennych
do modelu ekonometrycznego, ktorej wspdtczynnik R jest najwigkszy. Pozo-
staje nam jednak postapi¢ podobnie z kombinacjami trdjelementowymi 1 do-
piero, opierajac si¢ na wynikach opracowan, zdecydowac o sktadzie zmien-
nych w modelu.

Nieco inng propozycj¢ doboru zmiennych objasniajacych do modelu eko-
nometrycznego znajdujemy w pracy J. Dziechciarza®’. Polega ona na okresle-
niu krytycznej warto$ci wspolczynnika korelacji wedtug wzoru:

2

rf= = 1.6.9
ta2+n—2 ( )

gdzie:
t, — statystyka wyznaczona na podstawie rozktadu ~-Studenta.

* Ibidem, rozdz. 2.3.
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Przyktadowo dla a = 0,05 1 iss = n — 2 =28 -2 = 26, t, = 2,0555. Poste-
powanie w wyborze zmiennych objasniajacych jest nastepujace:

a) sprawdzamy |r;| < 7* i eliminujemy zmienne X; nieistotnie skorelowane
zY,

b) z pozostatych zmiennych wybieramy X;, wedtug kryterium:

3

| = masx]r,

c¢) badamy relacje powyzszej zmiennej z pozostatymi zmiennymi i elimi-
nujemy te, w ktorych || > r*, gdyz sa one zbyt silnie skorelowane ze zmien-
na X,

Takie postgpowanie prowadzimy do momentu wyczerpania si¢ potencjal-
nych zmiennych objasniajacych. Model ekonometryczny tworzy wigc zmien-
na X oraz niewyeliminowane zmienne na etapie c).

W pracy J. Dziechciarza™ spotykamy réwniez oméwienie doboru zmien-
nych objasniajacych do modelu metoda wskaznikow pojemnosci informacji.
Oprocz nieco innych oznaczen do obliczenia takich wielkosci jak indywidual-
na oraz integralna pojemnos$¢ no$nikow informacji, zaprezentowana procedura
jest identyczna z juz wezesniej oméwiona.

Na uwagg zastuguje jednak metoda grafowa doboru zmiennych objasnia-
jacych. Rozpoczynamy od okreslenia wektora Ry oraz macierzy R. Nastgpnie
wyznaczamy r*, korzystajac z wzoru (1.6.9) lub reguty minimaksowej j #i:

r*=minmax|r__l|.
i J y

Jezeli w metodzie grafowej |r;] < 7, to w miejscu elementéw macierzy R
spetniajacych ten warunek wpisujemy zera, tworzac w ten sposob macierz R’.
Na kolejnym etapie rysujemy graf, ktdrego wierzchotkami sa zmienne a wia-
zadlami niezerowe wspolczynniki korelacji. Do modelu wchodza zmienne
odosobnione (niezwigzane z innymi elementami grafu) oraz te zmienne, ktore
maja najwigeej wzajemnych wiazadel. Jesli ilo§¢ wiazadel jest taka sama, to
wybieramy zmienna o najwigkszym r;. T¢ metodg zaprezentujemy na przykta-
dzie®! pigciu zmiennych objasniajacych: Xj, Xo, X3, X4, X5 zbioru n = 30 ob-
serwacji skorelowanych wzajemnie oraz skorelowanych ze zmienna objasnia-
jaca Y.

Niech macierz symetryczna R 1 wektor Ry o i wierszach 1 j kolumnach

beda nastgpujace:

% Ibidem.
3! Ibidem (analogia do przyktadu 2.5).
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1 08 0,3 06 0,1] 10,6 ]
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przy o= 0,05, iss =n—2=30-2 =28, t, = 2,0484, to wartos¢ r* obliczamy

ze wzoru 1.6.9:

w sytuacji macierzy niesymetrycznej, gdy j# i, korzystamy z reguty minimak-

sowej:

2,04842

r¥=
2,0484> +30-2

r*=min max‘rl.j‘ =0,5.

! J

=0,

36,

Dla r*= 0,36 i |rj] < * macierz R przybiera posta¢:

1
0,8
0
0,6
0

0,8
1
0,4
0,9
0,6

0

0,6

0,4 0,9

1
0

0
1

0,5 0,7

0
0,6
0,5
0,7

1

Macierz R’ zmiennych X—Xs5 o wspolczynnikach korelacji zerowych dla
|| < 0,36 umozliwia zbudowanie grafu powigzan migdzy zmiennymi.
X X5

—
O

Xs

O

X3

Xy

Zmienna X, ma cztery wiazadla, a zmienne X; 1 X5 po trzy wiazadla, przy
czym najsilniej skorelowana wedlug Ry ze zmienna objasniana jest Xy (7, = 0,9).
Zatem model jest nastepujacy:

A

Y=a,+aX,+a,X,.
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Teraz przyktadowo zbudujmy graf, opierajac si¢ na r* = 0,5 uzyskane z re-
guly minimaksowej. Kryterium |r;| < 0,5 przyjeto jako zero.

1 08 0 06 O
0,8 I 0 09 0,6
R={0 0 1 0 0
0,6 09 0 1 0,7

0 06 0 07 1

Zmienna X; jest odosobniona, a wigc wchodzi do modelu, natomiast
zmienne X, X4 maja po trzy wiazadla. Wedlug Ry najsilniej skorelowana jest
zmienna X, tak wigc liniowy model ekonometryczny ma postac:

A

Y=a,+aX,+a,X,

1.6.7. Testy poréwnywania modeli

W literaturze spotykamy testy umozliwiajace pordéwnywanie modeli stu-
zacych do prognozowania. Jak si¢ wydaje, moga one postuzy¢ rowniez do
wyboru wariantoéw wedtug tego samego rodzaju liniowego modelu ekonome-
trycznego, utworzonych z r6znych kombinacji zmiennych objasniajacych.
Gdy zastosujemy transformacj¢ liniowa, to po estymacji parametrow modelu
mozemy zastosowac testy bazujace na sumie kwadratow reszt rowniez do
modeli nieliniowych. Zamieszczone testy Akaike’a (AK) oraz Schwarza
(SCH) dla n obserwacji stosowane sa, gdy wystepuja podobne wartosci miary
oceny dopasowania modeli do danych empirycznych oraz jesli spetione sa
testy istotnosci 1 stabilno$ci parametrow™~.

AK =nin(Zz)) +2k. (1.6.10)

52 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit.
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SCH =nIn(2z))+kIn(n), (1.6.11)

gdzie:
k —liczba parametrow modelu o n obserwacjach,
¥ z,” — suma kwadratow reszt jako roznicy wartosci z obserwacii y, i warto$ci teoretycznej

», (obliczonej na podstawie réwnania modelu danej dla kombinacji zmiennych objasniaja-
cych).
Z, =V = Ve

1.6.8. Metoda regresji krokowej oraz minimalizacji resztowej
sumy kwadratéw

Tematyka doboru zmiennych objasniajacych znajduje si¢ réwniez w Ekono-
metrii G.S. Maddali®. Sposrod k potencjalnych zmiennych objasniajacych
wybieramy okreslony podzbior wedtug okreslonego kryterium. Autor nadmie-
nia, ze w latach szes¢dziesiatych powstawaly metody regresji krokowej, ktdre
polegaty na eliminowaniu zmiennych o statystykach ¢ nizszych od z gory usta-
lonych we wstgpnym réwnaniu regresji o wszystkich & zmiennych objasniaja-
cych. Podejsciem alternatywnym bylo rozpoczecie procedury z pojedyncza
zmienng o najwyzszym 7; wzgledem zmiennej objasnianej Y. W kolejnych
krokach wybierano do modelu zmienng o najwyzszym wspotczynniku korela-
cji czastkowej z Y. Metody te nazwane przez Maddalg ,,mechanicznymi” nie
sa obecnie stosowane, lecz wykorzystuje si¢ do modeli regresji jedno z kryte-
116w statystycznych, ktore minimalizuje wyrazenia podane w tab. 1.6.1.

Tabela 1.6.1

Kryteria statystyczne minimalizujqce dane wyrazenie

Kryterium Wyrazenie
R Thiela RSS/(n — k)
S, Hockinga RSS/[(n—k)(n—k;— 1)]
C, Mallowsa RSS;+2k; 6.
PC Amemiyi RSS; (n + k)/(n— k)
AIC Akaike’a RSS; exp[2(k; + 1)/n]

716 d to: Opracowanie wlasne na podstawie: G.S. M ad d al a, Eko-
nometria, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006, tab. 12.3.

% G.S.Maddala, Ekonometria..., op.cit, rozdz. 12.7.
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Wyrazenia w tab. 1.6.1. opieraja si¢ na resztowej sumie kwadratow RSS
modelu j (utworzonego np. na bazie okre§lonej kombinacji zmiennych obja-
$niajacych). Okre$lenie 6 oznacza wariancjg resztowa RSS; /(n — k) w mode-
lu o wszystkich & zmiennych objasniajacych. Na podstawie warto$ci z mini-
malizowanych wyrazen okreslonego kryterium podanego w tabeli wybieramy
model (kombinacje zmiennych objasniajacych) najlepiej dopasowany do war-
tosci ¥ z n obserwacji, ktore stanowily podstawe estymacji parametroOw nie-
zbednej do obliczenia warto$ci modelowej zmiennej objasniane;.

1.6.9. Metoda Hellwiga

Metoda pojemnosci nosnikéw informacji, tzw. metoda Hellwiga, zostata
wczesniej zasygnalizowana w podrozdziale 1.6.5. Postgpowanie jest analo-
giczne do wczesniej omowionego, lecz przy realizacji przyktadu zostato po-
nownie przytoczone.

a) Okreslenie macierzy wspotczynnikow korelacji pomigdzy zmiennymi
objasniajacymi oraz wektora wspotczynnikow korelacji zmiennych objasnia-
jacych ze zmienna objasniana.

b) Ustalenie ilo$ci kombinacji zmiennych objasniajacych wedlug wzoru
(L=2"-1) gdzie: n—ilo§¢ zmiennych objasniajacych.

¢) Obliczenie dla kazdej kombinacji / 1 okreslonej zmiennej j indywidual-
nego wskaznika pojemnosci informacji z zaleznosci:

2
r

_ j
hij = —
1+Z"’ij‘
1

gdzie:

1=1, ..., L —numery kombinacji,

Jj=1, ..., m;, m— liczba zmiennych w kombinacji /,

1y — wspotczynnik korelacji miedzy zmiennymi o indeksach i orazj.

d) Obliczenie integralnego wskaznika pojemnosci poszczegoélnych kom-
binacji:

Hy=Yh,.

Jj=1

e) Wybranie kombinacji zmiennych, w ktorych H; jest najwigksze:
H* =max {H}}
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Przyktad

Dla zmiennych objasniajacych X, X;, Xz, Xy dany jest ponizszy wektor i macierz
korelacji o wartosciach umownych. Ze wzgledu na pracochtonno$¢ petnej procedury
obliczen, w tym przyktadzie okreslono tylko ilos¢ kombinacji oraz, przyktadowo, inte-
gralny wskaznik pojemnosci informacji kombinacji piatej:

[r]=[0.45 -070 o016 0.6 ]
I -0,6 015 044

e ] 0,6 1 -011 -0,5

r.|= .

1015 -011 1 -0,05
0,44 0,5 -0,05 1

Liczba kombinacji czterech zmiennych objasniajacych: L =2"—1=2%—1=15.

Tabela 1.6.2

Kombinacje zmiennych objasniajqcych

L} 9:{x2, Xa}

2:{x,} 10:{x3, x4}
3:{x3} 11:{xy, %, X3}
4:{x4} 12:{x1, X3, X4}
5:{x1, xp} 13:{x1, x3, x4}
6:{x1, x3} 14:{xy, X3, X4}
7:{x1, x4} 15:{xy, X2, X3, X4}
8:{x2, x3}

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne.

Indywidualne wskazniki pojemnosci informacji przyktadowo dla kombinacji piatej
hsy 1 hsy:

4 2

o= 0.45)° =0,127,
1+0,6
2

= GO _ 306,
1+0,6

Integralny wskaznik kombinacji piatej: Hs = 0,127 + 0,306 = 0,433
Gdybysmy rozpatrzyli wszystkie kombinacje, to wtedy mozemy okresli¢

maksymalng warto$¢ integralnej pojemnosci wskaznika informacji H*, ktorej
zestaw zmiennych stanowi najlepsze rozwigzanie modelu ekonometrycznego.
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Majac okreSlone zmienne objasniajace, zapisujemy posta¢ analityczna modelu
regresji liniowej:
Y=a,+aX +a,X,+..+a X, +¢

1 przystepujemy do estymacji parametrow @; modelu ekonometrycznego:

A

Y=aX +a,.

Znajac powyzsza procedur¢ metody pojemnosci informacji, mozemy
sprobowa¢ samodzielnie wybra¢ najlepszy zestaw sposrod trzech zmiennych
objasniajqcych X1, Xz, X3, majac dany kolejny wektor 1 macierz korelacji:

I -0,6 0,5
[r;]=[0,5-0,8 0,8] [r,]=|-0.6 1 -05]
0,5 -0,5 1

1.6.10. Okreslenie zmiennych objasniajacych
z zastosowaniem Excela

W konstruowaniu jednoréwnaniowych modeli zaleznosci istotna role od-
grywa wiasciwy sposrod zasugerowanych dobor potencjalnych zmiennych
objasniajacych. W tym celu, jak juz wspomniano, postugujemy si¢ wspol-
czynnikiem zmienno$ci, a nastgpnie mozemy zastosowa¢ np. analiz¢ korelacji.
Z tego wzgledu zajmiemy si¢ w kolejnym przykladzie zmierzeniem poziomu
zroznicowania obserwacji oraz okresleniem wspotczynnika korelacji wielora-
kiej. Wspolczynnik ten jest miara zaleznosci migdzy zmienng objasniang a li-
niowa kombinacja zmiennych objasniajacych.

We wstgpnym formutowaniu zalezno$ci zmiennej ¥ od zmiennych X,
wystepuje przewaznie nadmierna ilo$¢ zmiennych objasniajacych stabo zwia-
zanych ze zmienna objasniana. Zmienne, ktérych wspotczynnik zmiennos$ci
V; < V*, uznaje si¢ za mato zréznicowane, eliminuje si¢ ze zbioru potencjal-
nych zmiennych objasniajacych.

Wspotczynnik zmiennosci jest ilorazem odchylenia standardowego do
sredniej wartosci obserwacji danej zmiennej X; (wzor 1.3.15). Aby przypo-
mniec, przytaczamy ten wzor i wzory pomocnicze:

n ) n
Z('xi —X) in
— 1 , X = i=1 .

n n

v=2x,
X

X
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Obliczenie wspdtczynnikow zmiennosci z zastosowaniem arkusza kalku-
lacyjnego Excel przedstawiono na przyktadzie opisu wartosci produkcji sto-
larki okiennej w min zt w firmie F), przyjmujac cztery zmienne objasniajace:
Xi — zatrudnienie w osobach, X, — warto§¢ maszyn 1 urzadzen w tys. zl, X5 —
czas przestoju maszyn w dniach, Xy — naklady inwestycyjne. Dobierzmy
zmienne, przyjmujac warto$¢ krytyczna V* = 12%.

Przyktad

Obliczenie wspotczynnikow zmiennoSci.

Tabela 1.6.3
Dane modelowe zmiennych ,,X;”, , X", ,X;”

i Y X, X, X, X,
1 12 8 7 12 10
2 10 6 8 14 12
3 18 11 10 16 11
4 16 10 12 18 14
5 12 8 8 18 10
6 14 10 8 18 12
7 18 11 12 20 13
8 20 12 16 24 12
9 20 12 16 26 12
10 22 14 18 26 10
S 162 102 115 192 116
Srednia 16,2 10,2 115 19,2 11,6
Y- Xy X, Xy Xy

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzienp. y~ =¥ .

Tabela 1.64
Obliczenia pomocnicze z zastosowaniem wyrazen Excela

B C D E F G H | J
i (x1-x1) (X1-x4-) (X2-x2) (X2-%2)? (x3-X3) (X3-x3)2 (X4-X4) (X4-X4)°
1 -2,2 4,84 -4,5 20,25 -7,2 51,84 -1,6 2,56
2 -4,2 17,64 -3,5 12,25 -5,2 27,04 0,4 0,16
3 0,8 0,64 -1,5 2,25 -3,2 10,24 -0,6 0,36
4 -0,2 0,04 0,5 0,25 -1,2 1,44 2,4 5,76
5 -2,2 4,84 -3,5 12,25 -1,2 1,44 -1,6 2,56
6 -0,2 0,04 -3,5 12,25 -1,2 1,44 0,4 0,16
7 0,8 0,64 0,5 0,25 0,8 0,64 1,4 1,96
8 1,8 3,24 4,5 20,25 4,8 23,04 0,4 0,16
9 1,8 3,24 4,5 20,25 6,8 46,24 0,4 0,16
10 3,8 14,44 6,5 42,25 6,8 46,24 -1,6 2,56
49,6 142,5 209,6 16,4
S4 S, S3 Sy Przyktady wyrazen:
2,23 3,77 4,58 1,28 =PIERWIASTEK(D28/10)
%l V2 V3 V4
21,83 32,83 23,84 11,04 =(C31/D14)*100
T T T N =JEZELI(C33>12;"T";N")

716 d to: Opracowanie wasne w Excelu, gdzie:
Xy DX,X DX, X DX, X, —>X,.
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Na koncu tabeli zastosowano funkcjg badania logicznego — czy obliczony
wspolczynnik zmiennosci jest wigkszy od przyjetego 12%. Zatem potencjalng
zmienng X, z punktu widzenia wspolczynnika zmienno$ci mozemy pominaé
w konstruowaniu modelu ekonometrycznego. Zastosowanie wspoOlczynnika
zmiennosci V; jest tylko wstgpna selekcja zmiennych objasniajacych. Mozemy
przeprowadzi¢ dalszy wybdr zmiennych sposrod Xi, X, X, stosujac analize
korelacji, ktora opiera si¢ na wspotczynnikach korelacji miedzy zmiennymi.
W przykladzie zastosowano wzory z publikacji K. Jajugi®*. Wprowadzmy
oznaczenia oraz przypomnijmy sobie wzory omowione wczesniej:

r;— wspolczynnik korelacji migdzy zmienng objasniang Y a zmienng obja-
$niajaca Xj,

11— wspdtczynnik korelacji migdzy zmiennymi objasniajacymi X; oraz X;,

Ry — wektor wspotczynnikéw korelacji miedzy zmienna objasniang Y
a zmiennymi objasniajacymi JXj,

R — macierz korelacji migdzy zmiennymi objasniajacymi,

R*—macierz rozszerzona,

Ry — wspdtczynnik korelacji wielorakie;.

4 Lony o h,

r r, 1 .. r . 1 R" / *
R, = 2 . R= 21 2m . R :{R Iz}’ R - l—detR.

o detR

rn le rmZ 1

Przy dwoch zestawach potencjalnych zmiennych X; wybiera si¢ ten ze-
staw, ktorego wspotczynnik korelacji wielorakiej ma wigksza wartos¢. Bazu-
jac na tabeli 1.6.3 w zakresie zmiennych Xj, X5, X3, obliczamy wspotczynniki
korelacji otrzymania wektora Ry, macierzy R, macierzy rozszerzonej R*
1 obliczenia wspotczynnika korelacji wielorakiej Ry:

Wspolczynniki korelacji migdzy zmienng objasniana a kolejnymi zmien-
nymi objasniajacymi obliczamy wedhuig wzoru:

>, )0~ )
r, =———= (1.6.12)

Ji(x,, DN

* K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit, rozdz. 4.2.
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Przyktad

Obliczenie wspotczynnikow korelacji migdzy zmienna objasniana a zmiennymi ob-
jasniajacymi.

Tabela 1.6.5
Obliczenia pomocnicze w Excelu
i Y X4 Xz X3 vy | iy | xi-xi | (- x) X1-x1) (y-¥)
1 12 8 7 12 -4,2 17,64 -2,2 4,84 9,24
2 10 6 8 14 | -6,2 38,44 -4,2 17,64 26,04
3 18 1 10 16 | 1.8 3,24 0,8 0,64 1,44
4 16 10 12 18 | -0,2 0,04 -0,2 0,04 0,04
5 12 8 8 18 | -4,2 17,64 2,2 4,84 9,24
6 14 10 8 18 | -22 4,84 0,2 0,04 0,44
7 18 11 12 20 1,8 3,24 0,8 0,64 1,44
8 20 12 16 24 | 38 14,44 1,8 3,24 6,84
9 20 12 16 26 | 38 14,44 1,8 3,24 6,84
10 22 14 18 26 5,8 33,64 3,8 14,44 22,04
z 162 102 115 192 147,6 49,6 83,6
Srednia | 16,2 | 10,2 11,5 | 19,2

Tabela 1.6.5cd.

X2~ X7 (x2- x5 (x2-x2) (v-¥) X3- X5 (xs- x3) (xs-%3) (y-y)
-4,5 20,25 18,9 72 51,84 30,24
-3,5 12,25 21,7 -5,2 27,04 32,24
-1,5 2,25 -2,7 -3,2 10,24 -5,76
0,5 0,25 -0,1 -1,2 1,44 0,24
-3,5 12,25 14,7 -1,2 1,44 5,04
-3,5 12,25 7,7 -1,2 1,44 2,64
0,5 0,25 0,9 0,8 0,64 1,44
4,5 20,25 171 4,8 23,04 18,24
4.5 20,25 171 6,8 46,24 25,84
6,5 42,25 37,7 6,8 46,24 39,44

142,5 133 209,6 149,6

gdzie: Yy =V, X > X,X, —>X,,X; —>X;.
Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wyniki obliczen wspotczynnikow korelacji miedzy zmienng Y a zmiennymi x,, x,,
X3.

Ryx1 ’ R ’ Ryxz

0,98 ‘ 0,92 ‘ 0,85

W obliczeniu R, zastosowano wyrazenie Excela dla zmiennej X;:
=048/PIERWIASTEK (N48*L48)),

przy czym adres O48 oznacza komorke arkusza z warto$cia obliczona dla:
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> (5, =)0 -7)
a adresy N48 oraz [.48 warto$ci komorek z obliczeniami:
> 057 > (-5
Wspolczynniki korelacji migdzy zmiennymi objasniajacymi j-ta a /-ta:

i(xy _)?j)(xil _)_Cl)

- n n ’
—\2 —\2
E ('xij—xj) E (x; —X;)
i=1 =1

XX

Przyktad
Obliczenie wspotczynnikow korelacji migdzy zmiennymi objasniajacymi

Tabela 1.6.6

Obliczenia pomocnicze do wyznaczenia wspolczynnikow korelacji
miedzy N9, (RN, CHAND. €

i Xa-xq (X1‘X1_)2 X2-Xz (XQ'XQ-)z X3-X3 (X3-X3')2 (1= x4 ) (x2-x2) | (x1-x4)"(X3-X3) | (X2-X2)"(X3-X3)
1 -2,2) 4,84 -4.5] 20,25 7.2 51,84 9,9 15,84 324
2 4,2 17,64 -3,5] 12,25 -5,2) 27,04 14,7 21,84] 18,2
3 0,8 0,64 -1,5 2,25 -3,2 10,24 -1,2 -2,56] 48
4 -0,2] 0,04 0,5 0,25 -1,2 1,44 -0,1 0,24 -0,6]
5 -2,2) 4,84 -3,5 12,25 -1,2) 1,44 7,7 2,64 42
6 -0,2) 0,04 -3,5 12,25 -1,2 1,44 0,7] 0,24 42
7 0,8 0,64 0,5 0,25 0,8 0,64 04 0,64 04
8 1,8 3,24 4,5 20,25 48 23,04 8,1 8,64 21,6
9 1,8 3,24 4,5 20,25 6,8 46,24 8,1 12,24 30,6
10 3,8 14,44 6,5 42,25 6,8 46,24 24,7 25,84 44,2
i 49,6 142,5 209,6 73 85,6 160
XXy ‘ Rx1x3 ‘ Rx2x3

0,87 ‘ 0,84 ‘ 0,93
Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: X, >X,X, >X,X, X,

Na podstawie zamieszczonych obliczen wektor, macierz korelacji oraz
macierz rozszerzona sa nastepujace:
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R,

0,98 1 0,87 0,84 10,98 0,92 0,85

=10,92|, R={0,87 1 0,93, R* = 0,98 1 0,87 0,34
0,85 0,84 0,93 1 0,92 0,87 1 0,93
0,85 0,84 0,93 1

Przyktad

Obliczenie wyznacznikow
Wyznaczniki macierzy R* oraz macierzy R z zastosowanie funkcji Excela.

Tabela 1.6.7

Obliczenie w Excelu wyznacznikow
macierzy R*

c D E F
sol 1] _oosl ooz o
56 0,98, 1 0,87 0,84
57, 092 0,87 1| 093
58 0851 084 0,93 1|

0,00047 detR* =WYZNACZNIK.MACIERZY(C55:C58)
0,03189 detR  =WYZNACZNIK.MACIERZY(D56:F58)

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Aby wyznaczy¢ det R, mozna tez do macierzy trzeciego stopnia zamiast funkcji

Tabela 1.6.8
Macierz R i obliczenie wyznacznika ,,det R” w Excelu
1 0,87 0,84 1 0,87
0,87 1 0,93 0,87 1
0,84 0,93 1 0,84 0,93

Wyrazenie na obliczenie det (R) operatorami Excela wedlug reguty Sarrusa jest nastgpu-

jace:
:(1*

1*1 +0,87*0,93*0,84+0,84*0,87*0,93)-(0,84*1*0,84+1*0,93*0,93+0,87*0,87*1)

det R =0,03189

Z r 6 d1o: Opracowanie wilasne.

Natomiast obliczenie det R* dla macierzy czwartego stopnia wymaga

wezesniejszego doprowadzenia macierzy do trzeciego stopnia, poprzez wyko-
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rzystanie rozwinigcia Laplace'a wzgledem wskazanego wiersza lub kolumny,
lub zastosowanie algorytmu Chio™.
Okreslenie wspotczynnika korelacji wielorakie;:

R = 1 9R ) 000087 956,
det R 0,03189

Wspotczynnik ten wskazuje na duze natezenie zaleznosci liniowej migdzy
zmienng objasniang Y a trzema zmiennymi objasniajacymi Xj, X5, Xi. Przyje-
cie trzech zmiennych objasniajacych X;, X>, X3 jednoczesnie w relacji ze
zmienng objasniang Y nie daje odpowiedzi na pytanie, ktdra z nich wyelimi-
nowac. Dlatego wspotczynnik korelacji wielorakiej oblicza si¢ kolejno wedtug
procedury podanej w przykladzie dla zestawéw zmiennych objasniajacych:
XiXo; X1X5; XoX;. Jak juz wspomniano, do modelu przyjmuje si¢ ten zestaw,
ktorego wspotczynnik korelacji wielorakiej ma warto$¢ najwigksza. Zostawmy
na chwilg pracochtonna analizg korelacji, a sprobujmy teraz zastosowac meto-
de pojemnosci nosnikdw informacji (o ktorej wspomniano wczesniej). Bazuje
ona na wektorze 1 macierzy umownych trzech zmiennych objasniajacych X,
Xa, Xz 1 procedura jest nastgpujaca:

a) Okres’;lenig mozliwych kombinacji zmiennych objasniajacych:

L=2"-1=2"-1=7

Tabela 1.69
Kombinacje zmiennych ,X;”, X5, ,, X"
Kombinacja & Liczba zmiennych m
1: {Xi} 1
2: {X;} 1
3: {X5} 1
4: {X1, Xo} 2
5:{X, X3} 2
6: {X;, X3} 2
7: {X1, X5, Xz} 3

Z 16 d to: Opracowanie wlasne.
b) Obliczenie indywidualnych pojemnosci no$nikéw informacji /; kazdej
zmiennej w kombinacji &, a nast¢pnie integralnej pojemnosci nosnikow infor-
macji H; z wykorzystaniem wzorow:

T Jurlewicz J.Skoczylas, Algebra liniowa 1. Przyklady i zadania, Oficyna
Wydawnicza GiS, Wroctaw 2003, s. 65, 72.
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2
r.

h: J m

2 p—
1+i\n—,\ B jz_:‘hi"'
=1

gdzie:

r;— warto$¢ z wektora Ry

r;— warto$¢ z macierzy R,

my— liczba zmiennych w &-tej kombinacji.

0,98 1 0,87
R, ={0,92], R=0,87 1
0,85 0,84 0,93
Przyktad

Wybdr zestawu zmiennych objasniajacych

Obliczenie pojemnosci nosnikow informacji

0,84
0,93 |.
1

Tabela 1.6.10

k Zmienne r r; |7 lryl hy; H,

| P 0,98 0,960 1 1 0,960 0,960
2 11X 0,92 0,846 1 1 0,846 0,846
3| x 0,85 | 0,723 1 1 0,723 0,723
4 | X1 X, 0,98 0,960 [1+0,87 1,87 0,513

4 X1 X 0,92 0,846 |1+0,87 1,87 0,452 0,965
5 1 X1X 0,98 0,960 [1+0,84 1,84 0,522

5 1x X 0,85 | 0,723 1 +0,84] 1,84 0,393 0,915
6 | XoX 0,92 0,846 [1+0,93| 1,93 0,438

6 | XX 0,85 0,723 [1+0,93 1,93 0,375 0,813
7 1 X1X%X 0,98 0,960 [1+0,87 + 0,84 2,71 0,354

7| X X X, 092 | 0846 | [1+087+084] | 271 0,312

7 |1 X1 XHX 0,85 0,723 [1+0,87 + 0,84 2,71 0,267 0,933

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.
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Wskazanie zestawu zmiennych o najwigkszym H;.

H,e = {0,960; 0,846; 0,723; 0,965; 0,915; 0,813; 0,933} = 0,965.

Model zatem jest nastepujacy:

)}=alX1 +a,X,.




Powrd¢my do wezesniejszego przyktadu i1 sprawdzmy analiza korelacyjna
zestawy zmiennych X1.X, X1.X;, XoX;. Interesuje nas z pewnoscia, czy kombi-
nacja zmiennych XX, w tej metodzie réwniez bedzie najlepsza.

Zestaw X1 .Xo:

1 0,98 0,92
0,98 1 0,87
R, = , R= , R*=10,98 1 0,87].
0,92 0,87 1
0,92 0,87 1

Zastosujmy funkcj¢ Excela (FWYZNACZNIK.MACIERZY(...)). W na-
wiasie obszar adresowy macierzy R* lub R.
det R* =0,0051, det R=0,2431

*
Rk=\/l det R =\/1—0’0051 ~0,9895.

" detR 0,2431
Zestaw X1 .Xz:

0,98 1 0,84 0,0109
R, = , R= , R = [1-= =0,9813,
' {0,85} [0,84 1} T\ 0,294

det R*=0,0109, det R =0,2944.
Zestaw Xo X;:

0,92
R, = ,
0,85

10,93
R= ,
0,93 1
det R* = 0,0207, det R = 0,1351

R = 1=29297 _ 59000
0,1351

Z pordéwnania par zmiennych najwyzszy wspotczynnik korelacji wielora-
kiej ma zestaw X\.X>, dla ktdrego R, = 0,9895. Jest to zgodne z wynikiem me-
tody pojemnosci no$nikoéw informacji, lecz nieco mniejsze od obliczonego na
podstawie tabel 1.6.7 1 1.6.8 zestawu trzech zmiennych X1.X> X5 o R,= 0,9926.

Reasumujac, przyjmijmy model liniowy o trzech zmiennych objasniaja-
cych:

Y=aX +a,X,+a,X,.
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1.6.11. Wybér zmiennych do modelu regresji z czterema
zmiennymi objasniajagcymi
Procedure postgpowania w zakresie wyboru zestawu zmiennych zade-

monstrowano na danych umownych (tab. 1.6.11). Poszczegdlne etapy prac
mozna wykona¢ w arkuszu kalkulacyjnym Excela.

Tabela 1.6.11

2

Dane umowne zmiennych ,,Y”, . X;”, Xo”, ,X;”, , X4

t Y X1 X X3 X4
1 18,5 4,4 10,5 2,80 8
2 19,2 43 10,0 2,83 10
3 20,0 4,5 11,7 3,01 15
4 20,8 4,5 12,1 3,17 12
5 21,7 4,4 13,0 3,42 7
6 20,8 4,6 13,9 3,56 10
7 23,7 4,6 15,1 3,73 11
8 25,0 4,6 13,9 3,81 13
9 26,7 4,5 18,1 4,07 8
10 28,3 4,5 20,0 4,32 17
gdzie:

Y — produkcja przedsigbiorstwa w tys. szt.,

X — zatrudnienie w tys. 0sob,

X, — moc zainstalowanych maszyn w KW,

X; — dostawa surowcOw w tys. ton,

X, — przestoje z powodu awarii w dniach.

Z 16 d to: Opracowanie wlasne (kopia tabeli 1.12.14).

Zatozono, ze model regresji liniowe] wielowymiarowej tworza zmienne
w 0go0lnej postaci zlogarytmowane;j:

In Y =fInX, ..., InX)).

Po uwzglednieniu parametrow model jest nastgpujacy:
In YA =qyt+arlnX;+..+ta,InX,.

Procedura z podziatem wzorow tabel:
a) Okres§lamy podstawowe miary statystyczne zmiennych Y, X, X2, X3, Xa.
W postaci zlogarytmowane;.
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Tabela 1.6.12
Rozplanowanie tabeli do miar zmiennych

In ... Srednia | Odchylenie standardowe | Maksimum Minimum
InY
In X;
In X,
In X5
In X,
Z 16 dto: Opracowanie wlasne.

b) Wyznaczamy wspodtczynniki kowariancji i1 korelacji pomigdzy loga-
rytmem zmiennej objasnianej a logarytmami zmiennych objasniajacych.

Do obliczenia korelacji migdzy zmienna objasniang Y a zmiennymi obja-
$niajacymi X; lub migdzy zmiennymi objasniajacymi dla n = 10 obserwacji
zastosujemy wzory, np.:

cov cov

1 n
_ — — yx v
cov ——Z(yn -¥)(x, —X), P = = ,
iz JJvar,-var, S-S,

przy czym warto$ci zmiennych zgodnie z wymogiem modelu podamy
w postaci logarytmow.

Tabela 1.6.13

Rozplanowanie tabeli do kowariancji i wariancji

Lp. Relacje Kowariancja Korelacja
1 |InY,InY
2 |InY, InX
3 |InY, InX,
4 |InY, InX;s
5 |InY,InX,
6 |InX,InX;
7 |InX,InX,
8 |InX, InX;s
9 |InX,InX,
10 |In X5, In X,
11 |[InX,, In X5
12 |[InX,, In X,
13 |InX;, InX;
14 |InX;, In X,
15 |In Xy, In Xy

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.
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¢) Zastosowanie analizy korelacji w doborze zmiennych objasniajacych,
w ktorej kroki postgpowania sa nastepujace:

— wyznaczamy warto$¢ krytyczna wspotczynnika korelacji wedhug wzoru
(1.6.9):

=12 (6,2 +n-2)

(n=10,iss =n—-2=38, P =a=0,01 wedhlug tablicy warto$ci krytycznych rozktadu ~-Studenta
t,=3,3554).

— eliminujemy zmienne objasniajace, ktorych korelacja miedzy In Ya In X;
jest statystycznie nieistotna, wedlug zasady: |ry| < r*,

— wybieramy sposrod pozostatych korelacji |r;| zmienna o korelacji mak-
symalnej miedzy (In ¥, In X;) wedtug kryterium: |r;|= max |r;| (*),

— eliminujemy zmienne o korelacji wigkszej od krytycznej (wzgledem
zmienne;j o korelacji maksymalnej, bazujac na kryterium) |, > r*,

— wybieramy nast¢pna zmienna objasniajaca przez powr6t do etapu ozna-
czonego (*),

— gdy takiej nie ma, to formutujemy model.

d) Przeprowadzamy oszacowanie parametréw klasyczng metoda naj-
mniejszych kwadratow dla wielu zmiennych, przykltadowo stosujac funkcje
REGLINP Excela, przy czy wartosci zmiennych wystepuja w postaci loga-
rytmow.

e) Okreslamy funkcje produkcji, jezeli np. analiza wspotczynnikow kore-
lacji wskaze zestaw X7, X3, Xz.

InY =a,+a,InX, +a,In X, + X,

po zamianie jej w posta¢ funkcji wykladnicze;j:

f _ e(a0+a1 In X;+a; In X, +31n X3)

Przyktad

Procedura dojscia do modelu funkcji produkcji bazujaca na logarytmach zmiennych
jest pracochtonna. Z tego wzgledu zaprezentowano tabelg¢ wynikowa kowariancji i kore-
lacji (tab. 1.6.14) oraz przeprowadzono analizg¢ wspotczynnikéw korelacji, korzystajac
z mozliwosci pisania wyrazen w Excelu.

162



Tabela 1.6.14

Kowariancja i korelacja logarytmow zmiennych

Lp. Relacje Kowariancja Korelacja
1 InY,InY 0,0185533 1

2 InY,In X, 0,0018058 0,6273325
3 InY,In X, 0,0274461 0,9586453
4 InY,InX; 0,0191587 0,9863685
5 InY,InX, 0,0311507 0,8414850
6 In X4, In X4 0,0004466 1

7 In X4, In X, 0,0025172 0,5666754
8 In X4, In X3 0,0019432 0,6448232
9 In X4, In X4 0,0027249 0,4744211
10 In X5, In X, 0,0441800 1

11 In X5, In X3 0,0290493 0,9691856
12 In X5, In X4 0,0448532 0,7851803
13 In X3, In X3 0,0203344 1

14 In X3, In X4 0,0308671 0,7851803
15 In X4, In X, 0,0738622 1

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Natomiast realizacja analizy wspotczynnikow korelacji wedtug opisanej procedury
byta nastgpujaca:
— obliczenie wartos$ci krytycznej wspolczynnika korelacji:

1 =+[3,3554° / (3,3554* +8—2) = 0,76,

— wyeliminowanie zmiennej objasniajacej, dla ktorej korelacja miedzy In Y a In X;

jest statystycznie nieistotna wedtug zasady:
rjﬁ r*,‘ri/. =0, 627‘, czyli jest mniejsza od r*, dla zmiennej X; i ona podlega

wyeliminowaniu,

— wybor sposrod pozostatych zmiennej o korelacji maksymalnej miedzy (InY, InX)).
Jest to zmienna X3 0 r, = 0,986.

— eliminacja zmiennych o korelacji wzgledem X; wigkszej od krytycznej. Sa nimi
zmienne X; o korelacji 7, = 0,785 oraz X; o korelacji 7, = 0,969,

— pozostata tylko zmienna Xj i ona wchodzi do modelu regresji liniowe;:

Iny=f(InX,)=a,+anX,.

Konczac ten rozdzial, trzeba zaznaczy¢, ze powstaja coraz to nowsze sta-
tystyczne metody wyboru kombinacji zmiennych objasniajacych. Zyskuja one
zaufanie ekonometrykow. Mamy nadziejg, ze zebrany materiat bedzie pomoc-
ny w przyjeciu wlasciwej metody 1 przyczyni si¢ do doskonalenia umiejgtnosci
budowy liniowych modeli ekonometrycznych, oczywiscie po wczesniejszej
analizie wyboru kombinacji zmiennych objasniajacych.
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1.7. Zastosowanie programow Excel
oraz GRETL do weryfikacji
modeli ekonometrycznych

1.7.1. Modele jednoréwnaniowe

Weryfikacja modeli ekonometrycznych obejmuje szereg pracochtonnych
etapow. Zachodzi wigc konieczno$¢ — zwlaszcza przy modelach o wielu
zmiennych — wspomagania komputerowego. Zaprezentowany material nalezy
traktowac¢ jako rodzaj pomocy dla studiujacych ekonometri¢ w zakresie po-
znania procedur zastosowania funkcjonalnosci arkusza kalkulacyjnego wraz
z jego dodatkami oraz pakietu GRETL, ktory jest bezptatnie dostepny w inter-
necie.

Liniowy model ekonometryczny ma posta¢:

Y=o,+oX +a,X,+a X +..+a X +é,

gdzie:

Qp, O, O, ..., Oy, — parametry,

X;— zmienna objasniajaca (niezalezna), przy czymj = 1,2, ..., m,

Y — zmienna objasniana (zalezna),

& — skladnik losowy.

Po oszacowaniu, czyli estymacji parametréw, otrzymujemy wartosci teo-
retyczne zmiennej objasnianej 1 wowczas parametry ¢; zastgpujemy parame-
trami oszacowanymi:

Y=a,+a X +a,X,+a,X +..+a,X.

Kolejne obserwacje zmiennej Y zapisujemy jako y; (i = 1, 2, ..., n), nato-
miast zmiennych X; jako x;. Obserwacje zmiennej Y stanowia wektor kolum-
nowy, a warto$ci zmiennej .X; sa macierza o wymiarach (n x m). Jedna z metod
okreslenia wektora parametrow a przy pomocy klasycznej metody najmniej-
szych kwadratow jest postuzenie si¢ rownaniem:

a=(X"X)"'X"y, (1.7.1)

gdzie:
X' — transpozycja macierzy X.
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Podane w dalszej czg$ci tego tematu wzory bazuja na opracowaniu K. Ja-
jugi®® oraz nawiazuja do rozdziatu 1.6. Dla przypomnienia: zalezno$¢ migdzy
Y a X; mierzona jest wspotczynnikiem korelacji wielorakiej, przyjmujacym
wartosci z przedziatu [0,1]. Wspodtczynnik ten wyznaczamy na podstawie wy-
znacznika macierzy korelacji R, obejmujacej wspotczynniki korelacji migdzy
zmiennymi objasniajacymi X;oraz macierzy rozszerzonej R*:

* 1 RS
R - 1_detR R*:{ 0 }

! detR R, R

Wektor korelacji Ry obejmuje wspdtczynniki migdzy zmienng Y a zmien-
nymi X;. Im warto$¢ R,, jest blizsza jednosci, tym natgzenie zaleznoSci jest
wigksze. Do obliczania R,, mozna skorzysta¢ z funkcji Excela (WYZNACZ-
NIK.MACIERZY(....)).

Modele jednoréwnaniowe obejmuja:

— regresj¢ jednej zmiennej z dopasowaniem funkcji liniowej lub nielinio-
wej (wykladniczej, potegowej, logarytmicznej, logistycznej),

— trend liniowy lub nieliniowy (po wczesniejszej transformaciji na postaé
liniowa), gdy zmienna objasniajaca jest zmienna czasowa ¢,

—regresj¢ wielu zmiennych X; czyli tzw. regresj¢ wieloraka.

Weryfikacja liniowych lub sprowadzalnych do liniowych modeli jedno-
roéwnaniowych opiera si¢ na resztach e;, stanowiacych réznice migdzy warto-
$ciami empirycznymi a modelowymi zmiennej objasnianej, obliczona dla po-
szczegblnych obserwacji. Pozwala to, przy zalozeniu, ze $rednia reszt rowna
sig zero, na okreslenie wariancji resztowej:

n
o2
— =1
Se =k

gdzie:
n —1lo$¢ obserwacji,
k =m + 1 ilo$¢ zmiennych, w tym tozsamosciowo rowna 1 przy parametrze aj.

Standardowy blad oceny poszczegolnych parametréw o; okreslamy z za-

leznoSci:
S(a;)= JV(aj ).

Wariancje parametrow V(a;) znajduja si¢ na gloéwnej przekatnej macierzy
kowariancji wyznaczonej wedtug:

3 K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit., cze$é 1, rozdz. 4.
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D’ () =S (X"X)"". (1.7.2)

Wystepuje tu zatem iloczyn wariancji resztowej 1 macierzy odwrotne;.

Istnieje szereg miernikow dopasowania modelu do danych rzeczywistych
(empirycznych) 1 naleza do nich:

— wspotczynnik determinacji, stanowiacy rowniez kwadrat wspotczynnika
korelacji wielorakiej, przyjmujacy wartosci z przedziatu [0, 1], ktory oblicza-
my ze wzoru:

Z(JA/I _J_/)z
R2 — _i=l
Z(yi _37)2
i=l

gdzie:
y —sérednia arytmetyczna zmiennej Y,
R’ — miara stopnia wyjasnienia przez model zmiennej zaleznej Y.

— alternatywnie wobec R” stosowany wspotezynnik zbieznosci & =1- R,
ktory wskazuje, jaka cze$¢ zmiennej objasnianej stanowi zmienno$¢ sktadnika
losowego .

Wspolczynnik zbiezno$ci oznaczany réwniez jako @ mozna obliczy¢
bezposrednio ze wzoru:

z (6% i J; i )2

Q= (1.7.3)
Z (6% =Y )2
i=1

— wymienione wczesniej odchylenie standardowe S,, okreslajace przecigt-
ne réznice migdzy y, a y,.

— wspdlczynnik wyrazistosci wskazujacy, jaka czes$¢ wartosci Sredniej
zmiennej Y stanowi odchylenie standardowe reszt:

W =(S,/7)-100. (1.7.4)

Wstepnie okreslony liniowy model jednorownaniowy moze mie¢ czg$¢
zmiennych objasniajacych nieistotnych statystycznie w relacji do zmiennej Y.
Z tego wzgledu najpierw badamy istotno$¢ calego zestawu zmiennych X, po-
stugujac sig testem parametrycznym F (wzér 1.1.6), ktorego hipoteza zerowa
zaktada nieistotnos¢ wektora parametrow bez wyrazu wolnego:
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(n—k)R’
F=
m(1-R*

gdzie:

k=m+1,

m — ilo$¢ zmiennych objasniajacych.

Jesli F > F* to hipotez¢ zerowa odrzucamy. Wartos¢ F* okreslamy na
podstawie rozkladu F-Fishera dla poziomu istotnosci a i stopni swobody
n=morazm =n—-k=n—-m-1.

Parametryczny test -Studenta, odnoszacy si¢ do okreSlonej zmiennej X;,
stosowany przewaznie dla n < 30 obserwacji przy poziomie istotnosci a = 0,05
umozliwia badanie statystycznej istotnosci danej zmiennej objasniajacej na
zmienna objasniana.

a

-\
_ J
t./ - S(aj)'

Hipoteza zerowa zaktada brak statystycznej istotnosci danej zmiennej ob-
Jjasniajacej na zmienng Y. Gdy # > ¢*, to odrzucamy hipotezg¢ zerowa. Wartos$¢
krytyczna t* oznaczana rowniez jako ¢, wyznaczamy wedhug tablicy rozktadu
t-Studenta.

Dalsze badania sktadnika losowego (reszt) mozemy prowadzi¢ zaréwno
analitycznie, jak i poprzez analizg graficzna, okreslajac:

— rozktad reszt (czgsto$¢ wystepowania reszty danej wartosci), co pozwala
na sprawdzenie zalozenia o normalnosci rozkladu reszt, czyli $rednia reszt
roéwna sig zero, a wynika to z KMNK,

— symetri¢ reszt, czyli r6wnos¢ czgstosci wystgpowania reszt dodatnich
i yjemnych (bez uwzglednienia reszt o wartosci zero),

— losowos¢ (nie moze by¢ zbyt diugich lub krétkich serii reszt dodatnich
lub ujemnych); zatozenie, ze reszty jako obserwacje pojawiaja si¢ kolejno
w momentach lub okresach, pozwala wyodrgbni¢ kolejne grupy reszt o ten-
dencji wzrostowej lub spadkowe;,

— stato$¢/niestatos¢ wariancji resztowej w kolejnych przedziatach czasu;
jesli wariancja zwigksza si¢ w czasie, to w celu ,,przebudowy” modelu nalezy
stosowa¢ wazona metodg najmniejszych kwadratow®’,

— brak zaleznosci obserwacji od czasu; niespetnienie tego zalozenia moze
oznacza¢ wzajemny liniowy wptyw zmiennych objasniajacych.

Jesli mamy do czynienia z nieliniowym modelem ekonometrycznym
z wieloma zmiennymi objas$niajacymi, to, jak juz wspomniano, przeprowa-

" Tbidem, rozdz. Analiza reszt.
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dzamy transformacje¢ liniowa, aby zastosowa¢ KMNK. W tym celu stosuje si¢
podstawienia, odwrotnosci lub obustronne logarytmowanie danego réwnania
nieliniowego. W modelach z tak oszacowanymi parametrami mozemy stoso-
wa¢ miary weryfikacji jak w modelach liniowych, przy czym w modelach
nieliniowych stosujemy dodatkowo wskaznik §redniego poziomu reszt p:

n el_|

p:lz_

— . (1.7.5)
nia ),

Wskaznik p jest srednim poziomem wartosci bezwzglednych reszt do
warto$ci modelowej okreslonej po estymacji parametrow’".

1.7.2. Zastosowanie funkcji Excela

Ogolnie dostepnym dla studiujacych jak i praktykéw narzedziem do kom-
puterowego wspomagania obliczen z zakresu estymacji jak 1 weryfikacji jed-
noréwnaniowych modeli ekonometrycznych jest program Excel z dodatkami
programowymi. Pokazmy zastosowanie jego funkcji na przyktadzie fragmentu
bazy danych dotyczacej stopy bezrobocia w 50 powiatach, pozyskanej z inter-
netu na stronie www [kufel.torun.pl]®. Zbiér ,powiaty.gdt” obejmuje 380
rekordow (obserwacji) dla 42 zmiennych objasniajacych i zmiennej objasnia-
nej ,,bezrobot”. Procedura wyltonienia podzbioru z zastosowaniem menu pro-
gramu GRETL jest nastgpujaca:

— menu (Proba/Zakres proby), startowa obserwacja: 1, koncowa obserwa-
cja: 50, OK,

— zaznaczenie w strukturze rekordu informacji kopiowanych przez wybor
z weisnigciem klawisza Ctrl,

—menu (Dane/Pokaz wartosci) — pojawia si¢ okno prezentacji danych,

— kopiowanie do bufora,

— wklejenie do arkusza kalkulacyjnego, zastapienie kropek dziesigtnych
przecinkami, wykonanie obramowan i sformatowanie komorek (ustawienie
czcionki, umiejscowienia),

—menu Excela: (Edycja/Kopiwj),

—wstawienie do Worda (Edycja/Wklej) specjalnie jako tekst o formacie rtf.

Tabela 1.7.1 oprocz liczby porzadkowej zawiera skroty 50 powiatow oraz
wybrane informacje:

bezrobot — stopa bezrobocia w powiatach,

regon — liczba jednostek regon na 1 tys. mieszkancow,

% Ibidem, s. 67.
' T.K u fel, Ekonometria. Rozwiqzywanie probleméw..., op.cit.
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lud prod —udziat ludnos$ci w wieku produkcyjnym,

noclegi — liczba miejsc noclegowych na 1 tys. mieszkancow.
a ponadto kolumng ,,bezrobot t” z obliczonymi warto$ciami teoretycznymi
zmiennej objasnianej ,,bezrobot t” 1 kolumng ,,reszta” stanowiaca rdéznicg war-
tosci empirycznej i modelowej.

Do estymacji parametrow oraz krotkiej statystyki opisowej Excel ma
wbudowana funkcj¢ REGLINP, ktorej przyktadowa sktadnia wyglada tak:

=REGLINP(C3:C52;D3:F52;PRAWDA;PRAWDA)

gdzie:

C3:C52 — obszar zmiennej bezrobot,
D3:F52 — obszar zmiennych: regon, lud_prod, noclegi,
PRAWDA - odpowiednio w kolejnosci potwierdzenie wystgpowania stalej, zadania staty-

styki opisowe;j.

Tabela 1.7.1

Dane do oszacowania parametrow uproszczonego

modelu stopy bezrobocia w powiatach

obs

oy
s

bezrobot

regon

lud_prod

noclegi

bezrobot _t

reszta

aleksand

0,23731146

88,77903924

0,61042606

3,88940192

0,177008855

0,060302605

augustow

0,1932204

72,64343743

0,57643522

6,21548128

0,1790033

0,0142171

bartoszy

0,31262608

54,58067822

0,6120593

6,64126293

0,278419895

0,034206185

belchato

0,20068024

78,64737232

0,63906123

2,99502763

0,226923911

-0,02624367

bedzinsk

0,17313645

97,30628446

0,64825293

1,87554627

0,198274027

-0,02513758

bialski

0,15619965

46,96730826

0,55321287

7,48601029

0,193017156

-0,03681751

Biala Po

0,17700602

83,87472787

0,6397655

0,78166515

0,177962109

-0,00095609

bialobrz

0,18572871

83,89281683

0,57444596

6,53555938

0,166993567

0,018735143

Ol x| || n| B~ W]IDN]|~—

bialogar

0,31052263

85,1998515

0,61458978

5,69648971

0,225101535

0,085421095

—_
(e

bialosto

0,13364342

64,52498231

0,58589608

6,35716246

0,210257678

-0,07661426

—_
—_

Bialysto

0,1159479

117,2178271

0,65325462

0,26840109

0,150446916

-0,03449902

—_
N

bielski

0,10642451

93,37142468

0,61672618

2,25011053

0,150799068

-0,04437456

—_
W

bielski

0,09712773

68,21023235

0,55115362

8,60218546

0,183633707

-0,08650598

—_
AN

bielsko

0,10666292

139,5591745

0,64588516

0,58683139

0,113854908

-0,00719199

—_
(O]

bierunsk

0,10678335

72,31736085

0,62652837

1,75211136

0,186819713

-0,08003636

—_
(o)}

bieszcza

0,24676314

97,12826486

0,6095605

8,17615698

0,248928781

-0,00216564

—_
3

bilgoraj

0,16447494

59,60548885

0,5809129

4,910425

0,17867209

-0,01419715

—_
[e o]

bochensk

0,11816367

68,91857311

0,58917038

3,04723886

0,145681592

-0,02751792

—_
]

boleslaw

0,19472202

69,72202035

0,6255337

3,34075218

0,219538689

-0,02481667
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cd. tab. 1.7.1

Lp.

obs

bezrobot

regon

Iud prod

noclegi

bezrobot t

reszta

20

braniews

0,29777688

64,96623819

0,60874442

7,91663863

0,283802414

0,013974466

21

brodnick

0,22093662

65,73995956

0,59297202

4,84110723

0,192308658

0,028627962

22

brzeski

0,15175769

62,16931217

0,58637118

2,86409291

0,145472663

0,006285027

23

brzeski

0,23634522

89,93619865

0,61858214

3,16635772

0,17679099

0,05955423

24

brzezins

0,19058114

87,57657278

0,6204583

4,10332869

0,201840138

-0,011259

25

brzozows

0,25033179

49,42565558

0,57306302

3,59861486

0,151085051

0,099246739

26

buski

0,12205082

65,61599231

0,58515266

7,88272659

0,237452906

-0,11540209

27

bydgoski

0,16613259

83,56451339

0,62552228

3,65509823

0,207827136

-0,04169455

28

Bydgoszc

0,11421966

124,3337543

0,64257658

0,33686881

0,122308407

-0,00808875

29

Bytom

0,18391673

78,9212288

0,64397239

0,30109574

0,182899337

0,001017393

30

bytowski

0,31625195

74,80928226

0,60377308

7,79512987

0,259251651

0,057000299

31

Chelm

0,17973059

84,77036521

0,64336933

0,64013238

0,180870911

-0,00114032

32

chelmins

0,22705399

63,06622246

0,6110624

4,34274359

0,220341623

0,006712367

33

chelmski

0,19664897

37,77596513

0,56698715

7,73838974

0,236034024

-0,03938505

34

chodzies

0,20626996

90,10649924

0,62630981

3,7285448

0,202321484

0,003948476

35

chojnick

0,25012773

74,66068374

0,60446054

3,40982296

0,174464524

0,075663206

36

Chorzow

0,18373607

83,68835418

0,62929007

0,43198937

0,151410822

0,032325248

37

choszcze

0,28483623

67,9078436

0,61360933

7,93877389

0,289686646

-0,00485042

38

chrzanow

0,1449684

79,43983145

0,62816024

1,75517412

0,180784517

-0,03581612

39

ciechano

0,1929599

77,26678291

0,607051

3,84699215

0,184624974

0,008334926

40

cieszyns

0,12057551

104,863689

0,62279219

2,1682075

0,145877732

-0,02530222

41

czarnkow

0,22369401

72,7488593

0,61686377

3,50591303

0,20240002

0,02129399

42

Czestoch

0,14663569

107,3946464

0,64624578

0,50329429

0,154431067

-0,00779538

43

czestoch

0,14817528

64,41460971

0,6023592

3,81314755

0,19163701

-0,04346173

44

czluchow

0,31031876

76,28742726

0,61792992

7,62171001

0,280840003

0,029478757

45

Dabrowa

0,18608169

95,18910741

0,6784947

0,69213313

0,23520656

-0,04912487

46

dabrowsk

0,1968168

43,99595676

0,58537923

4,60175778

0,201245068

-0,00442827

47

debicki

0,18682969

54,57289786

0,59657772

2,61297614

0,169741581

0,017088109

48

drawski

0,29538973

91,06803368

0,61712385

6,45539109

0,237272872

0,058116858

49

dzialdow

0,28138653

56,85883481

0,60242963

4,69332765

0,218846243

0,062540287

50

dzierzon

0,22868148

93,47332205

0,61790746

1,99138004

0,147822057

0,080859423

716 d 1 o: Opracowanie whasne na podstawie pliku [powiaty.gdt]; T. K u f e 1, Ekono-
metria. Rozwiqzywanie problemow z wykorzystaniem programu GRETL, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2007.
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Zastosowanie REGLINP dato nastgpujace wyniki:

Tabela 1.7.2

Parametry oraz statystyka opisowa modelu stopy bezrobocia w powiatach

as a a Ao

0,0196761 | 1,9008 |[-0,00129131(-0,945176 | parametry

0.00373272| 0425549 [0,000474643| 0251316 | Plad standardowy oszacowania

parametrow
0,450304 | 0,047332 R% S,
12,5609 46 F; iss
0,08442122| 0,103055 ESS; RSS

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.
gdzie:
R — wspotezynnik determinacii,
S, — odchylenie standardowe reszt,
F — statystyka Fishera,
iss — 1lo$¢ stopni swobody (n —m — 1),
ESS — wyjasniona przez model suma kwadratow,
RSS — resztowa suma kwadratow.

Tak wigc model liniowy jest nastgpujacy:

Y =-0,945176 — 0,00129131 - (regon) +1,9008 - (lud_prod) + 0,0196761 - (noclegi).
Opcja Excela (Narzedzia/Analiza danych/Lista narzedzi statystycznych)
umozliwia okreslenie migdzy innymi:
— korelacji, kowariancji,
— statystyki opisowej, histogramu, regresji.

Korelacja
Tabela 1.7.3
Macierz symetryczna wspotczynnikow korelacji
Zmienne bezrobot regon lud_prod noclegi
bezrobot 1
regon -0,273055 1
lud_prod -0,042493 0,701364 1
noclegi 0,458887 -0,52811 -0,69885 1

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Kowariancja

Tabela 1.74
Macierz symetryczna wspolczynnikow kowariancji
Zmienne bezrobot regon lud_prod noclegi
bezrobot 0,003826
regon -0,338496 401,658397
lud_prod -0,000070 0,373030 0,000704
noclegi 0,072086 -26,879798 -0,047101 6,449715

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Statystyka opisowa

Przyktad dotyczy zmiennej objasnianej ,,.bezrobot”. Wprowadzamy do
okna dialogowego nastepujace informacje:

— zakres wejsciowy Y: $C$2:$C$52; tytuly w pierwszym wierszu,

— statystyka podsumowujaca; zapis w nowym arkuszu,

— poziom ufnosci — 95%,

—najwigksza oraz najmniejsza warto$¢ zmiennej.
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Tabela 1.7.5

Statystyka opisowa zmiennej Y ,, Stopa bezrobocia w powiatach”
bezrobot

Srednia arytmetyczna 0,195567
Btad standardowy $redniej 0,008748
Mediana 0,188705
Odchylenie standardowe 0,061855
Wariancja probki 0,003826
Kurtoza -0,654921
Sko$nos¢ 0,386007
Zakres 0,219124
Suma warto$ci obserwacji 9,778363
Licznik (ilo$¢ obserwacji) 50
Najwigksza wartos¢ 0,316252
Najmniejsza wartos¢ 0,097128
Poziom 0,017579

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.



W tabeli 1.7.5 odchylenie standardowe jest pierwiastkiem z wariancji.
Mediana jest wartoscia srodkowa stopy bezrobocia z 50 obserwacji. Wspot-
czynnik kurtozy okreslony w statystyce opisowej jako kurtoza jest miara pta-
skosci rozktadu wartosci zmiennej Y 1 okreslany wedlug wzoru podanego
w Excelu jako:

_ n(n+1) & -OY| 3-1y

Wspotczynnik skosnosci (sko$nos¢) wyraza odchylenie rozktadu wzgle-
dem pionu okre$lonego przez $rednia. Program Excel oblicza go wedhug
wzoru:

_ n(n+1) (?C_,-—?_C)3
k_(n—l)(n—2)z( 5 J (1.7.7)

Natomiast wedtug K. Jajugi® klasyczny wspotczynnik asymetrii (sko$no-
$ci) okreslony jest wedtug zaleznosci:

1n-Y (x,~%)
S, = - .

Z tabeli 1.7.5 wynika, ze procent popetnienia btedu jest mniejszy od po-
ziomu istotnosci wyrazonego procentowo jako a = 5%, gdyz wynosi 1,76 %.

Histogram

Skorzystanie z opcji (Histogram) umozliwia wstgpne zorientowanie si¢ co
do rozktadu normalnego reszt 49 obserwacji. Obliczone zostaja czegstosci wy-
stgpowania wartosci e = y — y w okreslonych przedziatach oraz podany jest
wykres Pareto.

80 K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit., rozdz. 1.4.
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Tabela 1.7.6

Czestos¢ wystegpowania wartosci reszt oraz wykres Pareto

Zbior danych (koszyk) Czgstosé Laczna wartos¢ [%]
-0,115 1 2,04
-0,085 1 4,08
-0,054 2 8,16
-0,023 13 34,69
0,007 14 63,27
0,038 10 83,67
0,069 4 91,84
Wigcej 4 100,00

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

16 — 1.2
147 — ] +1,0
12+

o 10 + - T08

‘%‘y 8+ bt +06

= 67 ):(/ + 04
4,,

0 T t t t t — 1 0,0

-0,115 -0,085 -0,054 -0,023 0,007 0,038 0,069 Wiecej

[przedziaty] [czestosc
== tgczna wartos¢ [%)]

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wiasne w Excelu.

Wykres 1.7.1. Histogram reszt

Regresja

Do okna dialogowego w Excelu wprowadzamy nastgpujace informacje:

— zakres wejsciowy V: $C$3:$3C$52,

— zakres wejsciowy X: $D$3:$F$52,

— poziom ufnosci — 95%,

— wyjscie na nowy arkusz,

— skfadniki resztowe, a w tym standaryzowane sktadniki resztowe; rozktad
reszt.
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W wyniku otrzymujemy raport podsumowujacy, ktorego dane zamiesz-
czono w tab. 1.7.7-1.7.10.

Tabela 1.7.7
Statystyka opisowa regresji liniowej
Wielokrotno$¢ R 0,671047
R 0,450304
Dopasowany wspotczynnik determinacji R 0,414454
Odchylenie standardowe reszt (.S,) 0,0473321
Obserwacje n 50

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

W tabeli 1.7.7 wielokrotno$¢ R to oméwiony wezesniej wspdtczynnik ko-
relacji wielorakiej R,,. Dopasowany wspdtczynnik determinacji (R?) jest sko-
rygowanym o liczbg stopni swobody wspotczynnikiem determinacji i wyzna-
czany jest wedlug wzoru:

. z (j/ i )_/ )2
2= 1f=1 - : (1.7.8)
P Z‘ (v, =)
bR =1-""L_py.
n—2
Tabela 1.7.8
Analiza wariancji
Odniesienia df SS MS F Istotno$¢ F'
Regresja 3 0,0844 0,0281 12,5609 0,000004
Resztkowy 46 0,1031 0,0022
Razem 49 0,1875
gdzie:

df — ilos¢ stopni swobody w odniesieniu do obliczania MS (m = 3 — ilo$¢ zmiennych obja-
$niajacych, 46 =50 —m — 1),

SS — suma kwadratow, przy czym:

regresja — ESS w REGLINP estymowana suma kwadratow, a resztowy — RSS:

ESS:Zn:(ﬁi—f;)z. (1.7.9)

i=l1
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RSS:Zn:(j/i—)_;i)z. (1.7.10)

i=l1

MS — $rednie z sum kwadratow obliczane jako MS = SS/df,
F — statyka Fishera okreslona dla facznej oceny parametréw modelu,
Istotno$¢ F'— prawdopodobienstwo bledu oszacowania F.

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Tabela 1.7.9
Whnioskowanie statystyczne
Odniesienia Wspotczynniki Blad standardowy t-Stat Wartosc-p
Przecigcie -0,945176 0,251316 -3,7609 0,000477
Zmienna 1 -0,00129131 0,000474643 -2,7206 0,009167
Zmienna 2 1,9008 0,425549 4,4667 0,00005
Zmienna 3 0,0196761 0,00373272 52712 0,000004

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Poniewaz nie podano w programie nazw zmiennych tylko obszary ich
wartosci, system nadat nazwy umowne: Przecigcie, Zmiennal, Zmienna?2,
Zmienna3. W tabeli 1.7.9 wspotczynniki odpowiadaja parametrom modelu,
a ich wartosci oraz bledy standardowe oszacowania ay, a1, @z, a3 sa identyczne
jak otrzymane funkcja REGLINP (tab. 1.7.2). Statystyki #-Stat odpowiadaja
wcezesniej omowionym otrzymanym z testu #-Studenta, stosowanym przy ba-
daniu istotnosci statystycznej okreslonej zmiennej X; w modelu ekonome-
trycznym z prawdopodobienstwem popehienia btgdu okreslonym w kolumnie
Wartosé-p.

Kolejna tabela 1.7.10 zawiera reszty, ktdre program oblicza automatycz-
nie na podstawie oszacowanych wspotczynnikéw (parametrow) modelu.
W tabeli 1.7.10 wprowadzono dodatkowo kolumne¢ Standaryzacja reszt. Stan-
daryzacje reszt przeprowadzono wedtug wzoru analogicznego do (1.4.4):

Z. :—(ei _E),
' S

e

(1.7.11)

gdzie:

e; — kolejne wartosci reszt obserwacji 1-50,

‘e — §rednia arytmetyczna reszt wynoszaca 0,0000025 (w przyblizeniu zero),

S, — odchylenie standardowe reszt (obliczone w tym przyktadzie dla n = 50 obserwacji).
Odchylenie standardowe populacji n = 50 obserwacji wynosi 0,045399439.

Majac okreslony wspolczynnik determinacji (R”)= 0,450304 oraz warto$¢
$rednig zmiennej objasnianej Y (tab. 1.7.5), ktéra wynosi 0,195567, mozemy
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obliczy¢ dalsze pomocnicze miary dopasowania modelu do danych rzeczywi-

stych:

— wspolczynnik zbieznosci: & =1-R=1- 0,450304 = 0,549696,
—wsp6tezynnik wyrazistosci W =S, /y =0,0473321/0,195567 =0,242031.

Tabela 1.7.10

Sktadniki resztowe 50 obserwacji

~

Obserwacje Y Reszta Standaryzacja reszt
1 0,177011406 0,060300054 1,328205901
2 0,179005575 0,014214825 0,313100216
3 0,27842227 0,03420381 0,753391652
4 0,226926608 -0,026246368 -0,578126502
5 0,198276844 -0,025140394 -0,553765538
6 0,193019235 -0,036819585 -0,811019609
7 0,177964923 -0,000958903 -0,021127004
8 0,166995835 0,018732875 0,412617956
9 0,225104011 0,085418619 1,88148508

10 0,210259973 -0,076616553 -1,687615642
11 0,15044986 -0,03450196 -0,759969986
12 0,150801731 -0,044377221 -0,977489418
13 0,183635756 -0,086508026 -1,905492184
14 0,113857839 -0,007194919 -0,158485886
15 0,186822408 -0,080039058 -1,763002146
16 0,248931136 -0,002167996 -0,047759329
17 0,178674426 -0,014199486 -0,312773397
18 0,145684066 -0,027520396 -0,606189127
19 0,2195413 -0,02481928 -0,546692459
20 0,28380473 0,01397215 0,30775489
21 0,192311057 0,028625563 0,630521267
22 0,145475123 0,006282567 0,138378705
23 0,176793611 0,059551609 1,311720114
24 0,201842719 -0,011261579 -0,248060982
25 0,151087402 0,099244388 2,1860212
26 0,237455126 -0,115404306 -2,541981987
27 0,207829753 -0,041697163 -0,918456588
28 0,122311315 -0,008091655 -0,178238008
29 0,182902184 0,001014546 0,02234158
30 0,259253967 0,056997983 1,255472163
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cd. tab.1.7.10

~

Obserwacje Y Reszta Standaryzacja reszt
31 0,180873748 -0,001143158 -0,025185528
32 0,220341623 0,006712367 0,147845785
33 0,236034024 -0,039385054 -0,867528432
34 0,202321484 0,003948476 0,086966392
35 0,174464524 0,075663206 1,666605483
36 0,151410822 0,032325248 0,712013123
37 0,289688985 -0,004852755 -0,106895727
38 0,18078723 -0,03581883 -0,788976274
39 0,184627495 0,008332405 0,183529881
40 0,145880441 -0,025304931 -0,557389737
41 0,202402592 0,021291418 0,46897423
42 0,154433956 -0,007798266 -0,171775619
43 0,191639495 -0,043464215 -0,957378911
44 0,280842387 0,029476373 0,649261797
45 0,235209556 -0,049127866 -1,082130474
46 0,201247414 -0,004430614 -0,097597345
47 0,169744085 0,017085605 0,376334037
48 0,237275332 0,058114398 1,280063109
49 0,218848675 0,062537855 1,377497285
50 0,147824737 0,080856743 1,781001992

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

1.7.3. Dalsze badania modelu ekonometrycznego (w Excelu)

a) Autokorelacja sktadnika resztowego
Stosujemy statystyke Durbina-Watsona, podana w publikacji J. Dziech-
ciarza, ktora jest analogiczna do wzoru (1.1.19)°':

i (eHl - et)

DW =4
n
2
2
=1
gdzie:
¢,—reszta dla obserwacji zmiennej objasnianej w okresie .

81 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit.
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Procedura postgpowania jest nastgpujaca:

— dla poszczeg6lnych obserwacji wyznaczamy wartosci DWW,

— dla przyjetego poziomu istotnosci, np. oo = 0,05, przy danym # 1 ilosci
zmiennych & = m + 1 odczytujemy z tablicy rozktadu statystyki Durbina-
-Watsona wartosci krytyczne d, oraz dy,

— sprawdzamy, czy:

DW < dp, jesli tak, to odrzucamy hipotez¢ zerowa Hy o braku autokore-
lacji na rzecz hipotezy alternatywnej H; o dodatniej autokorelacji,

DW > d; — brak jest podstaw do odrzucenia Hy,

d; < DW < dy—nie podejmujemy Zadnej decyzji.

b) Heteroscedastyczno$¢

Stosowanie KMNK zaktada stalo$¢ wariancji sktadnika losowego (reszty)
w czasie. Jednakze w modelach praktycznie stosowanych wariancje maja ten-
dencje¢ wzrostowa lub malejaca. Do zbadania tego zjawiska shuzy test Goldfel-
da i Quandta, a postepowanie w tym zakresie jest przyktadowo nastepujace®:

— dzielimy n obserwacji intuicyjnie wedtug uktadu wektora reszt otrzyma-
nego KMNK na dwie grupy: ny, ny,

— szacujemy wektory parametrow KMNK oddzielnie dla kazdej grupy
okreslonej jako 41 B,

— okreslamy wariancje dla grup oraz statystyke, korzystajac ze wzorow,
ktore sa analogiczne do 1.1.21, 1.1.22, przy czym m = k:

2 2
2¢ 2.€ S’
2 ~ 2 i<B F =—1
Sl :L, Sz =1 e—Sz,
n—m-—1 n,—m-1 2

— odczytujemy F, z tablicy rozktadu F dla ilosci stopni n; —m — 1 w licz-
niku oraz n, — m— 1 w mianowniku na poziomie istotnosci a, np. 0,05,
— sprawdzamy, czy F, > F,, jesli tak, to odrzucamy hipotezg zerowa H,
réwnosci wariancji kazdej z grup na rzecz hipotezy alternatywnej H:
H, :012 :022, H, :(712 > 022.

Jezeli H, jest postaci jak nizej, stosujemy statystyke odwrotna:
2 2 —
H o0/ <o,, F,=—=.

1 odrzucamy Hy, jesli F, > F

a(ny—m—=1,n—m-1)*

%2 Ibidem.
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¢) Normalno$¢ rozktadu sktadnika losowego (wyrazonego przez reszty)

Jesli proba jest mata (n < 30), to przeprowadzamy test Hellwiga w sposdb
nastepujacy:

— szacujemy odchylenie standardowe S dla ciagu e, reszt kolejnych obser-
wacji i dokonujemy ich standaryzacji, wedlug analogicznych wzoréw (1.1.9),
(1.1.10):

(We wzorze na e/ przyjmuje si¢ warto$¢ $redniej reszt rdwna zero oraz traktuje si¢
ciag reszt jako ,,populacj¢” do obliczenia odchylenia standardowego. Jest to zbiezne
z obliczeniem wartosci standaryzowanych reszt zamieszczonych w tabeli 1.7.10).

— sortujemy narastajaco zestandaryzowane reszty i okreslamy dla nich, na
podstawie tablicy rozktadu normalnego, wartosci dystrybuanty,

— dzielimy odcinek mozliwych wartosci dystrybuanty [0; 1] na cele, czyli
rowne czgsci 1 okreslamy liczbe K cel, w ktorych nie ma zadnej wartosci,

— odczytujemy z tablicy testu Hellwiga dla poziomu istotnosci o = 0,05
wartosci krytyczne K oraz K3,

— sprawdzamy hipotezg zerowa H: reszty maja rozklad normalny, gdy
K; < K < K,,to nie ma podstaw na odrzucenie hipotezy zerowe;.

Dla duzych préb zmienna losowa K ma asymptotycznie rozktad Poissona
z parametrem A i wedtug propozycji podanej w publikacji J. Dziechciarza®
stosujemy test A lub test Kotomogorowa o statystyce testowej dla maksymal-
nej rdznicy:

D, =sup|F, (x) - Fy(x), (1.7.12)

dzie:

)% = e, F(x) — dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,S),

F,(x) — dystrybuanta empiryczna z proby.

Procedura postgpowania z przeprowadzeniem testu Kotomogorowa ze
statystyka A , w ktorej mozemy korzysta¢ z wyrazen Excela, jest nastepujaca:

— obliczamy odchylenie standardowe S dla proby »n obserwacji na podsta-
wie podanego wzoru (1.7.12); dokonujemy standaryzacji reszt,

— sortujemy narastajaco reszty, a nast¢pnie okreslamy na podstawie tabli-
cy VI w Aneksie dystrybuanty rozktadu normalnego,

— obliczamy dystrybuanty empiryczne,

% Ibidem.
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— obliczamy roznice:

Fn(ez)_FO(ez)|

1 odczytujemy roéznicg maksymalna, kierujac si¢ wzorem (1.7.12),
— okreslamy warto$¢ obliczeniowa statystyki®*:

A=~InD,, (1.7.13)

— okreslamy warto$¢ krytyczna Ao = Q(4) na podstawie rozdziatu IV oraz
tablicy 48 rozktadu K (y) Kotomogorowa®, przy czym:

O(1)=K(y)=P(nD,<2=y),
— sprawdzamy, czy dla danego poziomu istotnosci, np. o = 0,05,
A=~InD, >4,

co oznacza niewystgpowtanie normalnosci rozkladu reszt i odrzucenie hipote-
Zy Zerowej:
Hy:e~NO,S), (=1, ..., n).

d) Losowos$¢

W zalezno$ci od ilosci obserwacji w probie do badania losowosci reszt
modelu liniowego stosujemy®®:

— test serii (n < 30),

— twierdzenie von Misesa (n >30).

Procedura testu seri:

— przyporzadkowujemy symbole A resztom (e, > 0), a warto$ciom ujem-
nym symbol B (w celu wyeliminowania reszt ujemnych mozemy zwigkszy¢
w Excelu doktadno$¢ obliczen),

— obliczamy empiryczna liczbg serii K, (ciagoéw o jednakowym symbolu),

— odczytujemy z tablicy liczby serii przy tescie dwustronnym K oraz K»,

— sprawdzamy, czy: K; < K, < K, co oznacza potwierdzenie hipotezy ze-
rowej:

Hy : & losowy.

W przypadku duzej proby n > 30 nieuporzadkowanych narastajaco okre-
slamy:

— maksymalna dhugos¢ serii 7 z liczby serii N, o dlugosci » w n doswiad-
czeniach,

% Ibidem, rozdz. 6.5.
8 R.Zielinski, Tablice statystyczne, PWN, Warszawa 1972.
5 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit.
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— obliczamy:

_1-05 o =27 —(2r+1)2""

# 0’5r+1 ?

— szacujemy prawdopodobienstwo pojawienia si¢ serii o dtugosci

(l_nj,um
Y7,

o\n |

P(N,21)=1-0@

— sprawdzamy, czy P(N,> 1) < 0,05 (poziom istotnosci), jesli tak, to brak
podstaw do odrzucenia hipotezy o losowosci reszt.

e) Obserwacje odrdzniajace si¢ od pozostatych — nietypowe, wpltywowe

Interesuja nas skutki oddziatywania okreslonych obserwacji na model
ekonometryczny. Nietypowe cechuja duze reszty, a po ich wyeliminowaniu
nastepuje poprawa wspotczynnika determinaciji (R®), natomiast w przypadku
wplywowych nastgpuje wyrazna zmiana parametréw modelu. Do wykrywania
obserwacji wptywowych stosujemy analiz¢ wykresu rozrzutu obserwacji dla
modelu z jedna zmienna objasniajaca, np. z ,,noclegi”.

0,35
=
o
8 03 o o2 o 2
o o
2
0,25 00

8 C o fo) o o o //'“—_
i 0,2 e o) o o5 o
3 %0 &b _’6-——-0—’
o o o o)
goms = o of——o °
N [e) o] o
L 01 ®o o o—
©
Q.
9 0,05
>,

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

[bezrobot = f |noclegi|]

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.7.2. Wykres punktowy rozrzutu par obserwacji zmiennych
,,bezrobot” i ,,noclegi”

Wplywowe sa obserwacje najbardziej oddalone od linii regresji ,,bezro-

bot” = f(,,noclegi”), przy czym zmienna objasniang jest ,,stopa bezrobocia
w powiatach”.
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Dla wielu zmiennych objasniajacych m modelu ekonometrycznego mamy
nastepujaca liczbe wykresow®’:

(ﬂj_m-(m—l)
2) 2

W dalszej czgSci opieramy si¢ na przyktadzie modelu liniowego stopy
bezrobocia ,,bezrobot” w powiatach o trzech zmiennych objasniajacych:

—regon — liczba jednostek regon na 1 tys. mieszkancow,

—Iud prod — udziat ludnosci w wieku produkcyjnym,

—noclegi — liczba miejsc noclegowych na 1 tys. mieszkancow.

Analize graficzna poszczegélnych zmiennych stosuje si¢ z uwagi na
znaczne odbieganie niektorych obserwacji od pozostatych. Moze by¢ jednak
obserwacja, ktorej wptywowo$¢ mozemy zaobserwowac dopiero w przestrze-
ni wielowymiarowej. Obserwacje wptywowe wykrywane sa przy zastosowa-
niu klasyfikacji wielowymiarowej, np. taksonomii wroctawskiej. Wowczas
obserwacje dzielone sa na klasy, przy czym obserwacje wplywowe przydzie-
lane sa do osobnych klas ze wzgledu na znaczne oddalenie od pozostatych
obserwacji (podrozdz. 1.4.2.4).

Jednak podstawowym narzedziem do wykrywania obserwacji wptywo-
wych jest macierz rzutowania, ktora zalezy tylko od macierzy zmiennych ob-
jasniajacych:

H=XX"X)"X". (1.7.14)
Poniewaz w modelu liniowym ¥y = Xa = X(X"X)"' X"y, tak wiec:

y=Hy=2 Iy,
=1

Wielkos$¢ i-tego elementu 4; gldéwne] przekatnej macierzy H okresla
wplyw i-tej obserwacji na parametry modelu. Korzystamy z nastepujacej for-
mutly, aby zaobserwowac, jak zmienia si¢ wektor parametréw a pod wpltywem
usuniecia z danych i-tej obserwacji o (v, x;)**:

_ e
a@i)=a-(X'X)"'x" ——,
1-h

gdzie:

e;— I-ta reszta obserwacji n okreslona dla obserwacji modelu oszacowanego KMNK,

e/(1-h;) — wspdtczynnik proporcjonalnoscei.

57 Ibidem, rozdz. 6.7.
% Tbidem, wzor 6.15.
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Usunigcie obserwacji, ktorej 4; jest duze, ma wptyw na estymacj¢. W mo-
delach z jedna zmienna objasniajaca elementy gldwnej macierzy H okreslaja,
jak dana obserwacja (y;, x;) r6zni si¢ od $rednie;j:

_—2
h»:l+M

i n n *
—\2
Z (x; =)
=

W metodzie macierzy rzutowania wprowadzono pojgcie ,.kwadrat odle-

glosci Mahalonobisa™®:

MD” =(n-1)(h, —l). (1.7.15)
n

Najmniejsza warto$¢ 4; = 1/n wystgpuje wtedy, gdy obserwacja rowna si¢
Sredniej, natomiast gdy wartosci 4; sa bliskie jednosci, obserwacja jest bardzo
oddalona od $redniej i jednoczesnie od wszystkich innych obserwacji. Zatem
wartosci diagonalne macierzy rzutowania pozwalaja wytoni¢ obserwacije
wplywowe " Skoncentrujmy si¢ jednak na naszym przyktadzie, ktorego pod-
stawa jest plik 50 obserwacji stopy bezrobocia w powiatach. Do takiej bazy
oraz modelu liniowego o trzech zmiennych objasniajacych parametry okreslo-
ne w tabeli 1.7.2 funkcja REGLINP sa nastgpujace:

as | a) | a | ap

0,0196761 ‘ 1,9008 ’ -0,00129131 ‘ -0,945176

Przypomnijmy sobie model liniowy naszego przyktadu:

A

¥ =-0,945176-0,00129131 - (regon) + 1,9008 - (lud_prod) +0,0196761 - (noclegi).

W analitycznym wykrywaniu obserwacji wplywowych metoda macierzy
rzutowania postepowanie jest nastepujace:

— okreslenie 4 *, czyli krytycznego poziomu 4;:
warto$¢ przecigtna #; = m/n = 3/50 = 0,06, przy czym h* = 2(m/n) =
0,12 Iub h* = 3(m/n) = 0,18; przyjmijmy ~*= 0,18,
alternatywnym sposobem jest podzielenie przedziatu [0,1] dla 4; na trzy
czesci informujace o ,,statusie odleglosciowym™ obserwacii:
h; € [1/n; 0,2] bezpieczne,

* Ibidem, wzor 6.19.
" Ibidem. Przyktad 6.15 realizacji graficznej oraz analitycznej wylonienia obserwacji
wptywowych dla modelu z jedna zmienna objasniajaca.
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h; € [0,2; 0,5] ryzykowne,
h; € [0,5; 1] niedopuszczalne,

— wyznaczenie macierzy rzutowania H o wymiarach (50x50), po wcze-
$niejszym okre$leniu ponizszych macierzy z uwzglednieniem zmiennej stalej
tozsamosciowo rownej 1:

X — 0 wymiarach (50x4),
X" — macierzy transponowanej o wymiarach (4x50).
Prace te wykonano w Excelu, korzystajac z funkcji: TRANSPONUJ(...),

Obszary macierzy X oraz X' sa duze i dlatego zamieszczamy tylko ilo-
czyn i odwrotno$é macierzy (X'X), a do innych dziatan podano w nawiasach
obszary macierzy:

X'X - (4x50) - (50x4) = (4x4)
Tabela 1.7.11

Macierz iloczynu X"X

50 3909,075505 30,588462 200,360680
3909,075505 [325 298,687567 2 409,730620 | 14 347,390431
30,588462 2 409,730620 18,747590 120,266571
200,360680 | 14 347,390431 120,2665707 1 118,924083

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

X'X)! > (4x4)
Tabela 1.7.12

Macierz odwrotna (X"X)!

28,192225 0,022077 -47,136638 -0,264898
0,022077 0,000101 -0,049324 0,000059
-47,136638 -0,049324 80,832990 0,384740
-0,264898 0,000059 0,384740 0,006219

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

X(X'X)! (50x4) x (4x4) = (50x4); X(X"X)'x” (50x4) x (4x50) = (50x50).

Otrzymali$my zatem macierz rzutowania o wymiarach (50x50), z zaokra-
gleniem do dwdch miejsc po przecinku. Obserwacje wyeliminowano wedhug
wstgpnego kryterium o /; < 0,10. W wyniku tego dziatania pozostato 14 ob-
serwacji (1-14), w tym dwie o warto$ci 4; > 0,18 (tab. 1.7.13).
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Tabela 1.7.13

Macierz rzutowania

0,11 0,01 |-0,04[-0,03]-0,02|-0,09| 0,04 | 0,10 |-0,01{-0,07| 0,07 | 0,11 | 0,09 | 0,08
0,010,12 0,08 [-0,05 0,12 |-0,04] 0,01 | 0,02 0,09 [-0,03| 0,09 | 0,01 | 0,00 |-0,10
-0,04] 0,08 0,13]0,02 | 0,14 | 0,09 0,08 | 0,00 | 0,04 ] 0,06 | 0,03 | 0,00] 0,01 |-0,10
-0,03[-0,05 0,02 | 0,10 |-0,02| 0,14 | 0,03 |-0,02|-0,03] 0,11 |-0,07|-0,02] 0,00 | 0,06 | 11
-0,02/0,12 0,14 -0,02| 0,18 0,05 0,09 [ 0,02 | 0,06 | 0,03 | 0,06 | 0,01 | 0,02 |-0,13] 13
-0,09]-0,04/ 0,09 | 0,14 | 0,05 [ 0,24 | 0,09 [-0,05[-0,04] 0,19 |-0,10{-0,04|-0,01| 0,00 | 14
0,04 0,01 ]0,08 | 0,03 |0,09]0,09 | 0,17 0,09 |-0,07/ 0,04 | 0,00] 0,10] 0,11 |0,00] 16
0,10 0,02 0,00 {-0,02 0,02 |-0,05] 0,09 | 0,11 |-0,04|-0,05| 0,06 | 0,12 ] 0,11 | 0,06 | 20
-0,01]0,09 | 0,04 |-0,03| 0,06 |-0,04|-0,07{-0,04| 0,13 |-0,01| 0,07 |-0,05|-0,06]-0,06| 25
-0,07]-0,03/ 0,06 | 0,11 [ 0,03 | 0,19 0,04 [-0,05|-0,01] 0,15 |-0,07|-0,04]-0,02] 0,02 | 28
0,07 0,09 0,03 {-0,07 0,06 |-0,10{ 0,00 | 0,06 | 0,07 [-0,07 0,11 | 0,05 | 0,03 |-0,03| 33
0,110,01]0,00 {-0,02| 0,01 |-0,04| 0,10 | 0,12 ]-0,05]-0,04| 0,05 0,13 [ 0,12 | 0,07 | 37
0,09 | 0,00 0,01 0,00 | 0,02]-0,01]0,11|0,11]-0,06]-0,02] 0,03]0,12]0,12|0,07| 44
0,08 |-0,10/-0,10{ 0,06 |-0,13] 0,00 | 0,00 | 0,06 |-0,06| 0,02 |-0,03] 0,07 | 0,07 | 0,19 45

30 6| 8|11 | 1314 16|20]25[28[33]37]44]45

W ostatnim wierszu tabeli podano numery obserwacji, glowna przekatna macierzy jest
macierz od lewego gornego rogu (warto$¢ 0,11 do wartosci 0,19 nad obserwacja 45).

O [0 [ [N | | W [ [—

—
o

Ju—
[

—_
[\

—_
(8]

—_
S

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

— w wyniku przeanalizowania elementow /; > 0,18 gléwnej przekatnej
macierzy H usuwamy i-ta obserwacje o najwigkszym #;; jest nia obserwacja
14.,

— ponowna estymacja parametrow modelu funkcja REGLINP i znowu
badanie jak poprzednio,

—jesli h; < h*, woéwczas konczymy proces iteracyjny eliminacji obserwacji
wplywowych.

Po usunigciu 14. obserwacji z macierzy X i ponownym obliczeniu macie-
rzy rzutowania o wymiarach (49x49), na gtoéwnej przekatnej wystapity dwie
obserwacje (28 oraz 45) o h; = 0,19. Poniewaz maja t¢ sama warto$¢, usuwa-
my je jednoczesnie z macierzy X. Przystapmy w kolejnej iteracji do ponowne-
go obliczenia skorygowanej macierzy rzutowania o wymiarach (47x47).

Pojawity si¢ teraz dwie obserwacje o 4;> 0,18, tj. obserwacja 13. oraz 19.:

13 (h: = 0,21), 16 (h; = 0,19).

Aby przyspieszy¢ obliczenia, usuwamy zaro6wno obserwacj¢ 13., jak i 16.
Uzyskujemy macierz rzutowania, w ktorej dla jednej obserwacji, tj. 6smej,
warto$¢ h; = 0,21. Ze wzgledu na objetos¢ niniejszego materiatu pozostawia-
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my Czytelnikowi dalsze badanie, az do doprowadzenia do warunku #; < 0,18.
Uznajemy jednak, ze w przyblizeniu spelniony jest warunek bezpieczny
h;e [1/n; 0,2] 1 dokonujemy ponownej estymacji modelu liniowego 45 obser-
wacji po trzech iteracjach funkcja REGLINP.

Tabela 1.7.14

Raport z realizacji funkcjq REGLINP

as a a Ao

0,020603 1,724477 -0,000944 -0,864073 | parametry
0,004015 0,505905 0,000623 0,291230 | blad standardowy

0,424877 0,047287 R% S,
10,096372 41 F iss
0,067729 0,091680 ESS; RSS

Z 1 6 dto: Opracowanie wtasne w Excelu.

A teraz przypomnijmy sobie okreslony w tabeli 1.7.2 funkcja REGLINP
model liniowy o nastgpujacych parametrach i statystyce opisowe;.

as a a; Qo
0,0196761 1,9008 |-0,00129131 -0,945176 | parametry
0,00373272 0,425549 0,000474643 0,251316 | blad standardowy
0,450304 0,047332 R% Se
12,5609 46 F;iss
0,08442122 0,103055 ESS; RSS

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wedtug publikacji J. Dziechciarza’': ,,Obserwacje uwaza si¢ za wptywo-
wa, jesli w wyniku [...] usunigcia jej z modelu znacznie zmieniaja si¢ 0szaco-
wane parametry modelu”.

Poréwnanie nieznacznej zmiany wspotezynnika determinacji R* oraz wy-
raznej zmiany parametrow ao, a;, a; przekonuje nas, ze usunigte obserwacje:
14., 28., 45., 13. oraz 16. byly obserwacjami wplywowymi. Punktowa warto$¢
zmiennej objasnianej w kolejnych obserwacjach (powiatach) ukazano na wy-
kresie 1.7.3. Wykres jest tylko orientacja umiejscowienia wartosci stopy bez-
robocia wzgledem $redniej — 0,2. Wpltyw zmiennych objasniajacych na ob-
serwacje uznane za wplywowe nalezy bowiem, jak juz wspomniano, rozpa-
trywa¢ w przestrzeni trjwymiarowe;.

! Ibidem, rozdz. 6.7.
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Z 16 d to: Opracowanie wasne w Excelu.
Wykres 1.7.3. Wykres punktowy zmiennej ,,bezrobot”

Zobaczmy jeszcze umiejscowienie obserwacji uznanych za wptywowe na
wykresie punktowym przykladowej zmiennej objasniajacej ,regon” oraz
zmiennej objasnianej ,,bezrobot”.
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018 9 ° BT
0,16 o ° ~
0,14
0,12
0,10
0,08

35 45 55 65 75 85 95 105 115 125 135
[bezrobot = f (regon)]

Zr 6 d to: Opracowanie wtasne w Excelu.

Wykres 1.7.4. Wykres punktowy obserwacji pary zmiennych
»bezrobot” i ,,regon”
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Przyktad wskazuje na niewystgpowanie wyraznej obserwacji nietypowej,
ktora bytaby znacznie oddalona od innych obserwacji, lecz w przyblizeniu
lezata wzdluz w linii regresji. Natomiast z punktu widzenia jednej zmiennej
objasniajacej wystepuja obserwacje wplywowe (np. 13. o wartosci regon =
68,22), znacznie oddalone rownolegle od linii regresji. Jako ¢wiczenie po-
faczmy linig ciagla na wykresie 1.7.4 otrzymane wczesniej wedhug iteracji,
macierzy rzutowania, obserwacje wyeliminowane, tj. 13., 14., 16., 28., 45.
Nastgpnie sprawdzmy wzrokowo ich wptyw na lini¢ regresji. Jednak nalezy
pamigtac, ze w przestrzeni tréjwymiarowej wptyw na model ekonometryczny
jest inny.

1.7.4. Zastosowanie programu GRETL

Jak juz wspomniano w podrozdz. 1.2.2.1, pakiet GRETL jest bezptatnym,
dostepnym w internecie oprogramowaniem do estymacji i weryfikacji modeli
ekonometrii. Jego zastosowanie zaprezentowane zostanie na przyktadzie nie-
ktorych miar oceny weryfikacji otrzymanego modelu ekonometrycznego.

a) Ocena istotnosci statystycznej parametrow modelu o procedurze:

— okreslenie zmiennych niezaleznych X; (objasniajacych) oraz zmiennej
objasnianej Y,

— zastosowanie testu z-Studenta istotnosci parametru ¢;. Hipoteza zerowa
zaktada brak istotnosci statystycznej danego parametru Hy: [a; = 0], natomiast
hipoteza alternatywna H,: [a; # 0]. Przypomnijmy sobie statystyke, ktora okre-
$lona jest wzorem:

= )]

7 S(a,)’

— oszacowanie parametrow liniowego modelu ekonometrycznego na ba-
zie danych dotyczacych stopy bezrobocia w pigédziesigciu powiatach, lecz
rozszerzonej np. o pie¢ dalszych zmiennych objasniajacych’*:

zatr przem — udziat zatrudnionych w przemysle (sekcja C+D+E+F),
sklep zat — liczba zatrudnionych na 1 sklep,

mieszk new — liczba mieszkan oddanych do uzytku na 1 tys. miesz-
kancow,

ha_urol — udziat uzytkéw rolnych w powierzchni powiatu,

lud 250tys — zmienna (0-1), przy czym 1= miasto o liczbie ludnosci
powyzej 250 tys., 0 — pozostale.

2 [www.kufel.torun.pl], zbiér [powiaty2002.gdt].
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Zmienne objasniajace regon, lud prod, noclegi juz byly w naszej wcze-
$niej omawianej bazie, stosowanej do obliczen w Excelu (tab. 1.7.1).

Po zdefiniowaniu struktury bazy w programie GRETL, korzystamy z me-
nu (Model/Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow) 1 rezultatem jest mo-
del 1 estymacji wraz ze statystyka opisowa dla zmiennej zaleznej ,,bezrobot”,
ktorej fragment podano w tabeli.

Tabela 1.7.15

Model 1 wraz ze statystykq opisowq

Zmienna Wspodtczynnik | Blad stand. Statystyka ¢ Wartos¢ p
const -0,763574 0,285219 -2,6772 0,01063 ok
regon -0,00112881 |0,000533592 -2,1155 0,04051 o
zatr_przem -0,0900188 0,064573 -1,3941 0,17081
sklep zat -0,0512426 0,0330824 -1,5489 0,12908
mieszk _new -0,00520729 | 0,00518114 -1,0050 0,32077
lud_prod 1,91159 0,451284 4,2359 0,00013 ok
ha_urol -0,0299996 0,0495286 -0,6057 0,54805
noclegi 0,0126064 | 0,00492128 2,5616 0,01419 *
lud_250tys -0,0255601 0,0345797 -0,7392 0,46402

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej = 0,195567
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 0,061855
Suma kwadratow reszt = 0,0909375

Blad standardowy reszt = 0,0470955
Wspdlczynnik determinacii (R%) = 0,514938
Skorygowany wspdtczynnik determinacji (R 2) =0,420292
Statystyka F' (8, 41) = 5,44066 (warto$¢ p = 0,000107)

Wylaczajac stata, najwigksza warto$¢ p jest dla zmiennej ha_urol.

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w GRETL.

W tabeli 1.7.15 w celu szybkiej orientacji symbolami gwiazdek program
oznacza parametry istotnie rdzniace si¢ od zera, przy poziomach istotnosci:
1% — **#* 5% — ** 10% — *. Na zakonczenie raportu program proponuje
zmienna do usunigcia, ktdra charakteryzuje si¢ wysokim prawdopodobien-
stwem popetienia biedu p w konstrukcji modelu z ta zmienng oraz niska sta-
tystyka z.

— usunigcie zmiennej ha_urol ze struktury modelu 1 i dokonanie ponow-
nej estymacji, otrzymujac kolejny model 2.
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Model 2 wraz ze statystykq opisowq

Tabela 1.7.16

Zmienna Wspotczynnik | Btad stand. Statystyka ¢ Wartos¢ p
const -0,837147 0,256108 -3,2687 0,00216 oAk
regon -0,00106249 | 0,000518285 -2,0500 0,04664 *E
zatr_przem -0,0911435 0,064058 -1,4228 0,16217
sklep zat -0,0462816 0,0318099 -1,4549 0,15312
mieszk new -0,00578826 | 0,00505306 -1,1455 0,25849
lud_prod 1,97947 0,433837 4,5627 0,00004 oAk
noclegi 0,0130892 | 0,00481956 2,7158 0,00956 R
lud_250 tys -0,0241506 0,0342403 -0,7053 0,48450

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej = 0,195567

Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 0,061855
Suma kwadratow reszt =0,0917513

Btad standardowy reszt = 0,0467392
Wspblczynnik determinacji (R%) = 0,510598
Skorygowany wspotezynnik determinacji (R’ ) =0,429031
Statystyka F' (7, 42) = 6,25986 (warto$¢ p = 4,69e—005)

Wylaczajac stata, najwigksza warto$¢ p jest dla zmiennej lud_250 tys

Z 16 dto: Opracowanie wtasne w GRETL.

— postepujac analogicznie jak w modelu 1, eliminujemy teraz zmienna
lud_250 tys i ponownie szacujemy parametry. Program podpowiada nam
w kolejnych iteracjach modeli wyeliminowanie zmiennych objasniajacych:

model3 — miesz_new,
model4 — zatr_przem,

model5 — sklep_zatr.

Model 6 zawiera wszystkie zmienne lacznie ze stala oznaczone trzema
gwiazdkami. Tak wigc parametry tego modelu, a przez nie zmienne objasnia-
jace, sa statystycznie istotne nawet na poziomie istotnosci 1% 1 nadajq si¢ do
praktycznego wykorzystania, np. do celow prognozowania.
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Model 6 wraz ze statystykq opisowq

Tabela 1.7.17

Zmienna Wspotczynnik | Btad stand. Statystyka ¢ Warto$¢ p
const -0,945176 0,251316 -3,7609 0,00048 oAk
regon -0,00129131 | 0,000474643 -2,7206 0,00917 oAk
lud_prod 1,9008 0,425549 4,4667 0,00005 oAk
noclegi 0,0196761 0,00373272 5,2712 <0,00001 oAk

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej = 0,195567
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 0,061855
Suma kwadratow reszt = 0,103055

Blad standardowy reszt = 0,0473321

Wspotezynnik determinacji (R?) = 0,450304

Skorygowany wspodtczynnik determinacji (R 2) =0,414454
Statystyka F' (3, 46) = 12,5609 (warto$¢ p < 0,00001)

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w GRETL.

Warto zauwazy¢, ze w efekcie naszej analizy parametrow modelu uzyska-
lismy w programie GRETL posta¢ modelu identyczna jak wcze$niej w Exce-
lu.

Y =-0,945176 —0,00129131 - (regon) +1,9008 - (lud_prod) +0,0196761 - (noclegi).

b) Catosciowa ocena przydatnosci modelu

Stosujemy statystyke F, na ktora wzor (1.1.6) mozemy zapisa¢ rdwniez
W postaci:

R*/m
F,, = 2 >
(1-R)/(n—-m-1)

gdzie:
R? — wspblczynnik determinacii,
m — ilo$¢ zmiennych objasniajacych.
Hipoteza zerowa zaklada nieistotno$¢ statystyczna kazdego z parametrow
modelu:
Hy:o,=a,=..=a, =0.

Do naszego modelu 6 przyjmijmy poziom istotnosci o = 0,05, m =3, n —
m—1=150—-3—1=46. Statystyka Fishera, czyli F,,;; podana w tabeli 1.7.17,
przy bardzo matym prawdopodobienstwie btgdu p wynosi:

F(3:46) =12,5600.
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Tak wigc kierujac si¢ tylko p, uznajemy wszystkie zmienne modelu 6 jako
istotne statystycznie. Innym sposobem jest poréwnanie F,; z warto$cia kry-
tyczna wyznaczong z tablicy V wartosci krytycznych rozktadu F (a, 7, r2),
ktora wynosi F* = 2,81. Poniewaz F,; > F*, to odrzucamy hipotez¢ zerowa
0 nieistotnosci catego zestawu parametrow modelu.

¢) Ocena stopnia dopasowania modelu

Na podstawie statystyki opisowej dotaczonej do modelu 6 (tabela 1.7.17)
mozemy wstepnie okresli¢ dopasowanie modelu do danych rzeczywistych,
stosujac miary:

— blad standardowy reszt S, = 0,0473321, $rednia arytmetyczna zmiennej
zaleznej y =0,195567,

— wspOlczynnik zmiennosci resztowej, przy czym 10% jest przyjeta war-
toscia graniczna:

%.100_ 0,0473321

V = =
7 0,195567

g 100 =24,2% >V, *=10%,

— wspdlezynnik determinacji R* = 0,450304 oraz pomocniczo wspotczyn-
nik zbieznosci, czyli stopien niewyjasnienia zmiennosci Y przez oszacowany
model 6:

@’ =1-R*=1-0,450304 = 0,549696,

— skorygowany (dopasowany) wspdlczynnik determinacji R*> = R*=
= 0,414454 stosujemy w modelach o rdznej liczbie obserwacji i oszacowanych
parametrach; porownajmy zatem model 1 1 model 6 odpowiednio o o$miu
oraz trzech zmiennych objasniajacych:

R12 =0,420292, R} =0,414454 ; nastapito nieznaczne zmniejszenie,

cho¢ model 6 ma wtasciwie dobrane zmienne objasniajace.

Model 6 o 50 obserwacjach ma R’ réwny 0,450304. Natomiast model

1 z wyeliminowanymi pigcioma obserwacjami wplywowymi, dla kto-

rego R = 0,424877 (tab. 1.7.14), obliczymy nastepujaco:

R’ =1—”—_1(1—R2) = 1—£(1—0,424877) =0,382794.
-m—1 45-3-1

W miareg eliminacji zmiennych nieistotnych oraz obserwacji wplywowych
nastapit nieznaczny spadek skorygowanego wspodtczynnika determinacii.
W tej sytuacji warto si¢ zastanowi¢ nad pobraniem ze zbioru 380-ele-
mentowego ,,stopy bezrobocia w powiatach” liczniejszej proby, np. 100 ob-
serwacji. Pozostawia sig jednak to badanie Czytelnikowi.
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d) Ocena normalnosci sktadnika losowego (reszt)

Powré¢my do modelu 6 i zastosujmy w celu uzycia programu GRETL te-
stu Jarque’a-Bery (JBT) do oceny normalnosci reszt. Hipoteza zerowa zaktada
normalnos$¢ sktadnika resztowego. Statystyke JBT, ktora jest analogiczna do
wzoru 1.1.15, lecz pomija k, okreslana jest wedlug wzoru:

2 )2
Jared 8 K]
6 24

gdzie:

S — sko$nos¢,

K —kurtoza.

Test oparty jest na rozktadzie y* z dwoma stopniami swobody. Mozemy
tez skorzysta¢ z menu (7esty/Test normalnosci rozkladu reszt) w oknie osza-
cowanego modelu 6. Pojawi si¢ wykres stupkowy testu normalnos$ci rozktadu.
Kliknigcie na wykresie powoduje pojawienie si¢ menu, z ktérego wybieramy
(Kopiuj do schowka), aby potem wprowadzi¢ do dokumentu Worda.

Tabela 1.7.18

CzestoS¢ wystepowania reszt dla obserwacji modelu 6

Przedziat Srednia | Liczba | Czestosé [%] | Skumulowana [%]
<0,097517 -0,1154 1 2 2
-0,097517 — -0,061742 -0,07963 3 6 8
-0,061742 — -0,025967 -0,043855 10 20 28
-0,0255967 — -0,0098074 -0,00808 18 36 64
0,0098074 — 0,045582 0,027695 9 18 82
0,045582 — 0,081357 0,06347 7 14 96
>0,081357 0,099244 2 4 100

Test Jarqu'a-Bery — Hj: dystrybuanta empiryczna posiada rozktad normalny: ;((22) =0,45
z wartoscia p = 0,79856.

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w GRETL.

W koncowej uwadze program orzeka o normalnosci rozktadu reszt. Po-
twierdzeniem jest duze prawdopodobienstwo p = 0,798556, co pozwala nam

., . 73 yr . 2 _
przyjac hipotezg zerowa ~. Ponadto warto$¢ krytyczna statystyki y; dla o =
0,05 1 dwoch stopni swobody wedhlug tablicy Il w Aneksie wynosi 5,991.
Okreslona w GRETL-u réwna si¢ 0,45, tak wigc:

3 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit, rozdz. 1.91.
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0,450 < 5,991 i nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

e) Ocena jednorodnosci wariancji skladnika resztowego (heteroskeda-
stycznosci)

Program GRETL do oceny jednorodnosci wariancji sktadnika losowego
proponuje test White’a’. W modelu 6 o 50 obserwacjach i réwnaniu podsta-
WOWYm:

¥ =-0,945176—0,00129131 - (regon) + 1,9008 - (flud_prod) +0,0196761 - (noclegi)

test White’a przyjmuje sprawdzenie istotnosci regresji wyznaczonej dla m = 3
zmiennych objasniajacych modelu, ich kwadratami oraz iloczynami’.
Powstanie rdwnanie pomocnicze wariancji reszt w postaci ogdlnej 9
zmiennych:
2 _ 2
O =0, ftax, +a,x, o x,+a,x, +
2 2
TAX; Xy + O X X3 T QX + O Xy X3 + QX5 TV,

a hipoteza zerowa: parametry modelu pomocniczego sa rowne zero (wariancja
sktadnika resztowego modelu podstawowego jest jednorodna).

Hy:o,=a,=..=a,=0

ma statystyke 7'+ R* o rozkladzie y* zJ = 9 stopniami swobody, przy czym:
T — liczba obserwacji,
R? — wspblczynnik determinacji dla modelu pomocniczego,
J —ilo$¢ zmiennych w réwnaniu pomocniczym wariancji reszt.

Hipoteza alternatywna:
H:=a=0,=.=0,%#0,

co najmniej jeden parametr modelu pomocniczego jest r6zny od zera — wa-
riancja sktadnika resztowego modelu podstawowego jest niejednorodna’®.

W przeprowadzeniu testu korzystamy z menu (Zesty/Test heteroskeda-
stycznosci) z okna estymacji modelu 6 po estymacji KMNK. W wynikach
zamiast przecinka wystgpuje kropka dziesigtna. Obraz testu White’a na hetero-
skedastyczno$¢ reszt (zmienno$¢ wariancji resztowej) po wprowadzeniu
w formacie rtf do Worda podano w tab. 1.7.19.

™ M. Osinska (red.), Ekonometria wspélczesna..., op.cit., rozdz. 4.3.4: Badanie jedno-
rodnosci wariancji skladnika losowego.

" T.K u fel, Ekonometria. Rozwigzywanie probleméw..., op.cit., rozdz. 4.3 4.

" T.K ufel, Ekonometria. Rozwigzywanie probleméw..., op.cit.; M. Osinska (red.),
Ekonometria wspolczesna, op.cit.
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Tabela 1.7.19

Parametry modelu pomocniczego ze zmienng zaleznq kwadratow reszt

Zmienna Wspotczynnik < tan}j;?c(iiowy Statystyka ¢ Wartos¢ p
const -0,232181 0,533736 -0,435 0,66589
regon -0,00110049 0,00159292 -0,691 0,49364
lud_prod 0,893611 1,78239 0,501 0,61887
noclegi 0,00681558 0,0134336 0,507 0,614
sq_regon -1,94509E-06 1,84918E-06 -1,052 0,29917
regon_lud pr 0,00230064 0,00285027 0,807 0,42435
regon_nocleg | 5,57372E-06 2,06490E-05 0,270 0,78860
sq_lud_prod -0,868303 1,50452 -0,577 0,56709
lud pr nocleg -0,0114819 0,0221247 -0,519 0,60665
sq_noclegi -1,55966E-05 0,000122828 -0,127 0,89959

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w GRETL.

gdzie:

sq — kwadrat danej zmiennej, a np. regon_lud_prod iloczyn zmiennych.

Wspblczynnik determinacji R*= 0,139724, statystyka testu: 7 R> = 6,986206, z warto$cia
p=7*(9)=0,638556.

Prawdopodobienstwo popetienia biedu (wartos¢ p = 0,638556) wskazu-
je, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, gdyz:

T-R*=50-0,139724 = 6,9862 < 4 (0059 = 16,919.

Wedtug tablicy II na poziomie istotnosci a = 0,05 oraz przy 9 stopniach
swobody warto$¢ krytyczna z° ©005:9) = 16,919. Wystepuje zatem jednorod-
nos$¢ wariancji i wszystkie nietypowe obserwacje poprawnie opisuje model 6.

GRETL ma wbudowane tablice statystyczne. W tym przypadku do reszt
mozemy stosowac¢ menu (Narzedzia/Tablice statystyczne), aby otrzymac war-
to$¢ krytyczna (np. do okreslenia wartosci krytycznej o = 0,05 oraz J = 9).
Pogram posiada réwniez tablice rozktadu normalnego, #-Studenta, F-Fishera
oraz Durbina-Watsona.

f) Ocena liniowosci

Wykorzystanie liniowej analitycznej postaci przykladowego modelu 6
moze stanowi¢ o jego stabosci. Test nieliniowosci White’a sprawdza do posta-
ci logarytmicznej zasadno$¢ zbudowanego modelu liniowego wzgledem pote-
gowego o zmiennych zlogarytmowanych. Hipoteza zerowa Hj: zalezno$¢
liniowa:
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Hy=y,=y,=..=7,=0,

natomiast hipoteza alternatywna H,: nieliniowa.
Rownanie pomocnicze odchylenia standardowego wobec réwnania pod-
stawowego modelu 6 w postaci ogélnej jest nastepujace’ :

O, =a,tox, +o,X, +ax,+yInx, +y,Inx, +y,Inx; +uv,.

W programie GRETL korzystamy z menu (7esty/Test nieliniowosci (lo-
garytmy)) na poziomie oszacowania KMNK modelu 6. Program szacuje we-
dlug metody KMNK parametry pomocniczego rownania regresji z wykorzy-
staniem 50 obserwacji zmiennej zaleznej reszty. Zastosowany jest tu test Whi-
te’a dla nieliniowosci z uzyciem logarytméw trzech zmiennych (1 regon,
1 lud pr, 1 nocleg). Wyniki GRETL-a prezentowane przez ten program
w formie raportu podaje tab. 1.7.20.

Tabela 1.7.20

Parametry modelu pomocniczego ze zmienng zalezng logarytmow
zmiennych reszt

Zmienna Wspotczynnik stan?;?((iiowy Statystyka ¢ Wartos¢ p
const 21,8423 8,81987 2,476 0,01728
regon 0,000668302 0,00188353 0,355 0,72446
lud_prod -23,8385 9,60029 -2,483 0,01700
noclegi -0,00183896 0,00664546 -0,277 0,78332
1 regon -0,0442363 0,145723 -0,304 0,76292
1 lud pr 14,4515 5,80043 2,491 0,01666
1 nocleg 0,00260413 0,0201328 0,129 0,89769

Wspotczynnik determinacji R* = 0,161275, statystyka testu T+ R* przy trzech stopniach
swobody dla logarytméw zmiennych z wartoscia p = 0,0447127.

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w GRETL.

Na poziomie istotnosci np. o = 0,05 1 trzech stopniach swobody wartos§¢
krytyczna y* 005:3) odczytana z tablicy statystycznej 7> w GRETL wynosi
7,815.

Mata warto$¢ prawdopodobienstwa — mniejsza niz o = 0,05 — wskazuje,
ze nalezy odrzuci¢ hipotezg zerowa (posta¢ liniowa). Obliczmy jednak staty-
styke:

""T.K u fel, Ekonometria. Rozwiqzywanie probleméw..., op.cit., rozdz. 4.3.5.
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T -R*=50- 0,161275=18,06375 < }(2(0,05;3): 7,815.

Tak wigc mamy podstawe do odrzucenia postaci liniowej, a zastosowania
postaci potegowej modelu ze zmiennymi zlogarytmowanymi’®.

Na poziomie studiujacych ekonometri¢ zastosowanie mikrokomputera do
weryfikacji modeli ekonometrycznych moze by¢ znacznie szersze niz zapre-
zentowane w niniejszym rozdziale. W tym materiale zwrocono jednak szcze-
golng uwage na zastosowanie arkusza kalkulacyjnego Excel do okreslenia
macierzy rzutowania jako sprawnego narzedzia do wylonienia obserwacji
wplywowych. Godny uwagi jest réwniez sposob usuwania z modelu liniowe-
go nieistotnych zmiennych objasniajacych z zastosowaniem programu
GRETL.

"8 Ibidem, s. 60.
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1.8. Zaleznos¢ miedzy jedng zmienng
objasniang a wieloma zmiennymi
objasniajacymi

Jednoré6wnaniowe modele zaleznosci z wieloma zmiennymi objasniaja-
cymi prezentuja przyktady funkcji, ktérych parametry oszacowano KMNK
w programie Excel po wczesniejszej transformacji liniowej:

a) Funkcja produkc;i:
0=0,06-X"- X,

gdzie:

O —produkcja w tys. zt,

X; — majatek trwaly w tys. 74,
X, — zatrudnienie w osobach.

b) Funkcja popytu na wyrob w, z uwzglednieniem ceny innego produktu z:
ﬁw = 6 : (jw_l,5 : Cz ’ R2 ) DZ’S 4

gdzie:

C,,— cena jednostkowa produktu w,

C, — cena jednostkowa produktu z,

R —wydatki na reklame,
D —przecigtny dochdd na mieszkanca danego regionu.

Do okreslenia postaci analitycznej funkcji liniowej wielu zmiennych obja-
$niajacych przyjmijmy oznaczenia' :

yi (i=1,2, ..., n) — obserwacje zmiennej objasniane;j,
x;— i-ta obserwacja zmiennej objasniajacej X; (j =1, 2, ..., m),

wektor zmienne;j y:

" K. Jajuga (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit., rozdz. 4.4.
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Y
Y2

Vi

Vi

macierz warto$ci zmiennych objasniajacych:

i X X1 Xim
Xo1 Xy Xy Xom
X = ,
X, X, Xy e X,
X, X, e X, e X, |

model ekonometryczny zaleznosci ¥ od zmiennych objasniajacych:
Y=f(X,X,,.,X, )+¢,

gdzie:

&— czynnik losowy,

X1, X, ..., X)) — posta analityczna funkcji, ktora, gdy jest liniowa, zapisujemy jako:
Y=a,+t+a,- X, ta, X, +..+a,-X,.

Wymienione parametry o; podlegaja oszacowaniu w trakcie budowy mo-
delu ekonometrycznego.

1.8.1. Dobér modelu regresiji poprzez obserwacje wykreséw
korelacyjnych

Jesli w wyniku doboru zmiennych objasniajacych najlepszy okaze si¢
model z jedna zmienng lub gdy zjawisko gospodarcze opisywane jest tylko
jedna zmienna, to do sprawdzenia rodzaju regresji postugujemy si¢ wykresem
punktowym, zwanym tez korelacyjnym, ktory mozemy wykona¢ w Excelu.
Jak juz wspomniano w podrozdz. 1.4.1, wykres korelacyjny stosuje si¢ row-
niez w sytuacji funkcji liniowej wielu zmiennych, prezentujac kolejne pary
zmiennych na wykresach.
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Przyktad
Szukamy zaleznosci migdzy eksportem Y [mln USD] a iloscia pracujacych w Pol-
sce X [tys.]. Aby sformutowaé posta¢ analityczna modelu regresji, rozpoczynamy od
wykresu punktowego, dobierajac do niego rozne linie regresji.
Tabela 1.8.1

Dane statystyczne

Y | 27407 31651 36 092 41010 53577 73 781 89 378
X 2 140 2100 2113 2078 2090 2 065 2108

716 d to: Opracowanie wlasne; ,,Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej”,
GUS, Warszawa 2006, s. 54.

87000
82000
77000

72000
67000 y =-395,22x + 880028

62000 R2=0,1748
57000 —

52000 N
47000 ——

42000 -

37000 - ~——
32000 ?

27000 T °

2060 2070 2080 2090 2100 2110 2120 2130 2140
pracujacy przecigtnie w roku [tys.]

eksport [min USD]

Z 1 6 d to: Opracowanie whasne w Excelu.
Wykres 1.8.1. Regresja liniowa. Eksport w Polsce w latach 1999-2005

o
87000

82000
77000
° y =2E+13e 00004X

72000 R?=0,2731
67000

62000 ~~

57000 ~.
52000 ™~
47000 ~._

42000 5

37000

32000 ~

27000 T P

2060 2070 2080 2090 2100 2110 2120 2130 2140
pracujacy przecietnie w roku [tys.]

eksport [mIn USD]

Z 16 d to: Opracowanie wlasne.
Wykres 1.8.2. Regresja wyktadnicza. Eksport w Polsce w latach 1999-2005
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87000 !
82000 y=-0,9346 X3 + 5893,5x2 — 1E+07x+ 9E+09 |

77000 2
72000 R“=0,3573

67000

62000 \
57000 N e
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//
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42000 o} \
37000 O \
32000 T’
27000 T
2060 2070 2080 2090 2100 2110 2120 2130 2140
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Z 1 6 d1o: Opracowanie wilasne.

Wykres 1.8.3. Regresja wielomianowa. Eksport w Polsce w latach 1999-2005

Podano trzy przyklady doboru funkcji regresji. Najlepszy wspotczynnik
dopasowania R’, chociaz weiaz niski, ma regresja wielomianowa. Z powodu
braku danych odnosnie pracujacych we wczesniejszych latach, musimy nasze
badania nad modelem kontynuowa¢ w kolejnych latach, rozszerzajac szeregi
danych.

Przyktad

Mamy wybrane dane statystyczne z tabeli Wazniejsze dane o sytuacji spoleczno-
gospodarczej™. Przyjmijmy, ze budujemy model zaleznosci zmiennej objasnianej ¥ od
trzech zmiennych objasniajacych, ktorych potrzeba zostala wczesniej zweryfikowana:

gdzie:

Y —pozyskanie drewna (grubizny) w hm’,

X, — powierzchnia lasow (stan w dniu 31 XII) w mln ha,

X, — lesisto$¢ (stan w dniu 31 XII) w % (stosunek powierzchni porosnigtej lasami
do ogdlnej powierzchni terenu — stopien zalesienia),

X ,— odnowienia i zalesienia w tys. ha.
Tabela 1.82

Dane statystyczne do modelu pozyskania drewna

Rok | 1946 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 1995 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Xi 65| 69 | 7,7 | 84 | 86 | &7 | 88 | 89 | 89 | 89 | 89 | 89 9 9
X, | 20,8 |22,2 | 24,6 27 27,6 |27.8 28 28,3 | 284 [28,4 |285 |28,6 |28,7 |288
X3 42 | 193 | 172 | 115 [ 953 | 66,8 | 77,8 |63.3 68 | 654 |568 |66,1 |61,7 62

Y | 11,3 |137 | 159 | 18,5 |20,8 |17,6 |20,7 |24,3 26 25 27,1 |28,7 |304 |29,7

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne wedtug ,,Rocznika Statystycznego” 2006.

8 Ibidem, s. 50.
202



A

Okre$lamy model zalezno$ci liniowej ¥ = ay + aiX; + axXo + a3X;, korzystajac

z funkcji REGLINP.

as ‘ a ‘ a | [N

002 | 744 | 177 | 275

A

Y =275-17,7-X,+ 7,44 - X,-0,02 - X;.
Obliczmy wartosci modelowe z powyzszej funkcji i przedstawmy to na wykresie.
Tabela 1.8.3

Obliczenie wartosci modelowych

Y

11,3113,7(159 | 18,5]|20,8 | 17,6 | 20,7 | 24,3 | 26 | 25 |27,1|28,7|30,4|29,7

Y

11,4 (11,3 15,5(22,3 23,6 24 |23,5[243(249| 25 [259]264|255]|26,2

n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 13 14

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

pozyskanie [hm3]

30 BN N — -

—0
y = 6,443 In(t) + 10,528 /$/
28

R?=0,8842
. " Wl
26 Lo ~—

24 r we "
“T“[ﬁﬁ-

20 s
457 NS

18 ’.y o4

.“
N
14 +— /
12
10—

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14

}—

kolejne okresy danych statystycznych (lata) [t] ‘ —O—Y —{1— YA ==mms| 0g. (Y?) ‘

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: ¥ ST

Wykres 1.8.4. Dobrany trend logarytmiczny do danych modelowych.
Pozyskanie drewna (grubizny) w latach 19462005

Na podstawie rozrzutu punktow wartosci modelowych w kolejnych latach

obserwacji mozemy korzystajac z funkcji Excela i sprawdzajac wzrokowo,
dopasowac adekwatny trend. W tym przyktadzie jest nim trend logarytmiczny,
ktory wykazuje dobre dopasowanie danych teoretycznych do empirycznych
(R*=0,3842).
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1.8.2. Mierniki dopasowania modelu

W doborze trendu kierowali$my si¢ wspotczynnikiem determinacji (R?),
ktory jest miara dobroci dopasowania modelu do danych empirycznych. Te-
mat miernikow dopasowania znalazt juz swoje odbicie we wzorach zamiesz-
czonych w rozdziatach 1.1 oraz 1.7. Na potrzeby niniejszego przyktadu przy-
pomnijmy sobie te wzory:

— wspdtezynnik determinacji (R%); wspotczynnik ten w odniesieniu do
modeli z wieloma zmiennymi objasniajacymi rowny jest kwadratowi wspot-
czynnika korelacji wielorakiej (wzor 1.6.6),

Majac dane empiryczne y; z obserwacji, okre§lamy wartos¢ $rednia y
oraz obliczamy warto$ci teoretyczne z modelu .. W tej sytuacji na okreSlenie
wspotczynnika determinacji postugujemy si¢ wzorem (1.1.7):

Z(j}l _)_/)2
RZ — =l
Z(yi _y)z
i=1

— wspdlczynnik zbieznosci, okreslany rowniez jako ¢? (wzor 1.7.3), ktéry
zapisa¢ mozna jako:
@’ =1-R,
— odchylenie standardowe reszt S,, oznaczane rowniez jako S, (wzor
1.6.4), stanowiace pierwiastek z wariancji resztowe;:

S, =4y5%,,

Z(yi_.j}i)z
= L
¢ n—k

gdzie:
k=m+1,
m — ilo§¢ zmiennych objasniajacych modelu.

. . .. . . ’ 1
Wariancje resztowa w wersji macierzowej okre§lamy wedlug wzoru®':

yiy—a' X"y

S*(e) = (1.8.1)

2

n—-m-—1

— wspotczynnik wyrazistosci W [%]); W =(S,/y)-100 (wzor 1.7.4).

81 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit, s. 67, wzor (3.5).
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Przyktad

Obliczam}; mierniki dopasowania: wspélczynnik determinacji (R?), wspodtezynnik
zbieznosci (@), odchylenie standardowe reszt (S,), wspotczynnik wyrazistosci (W) na
podstawie danych w tab. 1.8.4.

Tabela 1.84

Dane modelowe oraz obliczenia pomocnicze

n yi W Ly Pl ety )? | wd=y -yt
1 1.3 114 T17.1 115.7 0,004
2 13.7 13 70.9 17,0 5733
3 15.9 155 38.7 43.9 0.165
4 18.5 22.3 131 0.0 14.140
5 20.8 23.6 17 23 8.026
6 17.6 24.0 20.4 3.5 40,906
7 20.7 235 2.0 18 7.663
8 24.3 24.3 47 46 0,002
9 26.0 24.9 15.0 77 1216
10 25.0 25.0 83 8.0 0.002
11 271 25.9 24.8 14.2 1,455
12 28.7 26.4 433 185 5.162
13 30.4 255 68.5 114 23.974
14 29.7 26.2 574 17.0 11,966
Srednia | 22,1 486, 365.8 120,413

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: v o3,y S,

Wspotczynnik determinacji:
365,8
486,2

R = =0,752.

Wspolczynnik determinacji w 75,2% wyjasnia, w jakim stopniu oszacowany we
wczeéniejszym przykladzie model Y =-27,5-17,7 - X; + 7,44 - X, — 0,02 - X; jest dopa-
sowany do danych z obserwacji.

Wspotczynnik zbieznosci:

@* =1-0,752=0,248.

Wspolczynnik zbieznosci w 24,8% informuje nas, w jakim stopniu zmienna Y nie
jest objasniana przez model.
Wariancja resztowa, odchylenie standardowe reszt oraz wspotczynnik wyrazistosci:

120,413
S? = T, T 120, S =+/12,0413 = 3,47,
3,47
W ==—-100 = 15,7%.
22,1

We wzorze na wariancjg resztowa: n = 14 obserwacji, k=m + 1 =3+ 1=4,m=3,
zmienne objasniajace: Xj, X5, X;.
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S, = 3,47 okresla przecigtna rdznicg miedzy wartoSciami zmiennej objasnianej Y
a warto$ciami okre$lonymi przez model Y.

Wspolczynnik wyrazistosci (15,7%) informuje nas, jaki jest udziat odchylenia stan-
dardowego zmiennej ¥ w stosunku do jej sredniej.

1.8.3. Pytania i zadania

1. Podaj postac i funkcje wspotczynnika zmiennosci.

2. Napisz i objasnij poszczegdlne elementy wzoru na obliczanie wspot-
czynnika korelacji migdzy zmienna objasniana a zmienna objasniajaca.

3. Wymien kolejne etapy w analizie korelacyjne;.

4. Opisz procedurg doboru zmiennych objasniajacych wedlug metody po-
jemnosci no$nikéw informacji.

5. Napisz analogicznie do modeli trendu modele regresji z jedna zmienna
objasniajaca.

6. Przedstaw mierniki dopasowania modelu do danych empirycznych.

7. Do czego 1 w jaki sposob stosujemy test parametryczny Fishera?

1.8.4. Zadania

1. W Polsce spozycie masta [kg] w przeliczeniu na mieszkanca ksztatto-

walo si¢ nastepujaco:
Tabela 1.8.5

Dane statystyczne spozycia masta

Rok [ 1993|1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

Spo-
zycie | 45 | 3,9 | 3,7 | 39 | 43 | 44 | 46 | 42 | 43 | 45 | 4,7 | 44 | 42
Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne wedhug ,,Matych Rocznikéw Statystycznych” z lat
1999-2006; tabele ,,Wazniejsze dane o sytuacji spoteczno-gospodarczej kraju w przeli-
czeniu na mieszkanca”.

Okresl wspotczynnik zmiennosci V;, po wezesniejszym obliczeniu odchy-
lenia standardowego S, 1 warto$ci Sredniej X zmiennej X (spozycie indywidu-
alne masta).

2. Dany jest wektor i macierz wspdtczynnikéw korelacji miedzy trzema
zmiennymi X, Xa, Xi:

0,9 108 0,7
R, ={0,95|, R=[0,8 1 09|
0,8 0,7 0,9 1
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Okresl: macierz rozszerzona R*, wyznaczniki macierzy R* oraz R, wspol-
czynnik korelacji wielorakiej Ry.

3. Okresl wspotczynnik korelacji migdzy zmiennymi Y — eksport w USD

w przeliczeniu na mieszkanca oraz X — import w tych samych jednostkach

réwniez w przeliczeniu na USD, opierajac si¢ na danych tab. 1.8.6 (¢ — kolejne
lata 1985-2005).

Tabela 1.8.6

Dane statystyczne dotyczqce eksportu i importu

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X | 291 | 299 | 288 | 323 | 271 | 250 | 406 | 415 | 490 | 559

Y | 309 | 322 | 324 | 369 | 355 | 376 | 390 | 344 | 368 | 447

t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
X | 753 |1 962 1094|1217 |1188|1266|1301 1442|1781 2303|2664
Y | 593 | 633 | 666 | 730 | 709 | 819 | 934 1073|1403 |1933|2342

Z 1 6dto:,,Male Roczniki Statystyczne” z lat 1999-2005.

Oblicz wspotezynnik korelacji, korzystajac z podanego wzoru (analogia
do wzoru 1.6.12), a nastgpnie alternatywnie zastosuj funkcj¢ Excela
[=WSP.KORELACII(...)].

> (=)0, - )
\/i(x,»—ff DNCE

l"yx=

4. Sposrod zestawow, jakie tworza kombinacje zmiennych X, X, oraz Xj,
wybierz zestaw, w ktérym integralna pojemnos¢ informacji H; = Hyax, Stosujac
metode pojemnosci no$nikow informacji. Przyjmij jako dane wektor Ry oraz
macierz wspotczynnikow korelacji R z zadania drugiego.

5. Sprawdz w Excelu, dobierajac rodzaje linii regresji, czy zamieszczony
model funkcji wielomianowej trzeciego stopnia dla zalezno$ci zmiennej Y
(eksport) od X (import) do danych w zadaniu trzecim jest najlepszy. Jako kry-
terium przyjmij wspotczynnik determinacii R*.
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export [Y]

w0 ]
29220 | ¥ =-9E-08 x *+ 0,0006 x"- 0,2679x + 376,19 //0
1970 1—— R?=0,9931 W
/l
1720 —
1470 «
1220 =
970 =
720 sl
,./OT'-'-ﬁ
470 e
220 12
220 470 720 970 1220 1470 1720 1970 2220 2470
import [ X]

716 d to: Opracowanie wiasne wedtug danych zadania trzeciego.

Wykres 1.8.5. Zalezno$¢ eksportu od importu

6. Oblicz wspotczynnik wyrazistosci modelu liniowego o trzech zmien-
nych objasniajacych do danych stanowiacych fragment tabeli 1.8.4 w zakresie
10 obserwacji y; oraz wartosci modelowej ;.

Tabela 1.8.7
Dane umowne do zadania szostego

n Y; Y,

1 11,3 11,4
2 13,7 11,3
3 15,9 15,5
4 18,5 22,3
5 20,8 23,6
6 17,6 24
7 20,7 23,5
8 243 24,3
9 26 24,9
10 25 25

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.

7. Zastosuj funkcje¢ REGLINP ze statystyka opisowa Excela do okreslenia
modelu liniowego trzech zmiennych Y =ap + a; - X; + ax - X2 + a3 - X5. Na-
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stepnie zbadaj istotnos$¢ calego zestawu zmiennych objasniajacych jak tez po-
szczegoblnych parametréw modelu.

Tabela 1.8.8
Dane umowne do zadania siodmego
i Y X X, X;
1 12 8 12 10
2 10 6 14 12
3 18 11 16 11
4 16 10 18 14
5 12 8 18 10
6 14 10 18 12
7 18 11 20 13
8 20 12 24 12
9 20 12 26 12
10 22 14 26 10

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wilasne.
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1.9. Zagadnienie modeli wielordwnaniowych
z zastosowaniem programu GRETL

1.9.1. Model wieloréwnaniowy

Istnieje wiele modeli ekonometrycznych, a do szacowania ich parametrow
literatura podaje rozne sposoby. Istnieja tez réznorodne programy komputero-
we wspomagajace rozwiazywanie modeli jedno- 1 wielorownaniowych.
Oprocz tradycyjnej juz funkcjonalnosci Excela w zakresie rachunku macie-
rzowego do celow dydaktycznych proponuje si¢ korzystanie z programu
GRETL. Obejmuje on liczne modele ekonometryczne oraz mozna skorzystac¢
z komputerowej estymacji ich parametrow réznymi sposobami. W niniejszym
rozdziale wymieniono te sposoby, ktorych teoretyczne podstawy spotykamy
w pracy G.S. Maddali®*. Ponadto zaprezentowano przyktadowo podwojna
metodg najmniejszych kwadratéw do modeli wielorownaniowych, opierajac
si¢ na rozwazaniu teoretycznym zawartym publikacji Ekonometria. Metody,
przyklady, zadania® oraz pracy T. Kufla®. Przetestowano t¢ metode na pro-
gramie z internetu, w wyniku czego otrzymano procedurg realizacji, jak si¢
wydaje bardzo pomocna dla studiujacych ekonometri¢. Warto zaznaczy¢, ze
program GRETL wersja 1.6.5 jest oprogramowaniem bezptatnym nalezacym
do grupy Open Source.

Model strukturalny wielorownaniowy (bez zmiennych op6znionych
W czasie) w postaci macierzowej jest nastgpujacy:

BY +CX =g,

gdzie:

B — macierz nieosobliwa parametréw przy zmiennych endogenicznych,
C — macierz parametroéw przy zmiennych egzogenicznych,

Y — wektor kolumnowy zmiennych objasnianych,

X —wektor kolumnowy zmiennych objasniajacych,

€ —wektor kolumnowy skiadnikéw losowych.

2G.S.Maddala, Ekonometria..., op.cit.
% J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit.
% T.K ufel, Ekonometria. Rozwiqzywanie..., op.cit.
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Macierza nieosobliwa nazywamy macierz kwadratowa, ktdrej wyznacz-
nik jest rozny od zera®.

1 -b, b, = TCp e TC
b 1 -b -c,, —cC —c
21 ) 21 2 e 2%
B= "1, C= , Y=PX+n.
_bml _bm2 1 _cml _cm2 _cmk

Po pomnozeniu réwnania BY + CX = g przez macierz odwrotna B™' otrzymamy posta¢
zredukowang modelu Y = PX + 1M , w ktorym Y zalezy tylko od zmiennych egzogenicz-
nych X:

gdzie:

P = -B"'C — parametry postaci zredukowane;,

N = B¢ — skladnik losowy postaci zredukowane;.

1.9.2. Model prosty

W tym modelu posta¢ zredukowana jest identyczna ze strukturalna. Ozna-
czajac przez I, macierz jednostkowa zmiennych objasniajacych, otrzymany:

B=1I .

W zbiorze modeli jednorownaniowych w zadnym z nich nie wystepuje
zmienna endogeniczna. Parametry w poszczegolnych roéwnaniach mozemy
okresli¢ niezaleznie od siebie klasyczna metoda najmniejszych kwadratow,
zawarta w programie GRETL. Alternatywnym rozwiazaniem jest zastosowa-
nie funkcji Excela ([TRANSPONUIJ]; [ILOCZYN.MACIERZ]; [MA-
CIERZ.ODW]) do oszacowania parametrow réwnan modelu prostego z za-
leznosci okreslonej wzorem (1.7.1):

a= (XTX)71 yT,

gdzie:

X — macierz zmiennych objasniajacych wraz ze zmienng tozsamosciowo rowna 1, odpo-
wiadajaca stalej w danym rownaniu,

X — ta sama macierz, lecz transponowana,

y— wektor okreslonej zmiennej objasniajace;.

8 Leksykon naukowo-techniczny, WNT, Warszawa 1984.
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1.9.3. Model rekurencyjny

Niech macierz B bedzie macierza trojkatng z zerami nad gléwna przekat-
na majaca jedynki lub dajaca si¢ do takiej postaci sprowadzi€. Poszczegolne
kolumny odpowiadaja rownaniom zmiennych w modelu wieloréwnaniowym.
Przyjmijmy, ze w pierwszym réwnaniu nie wystepuja zmienne endogeniczne
jako zmienne objasniajace, tak wigc parametry tego rOwnania mozna 0szaco-
wa¢ KMNK. W kolejnych rownaniach moga si¢ znajdowa¢ zmienne endoge-
niczne petnigce funkcje zmiennych objasniajacych. Estymacje parametrow
modelu rekurencyjnego przeprowadzamy wedtug procedury:

— obliczenie wartosci teoretycznych y, pierwszego rownania poszcze-
gblnych obserwacji i, po wczesniejszym oszacowaniu parametrow KMNK,
0 czym juz powiedziano,

— zastapienie w macierzach obserwacji zmiennych warto$ci empirycznych
réwnania drugiego wartosciami obliczonymi — teoretycznymi zmiennej obja-
$nianej,

— oszacowanie parametréw réwnania drugiego rowniez KMNK,

— obliczenie wartosci teoretycznych 7, kolejnych obserwacji zmienne;j

Y,

— postgpowanie analogiczne z kolejnymi réwnaniami modelu rekurencyj-
nego.

1.9.4. Przyktad modelu rekurencyjnego

Jak juz wspomniano program GRETL obejmuje m.in. metody ekonome-
tryczne 1 sposoby estymacji parametréw rdwnania (rownan) okreslonego mo-
delu. Polska wersj¢ instalacyjna programu mozna pozyska¢ z internetu pod
adresem [www kufel.torun.pl]. Program pomyslany jest jako pomoc na zajg-
ciach z ekonometrii*®. W konfrontacji obliczen manualnych z szybka realiza-
cja komputerowa zabazowano na danych w publikacji J. Dziechciarza®’ .

Tabela 1.9.1, stanowiaca przeredagowany w Excelu wydruk ze zbioru
GRETL-a (z kropka dziesi¢tna zamiast przecinka), zawiera obserwacje
zmiennych 1 obliczone wartosci wedtug rownan modelu.

Naszym zadaniem jest oszacowanie parametrow modelu trojréwnaniowe-
go, przy czym zmienne endogeniczne to Xj, Xz, X3, z ktorych X, oraz X; sta-
nowia jednoczes$nie zmienne objasniajace. Po przeniesieniu zmiennych endo-
genicznych na lewa strong otrzymamy:

% T. K ufel, Ekonometria. Rozwiqzywanie..., op.cit. (Wstep do wydania drugiego).
%7 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit., przyktad 8.1.
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X, =ax,+a,x, +a,, 1x,—ax,+0x;,=a,x,+a,,

1 0 O

X, =bx, +b,x, +b f 1a s
2o e 0x, +1x,+0x, =bx, +b,x, + by, B = —a, 1 0

X, =X, +CXs +C A
3 1711 275 0° _ —
X, +0x, +1x;, = c,x; + ¢, 0 — 1

Tabela 1.9.1
Obserwacje zmiennych ,, X1 =Xy~ oraz obliczone wartosci ,,XiT”, ,,XoT”,

X T "wedlug rownan modelu

Obser] Rok | X X, X3 | Xq| X5 | Xs X7 X | Xo X,T X4T X3T
1 1970] 112.2) 764| 8621| 331 537] 5389| 4215| 137.6] 3263| 858.359673| 112.288| 9097.0382
2 1971] 131.1] 839| 8666| 348 578] 5186] 4709| 140.4| 3414 878.660583| 133.444| 9169.0946
3 1972) 137.6] 899| 8725| 364 609] 4978] 5200| 136.1] 3487| 898.770352| 149.152| 9177.9566
4 1973] 135.8] 940| 8852| 398| 639] 4779| 5687| 140.7| 3610| 920.088181| 148.191] 9139.1558
5 1974] 139.5] 969| 8950| 427 649] 4306] 6100| 142.7| 3717] 938.179336| 145.001] 9151.4030
6 1975] 143.9] 981| 8974| 468| 622] 4448| 6472| 140.8] 3848| 955.600376| 128.978] 9202.6034
7 1976] 159.5] 1046 9060| 491 582] 4327| 6820| 144.2] 3929| 970.735608| 143.122] 9331.6370
8 1977] 149.7) 1081 9128| 491 538] 4257| 7170| 131.6] 4075] 984.207458| 157.017| 9315.6962
9 1978 143.7) 1070 9199] 485 491] 4217| 7474| 116.1] 4179] 995.454714| 155.692| 9324.8342
10 | 1979] 151.2] 1010] 9252 469 450| 4217| 7708| 107.9] 4224] 1003.250920| 139.984| 9407.3762
11 1980 147.1] 1033| 9315 454| 415] 4260| 7954| 97.5| 4356) 1011.584686| 156.720] 9416.3366
12 | 1981] 133.9] 909] 9355 426 393| 4342] 8188| 100.1] 4136] 1018.472876] 121.688| 9359.7614
13 | 1982] 178.1] 965] 9442 397 381| 4465| 8347 89.4] 4344] 1022.398573| 158.623| 9629.9006
14 | 1983] 194.9] 1026] 9572 370 373| 4327| 8542| 108.1] 4495| 1027.861282| 196.529| 9735.8174
15 | 1984 229.8| 1042] 9728| 350| 375| 4771 8765| 127.6] 4588| 1034.931415| 213.021| 9938.3078
16 | 1985] 246.3] 1071] 9899 341 383| 4928| 9468| 107.1] 4571] 1061.309576] 229.097{10027.3958
17 | 1986] 249.4] 1100] 10000 334 400f 5058 9692 94.3] 4605] 1069.401884| 244.159[10029.5354
18 | 1987| 267.6] 1158] 10129| 343| 422| 5165| 9868| 95.3| 4611| 1076.857312| 262.622|{10115.3906
19 | 1988] 245.3] 1220] 10248| 356 444| 5213] 10031 96.4| 4622]| 1084.115029| 280.645| 9964.0778
20 | 1989| 215.6] 1164] 10313] 378| 463| 5257 10055] 69.6| 4520{ 1086.703509| 247.259| 9772.2566
21 1990| 175.6] 924| 10269| 404| 494] 5301| 9919| 32.8| 4597| 1083.436101| 138.797| 9508.8146
22 | 1991f 125.5| 946] 9936] 428| 549| 5323 9809] 20.9] 4680f 1081.018123] 135.363| 9163.6190
23 | 1992 125.8] 1031] 9770] 496| 607| 5324 10043| 13.3| 4742[ 1095.170441] 134.632| 9110.7398
24 | 1993[ 102.5| 1070] 9605| 584| 660| 5288| 10111| 14.9] 4934| 1104.446613]| 105.499| 8924.3690

X, — liczba wydanych ksiazek i broszur (mln. egz.), X7 — liczba abonentow telewizyjnych (mln),
X, —produkcja papieru (tys. t.), Xs — liczba widzow w kinach (mln),

X;— liczba bibliotek publicznych, Xo— liczba chorych w szpitalach.

X, — liczba studentow (tys.),

X5 — liczba uczniow w szkotach $rednich (tys.),

Xs — liczba uczniow w szkotach podstawowych (tys.),

716 d to: Opracowanie wtasne w GRETL bazujace na warto$ciach obserwacji zmien-
nych w publikacji: J. Dziechciarz (red.) Ekonometria. Metody, przykiady, zadania, Aka-
demia Ekonomiczna, Wroclaw 2003, tab. 8.1.
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Macierz wspoétczynnikow B przy zmiennych endogenicznych po dopro-
wadzeniu do postaci macierzy trojkatnej dolnej (zamiana kolumny drugiej na
pierwsza oraz wiersza pierwszego na drugi) wskazuje na istnienie modelu
rekurencyjnego. Musimy zatem wpierw oszacowaé parametry rownania dru-
giego, bazujac na szeregach 24 obserwacji zmiennych Xi, X7 oraz Xp (réwnej
1) oraz wektorze X, stanowigcym zmienng objasniana.

X, =bx, +b,x, +b,.

W tym miejscu skorzystamy z funkcji estymacji parametréw rownania
KMNK wystepujacej w programie GRETL, przy czym na potrzeby jezyka
skryptowego tego programu zmienne empiryczne zapisano symbolami: X1,
X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9, a zmienne endogeniczne obliczone (teore-
tyczne) jako X1T, X2T, X3T.

Poczatkowa procedura postgpowania jest nastepujaca:

— zainstalowanie pelnej wersji polskiej programu GRETL,

—w menu gléwnym korzystamy z opcji (Plik/Nowy zbior danych),

— majac dane dla kolejnych zmiennych, w oknie dialogowym wpisujemy
liczbg obserwacji 24 (domyslnie 50), OK,

—w oknie (Struktura bazy danych) zaznaczamy opcje (Dane przekrojowe)
i naciskamy przycisk (Naprzod),

— wpisujemy nazw¢ zmiennej (Rok) 1 wprowadzamy dane (lata 1970—
—1993), akceptujac strzatka w dot,

— po wprowadzeniu pelnego szeregu 24 lat naciskamy tylko klawisz (Za-
stosuy),

—w menu danego podokna wybieramy (Zmienna) oraz opcje (Dodaj),

— wpisujemy nowa zmienna X;, wprowadzamy dane, naciskamy (Zasto-
suj),

— postepujemy podobnie z dalszymi zmiennymi X>—Xo, a na zakonczenie
zbioru danych naciskamy klawisz (Zamknij),

—w menu (Plik) wybieramy opcj¢ (Zapisz dane jako) 1 zapisujemy kolej-
no w dwoch formatach:

standardowy plik danych GRETL-a, np. (E4.gd),

bazy danych (E4.bin) z wprowadzeniem nazwy bazy np. (Obserwacje),

— calq pracg z GRETL-em jako sesjg zapisujemy w formie pliku (E4.gretl)
w podkatalogu (GRETL) dysku (D).
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Zaprezentowana ponizej struktura zbioru zapisana zostata na dysku jako
plik tekstowy (E4.txt). Widzimy tu dodatkowo wprowadzone zmienne wyge-
nerowane w postaci szeregow odpowiadajacych okreslonym obserwacjom
zmiennych wchodzacych do trzech rownan rozpatrywanego modelu rekuren-
cyjnego. Zmienne wprowadzamy w nawiasach, parametry zmiennych zapisu-
jemy réwniez w nawiasach z kropka dziesigtna. Cato$¢ poprzedzamy polece-
niem (genr), np. dla X27 — co wida¢ w strukturze zbioru danych przepisanych
z ekranu GRETL-a:

2entX2 7=(0.075668)*(X4)+(0.038491)*(X7)+(671.074)

# Obserwacje 1 —24 n=24

Rok

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

X8

X9

genrX27 (0.075668)*(X4)+(0.038491)*(X7)+(671.074)
genrX17 (0.397263)*(genrX27)~0.507356)*(X4)~(23.2019)
genrX37 (5.83453)*(genrX17)~0.948584)*(X5)+(8953.55)

W procedurze oszacowania parametrow rownan oraz wygenerowania
wartosci teoretycznych, majac zbidr zmiennych, przystepujemy do oszacowa-
nia parametréw rownan, lecz najpierw drugiego, gdyz zawiera tylko zmienne
objasniajace Xy oraz X;.

X, =bx, +b,x, +b,.

Z menu glownego wybieramy (Model) a nastepnie opcje (Klasyczna me-
toda najmniejszych kwadratow). Pojawia si¢ okno dialogowe (Specyfikacja
modelu). Wybieramy jako zmienng zalezna X2 (wedlug symbolizacji sktadni
GRETL-a), a jako zmienne niezalezne: const (stata), X4, X7. Program natych-
miast wyswietla dane z estymacji, podajac dodatkowo statystyke opisowa.

Wyniki zapisujemy jako plik w formacie rf (MS Word) na dysku
(D:\GRETL\EA.rtf).

Dla réwnania drugiego uzyskali$my model liniowy:

£, =0,075668x, +0,038491x, + 671,074,
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Generujemy szereg wartosci teoretyczne dla x,. W tym celu korzystamy
zmenu (Zmienna/Definiowanie nowej zmiennej) i wprowadzamy wczesniej
juz podana formul¢ na wyliczenie zmiennej okreslonej jako X2T. Nastepnie
szacujemy parametry rownania pierwszego rowniez KMNK w GRETL,
wstawiajac zamiast X2wygenerowane wartosci X27:

x, =0,397263x, —0,507356x, —23,2019.

Program numeruje kolejne wygenerowane modele 1 podaje dodatkowo
statystyke opisowa. Przyktadowo dla powyzszego réwnania zmiennej zaleznej
X1 ze zmienng teoretyczna X2T, zmienna objasniajaca X4 oraz stala dla zbioru
danych o 24 obserwacjach otrzymamy wielkos$ci jak w tab. 1.9.2.

Tabela 1.9.2
Model oraz statystyka opisowa zmiennej ,, X1 (wedtug notacji w GRETL)
Zmienna Wspblezynnik Blad standardowy Statystyka ¢
const -23,2019 84,0681 -0,2760
X2T 0,397263 0,080979 4,9058
X4 -0,507356 0,0880348 -5,7631

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej = 168 4,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 48,5454,
Suma kwadratow reszt = 16207,7,

Btad standardowy reszt = 27,7812,

Wspblczynnik determinacji R* = 0,700981,

Skorygowany wspdlczynnik determinacji R*=0,672503.

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne wedtug danych z tab. 1.9.1.

Generujemy, postugujac si¢ symbolami notacji GRETL, szereg wartosci
dla X1, wstawiajac wartosci z szeregow X2T oraz X4 i szacujemy parametry
réwnania trzeciego, wprowadzajac zamiast X1 wartosci szeregu dla X1T oraz
wartosci obserwacji zmiennej objasniajacej X5.

X, =5,83453x, — 0,948584x, +8953,55.

Mozemy dodatkowo (tab. 1.9.1) wygenerowa¢ réwniez wartosci szeregu
zmiennej X37 (oznaczonej w GRETL jako X37).
1.9.5. Model o réwnaniach facznie wspoéizaleznych

W tego typu modelach wéréd zmiennych objasniajacych wystepuja takie,
ktorych nie mozna zastapi¢ wartoSciami teoretycznymi z réwnan wczesniej
oszacowanych KMNK, np.:

216



Yi=a1Y, + axXi + ao, Y, =b1Y1 + boX + b.

Warunkiem estymacji jest identyfikowalno$¢ rownan, czyli kazde rowna-
nie musi by¢ inne niz poprzednie. Stosujemy tu twierdzenie podane w publi-
kacji J. Dziechciarza®:

»,Warunkiem identyfikowalnos$ci danego réwnania modelu m-réwnaniowego jest to, by
macierz A; utworzona ze wspotczynnikéw stojacych przy zmiennych wystepujacych w innych
réwnaniach modelu, a niewystgpujacych w badanym (i-tym) réwnaniu, byta rzgdu m-1. Ponad-
to dane rownanie jest identyfikowalne jednoznacznie, gdy liczba zmiennych wystepujacych
w modelu, a niewystepujacych w badanym réwnaniu jest m-1"".

,»-Rzgdem macierzy nazywamy najwigkszy stopien niezerowego minora tej macierzy, czyli
wyznacznika obliczonego z wybranych wierszy i kolumn tej macielrzy”89

Zastosowanie okreslonej metody estymacji zalezy od badania identyfiko-
walnosci 1 tak, gdy rdwnanie jest identyfikowalne jednoznacznie, stosujemy
jedna z dwoch metod:

—podwojna metodg najmniejszych kwadratow,

— posrednia metode najmniejszych kwadratow.

Rozpatrzmy model o m = 3 réwnaniach tacznie wspoltzaleznych®™ i poda-
nej macierzy (po przeniesieniu elementow na lewq strong rownan):

A

X, =ax, +a,x, +a,, 1 —a O
X, =bx, +b,x, +b,, B=| 0 1 -b
X; =CX, +CyXy +C,, -, 0 1

Zmienne endogeniczne X, Xz, X7 sa jednoczes$nie zmiennymi objasniaja-
cymi. Sprawdzmy zatem identyfikowalno$¢ réwnan poprzez badanie macierzy
A;, obejmujacej np. w rdwnaniu pierwszym zmienne egzogeniczne X3, X7, Xo
z réwnan drugiego i trzeciego, ktore nie wystepuja w rGwnaniu pierwszym

A - -b -b, 0 A - 1 -a, 0 i 0 —g
r 0 1 —, | 2 —c 0 —, | A3 = : 2.
2 ! 2 1 —b1 0

Rzad macierzy A, A,, A; jest drugiego rzedu, czyli réwna sie m — 1°".
Zatem nasze trzy rownania sg identyfikowalne. Aby dana macierz byta dru-

giego rzedu, potrzeba, aby chociaz jeden z wyznacznikdéw — w naszym przy-

** Ibidem, s. 196.

“T.Jurlewicz Z.Skoczylas, Algebra liniowal. Przyklady i zadania..., op.cit.
% J. Dziechciarz (red), Ekonometria. Metody..., op.cit., s. 197.

*'E. N o w ak, Zarys metod ekonometrii. Zbiér zadap..., op.cit.
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kladzie ,,par kolumn” — byt r6zny od zera. Macierze A;, A,, Az warunek ten
spetniaja. Niech k& oznacza liczbg zmiennych, ktdre wystepuja w modelu, a nie
wystepuja w okreslonym rownaniu. Dla m = 3 rownania, w kazdym z réwnan
k = 3. Tak wigc m — 1 <k, co oznacza, ze rdwnania sa niejednoznacznie iden-
tyfikowalne i umozliwia to zastosowanie podwdjnej metody najmniejszych
kwadratéw (2MNK) do estymacji parametrow rownan. Warto nadmienié, ze
metoda ta stosowana jest rowniez w rdwnaniach identyfikowalnych jedno-
znacznie, czyli gdy wystepuje warunek m — 1 = k.

Procedura postepowania w metodzie 2MNK jest nastg¢pujaca:

Nastepuje szacowanie KMNK postaci zredukowanej modelu o rownaniu
macierzowym Y = PX + m, co wyjasniono we wstgpie rozdziatu. W wyniku
otrzymujemy trzy rownania, w ktoérych wystepuje ta sama macierz zmiennych
objasniajacych X. Mozemy szacowa¢ kazde zredukowane roéwnanie osobno,
poniewaz doprowadziliSmy do modelu prostego réwnan, lub przeliczy¢
wszystkie rownania jednocze$nie’>. Macierz transponowana P’ obliczamy
z zaleznoSci:

P’ =(X'X) XY,

gdzie:
X — macierz obserwacji zmiennych egzogenicznych tacznie ze zmienng X, réwna 1
0 wymiarze nxk,
Y — macierz o wymiarze nxm obserwacji zmiennych, endogenicznych.
xll x12 1 yll ylZ ylm pll p12 pml
X, X, .. 1 Y, Y U D, P w. D,
X — 21 22 , Y — 21 22 2 , PT — 12 22 2 )
nl an 1 ynl ynZ ynm xlk x2k pmk

Kolumny macierzy P” odpowiadaja elementom i-tych réwnan postaci
zredukowanej modelu.
Obliczenie wartosci teoretycznych kolejnych zmiennych objasniajacych
rachunkiem macierzowym.
Y =XP'.
Zasadniczo interesuja nas te wartosci teoretyczne zmiennych, ktére w ko-
lejnych réwnaniach wystgpuja jako zmienne objasniajace. Jesli stosujemy

%2 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit., rozdz. 8.6.
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wszystkie warto$ci teoretyczne.

);11 J,>12 j;ylm
Q: y21 y22 yZm ]
j;ynl -)/>n2 J;nm

Majac wartosci teoretyczne zmiennych, mozemy estymowaé parametry
réwnan postaci strukturalnej modelu. W tym wzgledzie stosujemy ponownie
KMNK, budujac macierz X; oraz zastgpujac wartosci obserwacji zmiennych
endogenicznych ich warto$ciami teoretycznymi, pobranymi z odpowiednie;
kolumny macierzy Y . Korzystamy tu ze znanego nam wzoru na wektor ocen
parametrow strukturalnych i-tego rownania modelu, bazujac na wektorze ob-
serwacji zmiennej objasnianej y;.

b, =(X'X,) X'y..

Oceng parametrow przeprowadzamy oddzielnie dla kazdego rdéwnania
postaci strukturalnej, chociaz istnieje mozliwo$¢ zredukowania tego do jedne-
go etapu. Wyjasnienie post¢gpowania w drugim przypadku znajdujemy w pu-
blikacji J. Dziechciarza™.

1.9.6. Przykiad zastosowania podwaéjnej metody
najmniejszych kwadratéw (2MNK) w Excelu

Jednym z powszechnie dostgpnych sposobow estymacji parametrow we-
dhlug 2MNK jest zastosowanie funkcji Excela w zakresie rachunku macierzo-
wego. Przypomnijmy sobie jednak nasz model o rownaniach tacznie wspoliza-
leznych:

A

X, =a,x, +a,x, +a,,
X, =bx, +bx, +b,,
X, =X, +Cy Xy + €.
Widzimy, ze zmiennymi endogenicznymi sa X, X, X7 a egzogenicznymi
X, Xa, Xy oraz Xy = 1. Rozwiazanie oparte na postgpowaniu wedtug przyktadu
w publikacji J. Dziechciarza® jest nastepujace:

% Ibidem, rozdz. 8.7.
% Ibidem, przyktad 8.3.
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Okreslamy macierz X obejmujaca zmienne X3, X4, X9, X0 oraz Y zawie-
rajaca zmienne X1, X2, X7) na podstawie oznaczen GRETL-a wartosci
zmiennych zbioru danych z tab. 1.9.1:

8621 331 3263 1 112,2 764 4215
8666 348 3414 1 131,1 839 4709
9605 584 4934 1 102,5 1070 10111

Transponujemy macierz X, korzystajac z funkcji Excela [TRANSPO-
NUI(...)] poprzedzonej znakiem rGwnosci.

Szacujemy parametry postaci zredukowanej zmiennych X, Xy, Xo, korzy-
stajac ze wzoru:

P' =(X'X)"'X"Y.

Do obliczenia powyzszego wektora uzywamy kolejno nastgpujacych
funkcji Excela:

tora Y,
[MACIERZ.ODWC(...)], wpisujac obszar macierzy uzyskanej z iloczynu
(X'X),

nego dla macierzy odwrotnej (X'X)™ oraz macierzy (X'Y).

W wyniku dziatania uzyskujemy macierz P’, w ktorej kolumnach wyste-
puja trzy rdwnania modelu, a w wierszach parametry odpowiadajace zmien-
nym X3, Xa, Xo.

0,026963 0,1105 1,76378
P - —-0,44326 0,27825 2,3231

0,032775 0,033545 2,0681

—41,860 -291,485  -18380,367

Warto$ci z macierzy P” mozemy zapisaé jako rownania postaci zreduko-
wanej modelu:
£ =0,026963x, —0,44326x, +0,032775x, — 41,860,

%, =0,1105x, —0,27828x, +0,033545x, — 291,485,
£ =1,76378x, +2,3231x, +2,0681x, —18380,367.
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Obliczamy wartosci teoretyczne zmiennych endogenicznych X, Xa, X7
wszystkich obserwacji. W realizacji mikrokomputerowej do obliczenia warto-
$ci teoretycznych korzystamy z funkcji elementarnych Excela.

Tabela 193

Wartosci teoretyczne zmiennych ,, X,”, , X", ,X7”

%, %, 3
150,8182 862,768 4 342,299
149,4452 877,537 4 773,444
146,3365 890,9582 5 065,647
138,7214 918,5804 5 623,007
132,0162 941,0697 6 084,512
118,7833 958,5259 6 493,01
113,562 978,1472 6 865,641
120,1807 990,5593 7 287,52
128,1632 1 000,224 7 613,893
138,1593 1 003,138 7 763,268
150,8333 1010,354 8 112,529
157,1125 999,6023 7 663,053
179,1301 1 008,124 8 179,297
199,5524 1 020,041 8 658,148
215,672 1 034,834 9 079,169
223,7149 1 050,656 9324,71
230,6554 1 061,01 9 556,905
230,3410 19 077,971 9 817,749
228,1478 1 095,108 10 080,59
216,8056 1 104,992 10 035,39
206,6182 1 109,948 10 177,43
189,7215 1 082,612 9 817,499
157,1360 1 085,271 9 810,903
119,9730 1 097,967 10 121,38

Z 16 dto: Napodstawie: J. Dziechciarz (red.) Ekonometria. Metody,
przyktady, zadania, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2003, tab. 8.2.

Okreslamy macierz X; kolejno dla trzech réwnan postaci strukturalnej
modelu o rownaniach lacznie wspoétzaleznych, zastepujac w kazdym réw-
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naniu zmiennej endogenicznej X;, X», X7 wartosci empiryczne obserwacji
warto$ciami teoretycznymi. Nastgpnie obliczamy parametry rdwnan postaci
strukturalnej wedlug KMNK, bazujac na wzorze:

b, =(X'X,) Xy,

przy czym wektorem y; jest szereg obserwacji y; zmiennej objasniane;.

W obliczeniach korzystamy z funkcji Excela w zakresie rachunku macie-
rzowego, otrzymujac w rezultacie pierwsze rownanie trojréwnaniowego mo-
delu zmiennych tacznie wspolzaleznych:

862,768 331 1 % —ak +ax +a,
877,537 348 1

I .| %=0,393%,-0,507x, — 18,69,
10917,967 584 1

— okreslenie réwnania drugiego X, = b %, + bxx7 + by jest analogiczna jak
pierwszego 1 uzyskujemy:
8621  4342,30 1 %, =bR +bx +h,
8666  4773,444 1

x, =0,00089x,+0,039x, + 688,692,
9605 10121,38 1

— okre$lenie macierzy Xs oraz oszacowanie parametrOw rownania trzecie-

go:
150,8182 3263 1
_| 1494452 3414 1 R =ck +ox, +c,
3 b
1199730 4934 . £, =5,770%, +3,624x, —8288,367.

Trzy rownania dla X, X,,%, z oszacowanymi parametrami stanowia okre-
slenie modelu zmiennych Iacznie wspodtzaleznych.

Innym sposobem estymacji parametrow réwnan zaréwno postaci zredu-
kowanej, jak 1 strukturalnej jest zastosowanie funkcji Excela REGLINP
o skfadni:

[REGLINP(zakres wektora Y; zakres macierzy X — bez X,
PRAWDA; FALSZ]
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Stowo PRAWDA oznacza podanie rowniez stalej rownania, a stowo
FALSZ — niegenerowanie statystyki opisowe;.

Oczywiscie mozemy rowniez skorzysta¢ z programu GRETL 1 opcji
(Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow), ktora szczegdtowo przedsta-
wiono w podrozdz. 1.9.4. Program GRETL dysponuje takze funkcja obliczen
bezposrednich podwojnej metody najmniejszych kwadratow. Procedura po-
stgpowania w tym zakresie przedstawiona zostanie w podrozdz. 1.9.7 na przy-
ktadzie réwnan tacznie wspotzaleznych. Warto jednak w tym miejscu wymie-
ni¢ modele, jakimi dysponuje program GRETL, oczywiscie poza klasyczna
metoda najmniejszych kwadratow. Wymienione modele mozna wywotaé
z menu (Model):

— inne liniowe modele:

wazona metoda najmniejszych kwadratow (UMNK),
podwojna metoda najmniejszych kwadratow (2MNK),
MNK wysokiej precyzji,

—modele szeregdw czasowych,

— modele panelowe,

— modele nieliniowe: logitowy, probitowy, tobitowy, Poissona, logistycz-
ny, nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow,

— odporne estymatory:

metoda najmniejszych warto$ci bezwzglednych,
korelacja rang,

—metoda najwigkszej wiarygodnosci,

— metoda momentow GMM,

— model réwnan, wspotzaleznych, a w jego ramach, w zaleznosci od iden-
tyfikowalnosci rownan, nastgpujace sposoby estymacji parametrow:

metoda pozornie niepowiazanych rownan (sur),

potrdjna metoda najmniejszych kwadratow (3sls),

metoda najwigkszej wiarygodnosci z pelna informacja (fiml),
metoda najwigkszej wiarygodnosci z ograniczong informacja (liml),
klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw (ols),

podwojna metoda najmniejszych kwadratow (tsls),

wazona metoda najmniejszych kwadratow (wls).

Podstawy teoretyczne cze$ci z wymienionych sposobow estymacji spoty-
kamy w pracy G. S. Maddali”’, a takze w publikacji J. Dziechciarza™ oraz
w pracy E. Nowaka”’.

% G.S.Maddala, Ekonometria..., op.cit.
% J. Dziechciarz (red), Ekonometria. Metody..., op.cit.
"E.N o w ak, Zarys metod ekonometrii. Zbiér zadap..., op.cit.
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1.9.7. Przykiad zastosowania 2MNK w programie GRETL

Podstawa jest plik danych GUS z lat 1962—-1985 dla Polski, dostgpny
w internecie”®. Plik obejmuje 24 obserwacje dotyczace przemyshu chemiczne-
go scharakteryzowanego dziewigcioma zmiennymi z okreSleniem w nawia-

sach ich pol w strukturze zbioru danych.

Tabela 1.94
Obserwacje zmiennych ,,P,”, ,,Z,”, ,,1I,”

Obserw. | produk |zatrud | inwest | time1 | time2 | time3 |_ E:g(ét:((1_1) _ ;:::53(1_1) _ i':\\x:s::_”
n P; Z Iy t "2 t"3 Py Zi4 I
1 176 301 52 1 1 1 163 280 51
2 185 317 52 2 4 8 176 301 52
3 188 342 53 3 9 27 185 317 52
4 198 356 53 4 16 64 188 342 53
5 199 373 56 5 25 125 198 356 53
6 201 381 59 6 36 216 199 373 56
7 205 407 62 7 49 343 201 381 59
8 211 432 66 8 64 512 205 407 62
9 216 436 70 9 81 729 211 432 66
10 214 438 70 10 100 1000 216 436 70
11 215 440 72 11 121 1331 214 438 70
12 220 444 73 12 144 1728 215 440 72
13 223 460 71 13 169 2197 220 444 73
14 224 480 65 14 196 2744 223 460 71
15 223 475 63 15 225 3375 224 480 65
16 224 483 57 16 256 4 096 223 475 63
17 226 510 59 17 289 4913 224 483 57
18 225 501 60 18 324 5832 226 510 59
19 224 514 61 19 361 6 859 225 501 60
20 226 520 61 20 400 8 000 224 514 61
21 227 524 62 21 441 9 261 226 520 61
22 230 538 65 22 484 10 648 227 524 62
23 232 543 64 23 529 12 167 230 538 65
24 235 560 63 24 576 13824 232 543 64

P,— produkcja (produk),
Z,— zatrudnienie (zatrud),
I,— inwestycje (inwest),
t—zmienna czasowa (timel),
"2 = 2 — zmienna czasowa (time2),
stanowiaca kwadrat zmiennej
CZasowej £,
Z 16 dto: Opracowanie wlasne na podstawie danych [www.kufel.torun.pl].

98[
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"3 = {3 — zmienna czasowa (time3),
P, —produk 1 = produk(-1); przesuniecie szeregu

danych wielkosci produkcji o 1 okres (rok),
7,1 —zatrud_1 = zatrud(-1),
1., —inwest_1 = inwest(-1).



Wartosci danych z GRETL-a po edycji w Excelu podaje tabela 1.9.4. Po-
niewaz wystepuja przesunigcia czasowe w produkcji, zatrudnieniu oraz inwe-
stycjach, dlatego do tych informacji wprowadzono przyktadowe umowne war-
tosci obserwacji pierwszej. W tym wzgledzie skorzystano ze $Sciezki poprawy
zbioru danych (Edycja/Zastosuj/Zamknij).

Wydruk zbioru danych mozna otrzymac¢ bezposrednio z GRETL-a w po-
staci tekstowej poprzez wywotanie menu (Dane/Zaznacz wszystko) (wszystkie
pola); (Dane/Pokaz wartosci/Drukuy).

Realizacja komputerowa w GRETL-u opiera si¢ na modelu wieloréwna-
niowym o réwnaniach tacznie wspolzaleznych wykorzystujacych” niektore
ze zmiennych tab. 1.9.4.

F = ﬂuzz to,+a, b +ol  +é,

ZI = ﬁZ]R + aZO + a2211 + a23]t—1 + 821'

P, 1 Z;to zmienne endogeniczne; P, y, I, I, sa zmiennymi egzogeniczny-
mi; &, oraz &, stanowia reszty poszczegdlnych rownan. Po przeksztalceniu
powyzszy model dwuréwnaniowy mozna zapisa¢ jako BY +CX = &:

|: 1 _ﬂ12:| |:Pr:|+[_alo —a, 0 e 0 :|
_1321 1 Zz —0O 0 0, —Qy —Q,

Majac réwnanie w modelu rownan facznie wspdtzaleznych (chcac dobra¢
odpowiednia metodg estymacji parametrow o przy poszczegolnych zmiennych
egzogenicznych), musimy najpierw sprawdzi¢ warunek identyfikowalno$ci
réwnan G = 2 wedhug macierzy C:

P,

1

£,
&y
[,_ &y

1

t

— dwie zmienne niewystgpujace: [, ¢ (ich parametry w macierzy C maja
wartos¢ zero),
—minimalna liczba zmiennych: G-1=2-1=1.
Jest to wige rownanie identyfikowalne niejednoznacznie'®.
Z

— jedna zmienna P, ; 0 zerowym parametrze.

% T.K u fel, Ekonometria. Rozwiqzywanie probleméw..., op.cit., rozdz. 11.1.
1 Ibidem, s. 151.
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Wystepuje réwno$¢ ilosci zmiennych i oraz minimalnej ilosci, tak wigc
réwnanie drugie jest jednoznacznie identyfikowalne. W tej sytuacji w obu
réwnaniach mozna zastosowa¢ podwojna metod¢ najmniejszych kwadratow
o procedurze realizacji:

— okreslenie zmiennych wspotzaleznych wystepujacych rowniez jako
zmienne objasniajace (P, Z;),

— zastapienie tych zmiennych warto§ciami teoretycznymi:

B; Z,

— szacowanie KMNK parametréw postaci zredukowanej, w ktorej sktad
wchodza cztery zmienne objasniajace (P, I;, 1.1, ) oraz stala (const), czyli
zmienne z gory ustalone.

W odniesieniu do dwdch naszych rownan posta¢ zredukowana jest naste-

pujaca'®’:

F=ry+m, b +7pl, +7,1,  + 7,1,
Z, =T+ B+ Tl + s, + oyt

Wymienione zmienne oraz state sa podstawa okreslenia wartosci teore-
tycznych zmiennych endogenicznych P, Z,, a wigc postuza nam w kolejnej
estymacji do okreslenia postaci strukturalnej rozpatrywanego modelu. Tyle
odniesien teoretycznych, a teraz zastosowanie metody 2MNK w programie
GRETL do modelu dwoch réwnan wspoélzaleznych, co mozna przeprowadzi¢
dwoma sposobami:

a) osobno kazde rownanie,

b) jednoczesnie system rownan.

Opierajac si¢ na opracowaniu T. Kufla™ na fragmentach wydrukéw
komputerowych, przedstawione zostana oba sposoby przetestowane przez
autorow niniejszego opracowania.

102

Ada)
Wybieramy $ciezke z menu (Model/Inne liniowe modele/Podwdjna meto-
da najmniejszych kwadratow (2MNK...))

Specyfikacja pojedynczego rownania dla ,,produk’:

zmienna zalezna — ,,produk”,

zmienne niezalezne (X), domyslnie: ,,const”, ,,zatrud”, ,,produkl”,
Hinwest1”,

01 Ibidem, s. 152.
2T K u fel, Ekonometria. Rozwigzywanie probleméw..., op.cit.
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instrumenty (zmienne objasniajace postaci zredukowanej): ,,const”,
»produk1”, inwest”, ,,inwestl”, ,timel”,

OK (wyswietlane sa wyniki estymacji zmiennej zaleznej endoge-
nicznej ,,produk’ postaci zredukowanej pod okresleniem Model 1).
Zakres informacji dotyczacy tego modelu zamieszczono w tabeli
1.9.5, a pod nia fragment statystyki opisowe;.

Tabela 1.9.5
Model 1
Zmienne Wspotczynnik Btad standardowy Statystyka ¢
(parametr)
const 64,9576 9,07634 7,157
zatrud 0,089998 0,0230224 3,909
produk1 0,452118 0,10279 4,398
Inwest1 0,219223 0,0848503 2,584

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej — 214,458,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej — 15,8772,
Suma kwadratow reszt — 62,2475,

Blad standardowy reszt — 1,76419,

Wspdlczynnik determinacji R> = 0,989264,

Skorygowany wsp6lczynnik determinacji R°=0,987654.

Z 16 d1to: Opracowanie wtasne w GRETL.

Specyfikacja réwnania dla zmiennej endogenicznej ,,zatrud”:
zmienna zalezna — ,,zatrud”,

zmienne niezalezne: ,,const”, ,,produk”, ,.inwest”, ,.inwest1”, ,.time1”,
instrumenty: ,,const”, ,,produk1”, ,,inwest”, ,,inwest1”, ,timel”,

OK (pojawia sig raport z oszacowaniem parametroOw oraz statystyka
opisowa pod nazwa Modelu 2, ktorego fragment zamieszczono w ta-
beli 1.9.6).

Tabela 1.9.6
Model 2

Zmienne Wspolczynnik (parametr) Blad standardowy Statystyka ¢
const -147,971 67,5382 -2,191
produk 2,62417 0,451839 5,808
inwest 1,07858 0,596393 1,809
inwestl -1,56254 0,610357 -2,560
timel 5,07182 0,8482234 5,979
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Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej — 448,958,

Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej — 73,8927,

Suma kwadratow reszt — 886,435,

Blad standardowy reszt — 6,83041,

Wspblczynnik determinacji R> = 0,992943,

Skorygowany wspdlczynnik determinacji R’=0,991457.
Z 16 d1to: Opracowanie wtasne w GRETL.

Po wywotaniu (Plik/Drukuj/OK) otrzymujemy wydruk obu modeli. Pro-
gram GRETL umozliwia takze sporzadzenie wykresow rozrzutu danych
z obserwacji, np. wskazanych kolumn bazy danych, tj.: ,,produk”, ,,zatrud”,
Hnwest” w zaleznosci od okreséw ,timel”. Majac oszacowane parametry
réwnan zmiennej zaleznej ,,produk” czy tez ,,zatrud”, mozemy w GRETL
sporzadzi¢ wykresy:

— empirycznej 1 wyrownywanej warto$ci danej zmienne;,

—reszty regresji dla zmienne;j ,,produk” oraz ,,zatrud”.

Gdy skorzystamy ze $ciezki (Narzedzia/Pokaz dziennik polecen), program
GRETL udostgpni nam wykaz zarejestrowanych komend jezyka skryptowego
tworzonych podczas pracy z menu, np.:

open (C:\Documents and Settings\Dane aplikacji\ GRETLI\ PMNK .gdt),

gnuplot produk zatrud inwest timel,

tsls produk const zatrud produkl inwestl; const produkl
mwest\inwest1 timel,

tsls zatrud const produk inwest inwestl timel; const produkl
inwest\inwest1 timel.

Przy czym symbol tsls oznacza 2MNK, a sktadnia tego polecenia zawiera:

— zmienna endogeniczna,

— stala oraz zmienne objasniajace danego rownania,

— po sredniku — ustalone z géry zmienne modelu.

Program GRETL umozliwia wybor podzbioru polecen (komend) do okre-
slonego tematu, np. estymacji, a w ramach niego opis komendy #s/s.

Adb)

Do estymacji systemu rownan wywotujemy menu (Model/Model rownan
wspotzaleznych). W specyfikacji wprowadzamy trzy polecenia:

equation — wskazanie zmiennych réwnania (najpierw zmiennych endoge-
nicznych); powtarzamy to polecenie dla kazdego réwnania,

endog — wskazanie nazw zmiennych endogenicznych,

instr — nazwy zmiennych z gory ustalonych (instrumentéw) tworzacych
posta¢ zredukowana modelu.
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W naszym przykladzie specyfikacja polecen jest nastepujaca:

equation produk const zatrud produk]1 inwestl,
equation zatrud const produk inwest inwest1 timel,
endog produk zatrud,

instr produk1 inwest inwest]1 timel.

Okno specyfikacji modelu rownan wspotzaleznych pozwala wybra¢ me-
tode estymacji sposrod siedmiu juz wezesniej wymienionych, a wsrdd nich
tsls. Wybdr metody zalezy od wczesniej przeprowadzonej identyfikacji row-
nan. Do naszego przykladu, jak juz wcze$niej wykazano, odpowiednia jest
metoda #sls. Przy realizacji estymacji systemu rownan GRETL korzysta z pel-
nej bazy danych, tj. 24 obserwacji, i umozliwia wydrukowanie pelnego zestaw
parametrow oraz statystyki opisowej do wszystkich rownan jednocze$nie.

Po opanowaniu sktadni polecen — komend mozemy dokona¢ estymaciji
modelu, piszac instrukcje do programu i nadajac tej instrukcji nazwe np. Pro-
gram.int. Polecenia jezyka skryptowego tworzymy w oknie wywolanym menu
(Plik/Pliki polecen skryptowych/Nowy plik skryptowy). System sygnalizuje
btedy w sktadni komend. Po naci$nigciu ikony (Wykonaj) nastgpuje realizacja,
przy czym program w naszym przyktadzie pobiera obserwacje 2—24, pomija-
jac pierwsza, gdyz kieruje si¢ przesunigciem jednookresowym zmiennych
,produktl”, ,inwestl”. Zaprezentowanie wynikow estymacji parametréw jest
analogiczne do otrzymywanych z systemu rownan.

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano tylko element oprogramowa-
nia GRETL-a w zastosowaniu do modeli wielordéwnaniowych. Szersza pano-
rame jego mozliwosci spotykamy w pracy T. Kufla'®. Opanowanie tego na-
rzedzia wymaga jednak bezposrednich testowan na komputerze poszczegdl-
nych opcji rozbudowanego menu. Autorzy maja nadzieje, ze wykonana przez
nich proba przesledzenia procedur metody 2MNK w kontekscie zalozen teore-
tycznych wynikajacych z literatury przedmiotu bedzie zacheta do szerszego
poznania dalszych metod estymacji z zastosowaniem tego programu.

13 Thidem.
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1.10. Modele stacjonarnych szeregow
czasowych

Zmienno$¢ stacjonarnych szeregow czasowych mozna wyjasni¢ ich
zmienno$cia z przesztosci oraz sktadnikiem losowym. Zmiennymi objasniaja-
cymi zatem jest opozniona zmienna zalezna oraz sktadnik resztowy.

Etapy budowy modeli zwanych modelami Boxa i Jenkinsa.

1) Badanie stacjonarno$ci szeregu czasowego przy okre§lonych warun-
kach.

2) Badanie rzgdu p autoregres;ji.

3) Badanie rzedu $redniej ruchome;.

1.10.1. Badanie stacjonarnosci przy okreslonych warunkach

Jesli szereg czasowy ma stalg $rednig i wariancjg, a kowariancja zalezy
tylko od rzedu op6znienia k, to taki szereg nazywamy stacjonarnym'*.

Te warunki mozna zapisa¢ jako:

E(Y)=const=Yy

VAR(Y,) = const = §*

COV(Y, Yu) = COVy

Do ilustracji rodzaju szeregu wezmy znany nam juz (podrozdz. 1.3) zbiér
danych przedstawiajacy odczytane z licznika Geigera ilosci czastek emitowa-
nych przez substancje radioaktywna w 100 kolejnych 40-sekundowych okre-
sach.

Tabela 1.10.1

1los¢ emitowanych czqstek

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
23 20 16 18 30 22 26 15 13 18
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
14 17 11 37 21 16 10 20 22 25
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
19 19 19 20 12 23 24 17 18 16

1% M. Lipiec-Zajchowska (red), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonometria,
rozdz. 3.3..., op.cit.
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cd. tab. 1.10.1

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
27 16 28 26 15 29 19 28 22 17
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
12 24 21 22 20 15 18 16 23 24
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
15 24 28 19 24 22 17 19 8 18
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
17 18 23 21 25 19 20 22 21 21
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
16 20 19 1 23 17 23 13 17 26
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
26 14 15 16 27 18 21 24 33 20
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
21 27 18 22 17 20 14 21 22 19

pierwszy wiersz — okres; drugi wiersz — ilo$¢ czastek

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu; dane wedhug tab. 1.3.1.

Przedstawmy ten szereg czasowy na wykresie punktowym wokot warto-
Sci §redniej ¥ = 20,04 dla wariancji proby (n — 1 = 99) wynoszacej S* = 24,77.

38
36
34
32
30 -
28

26 T
5o LU ol 1

22§ !

?g: llllll*lﬁ ] llil‘lllTw
16 - )

||
12 |
10 6

8
6

=,
——

2
2l | sl [

lﬁﬁl?lllﬁ o= Izlll%&
] [
|
|

O
<

[ilo$¢ czastek]

—F0

o=
O
Lo
—
O

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96
[okresy]

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wtasne w Excelu.

Wykres 1.10.1. Ilo$¢ wyemitowanych czastek
w kolejnych 100 obserwacjach
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Badanie stacjonarno$ci opiera si¢ na funkcji autokorelacji lub tescie Dic-
key-Fullera'”. Autokorelacja nazywamy korelacje zmiennej samej ze soba,
lecz opdzniona o rzad k okresow. W przyktadzie skupimy si¢ na zastosowaniu
funkcji autokorelacji. W budowie modeli opartych o t¢ funkcj¢ obliczamy
wspotczynniki autokorelacji py:

S 5 -7) (e~ T)
P, =Tk . (1.10.1)
Z(yt _J_})z

gdzie:

y —warto§¢ zmiennej w okresie ¢,
y —$rednia arytmetyczna zmiennej,
k—rzad opdznienia.

Przyktad

Obliczamy wspolczynniki autokorelacji do przedstawionej na wykresie (1.10.1)
zmiennej Y (ilo$¢ czastek emitowanych przez substancje radioaktywna) dla rzedow
opoOznienia k = -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5 proby zawierajacej 100 obserwacji. Fragment obli-
czen pomocniczych dla 61 obserwacji podano w tabeli 1.10.2.

Zalezno$¢ migdzy p; a k nazywamy funkcja autokorelacji ACF (k). W naszym przy-
ktadzie, gdy k [1-5], obserwujemy niezanikanie wyktadnicze funkcji autokorelacji, co
potwierdza, ze na podstawie tego badania mamy do czynienia z szeregiem niestacjonar-
nym.

0,060

0,040

0,020
0,000 ==

-0,020

-0,040 -

-0,060

-0,080

wspdiczynnik autokorelacji [p,]

-0,100

-0,120

-0,140

rzad opdznienia [k]
Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.10.2. Zaleznos$¢ migdzy wspotczyn-
nikiem autokorelacji a rzgdem opdznien

15 Ibidem, s. 111.
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Tabela 1.10.2

Obliczenie pomocnicze do wspolczynnikow autokorelacji

t oy | Yeo| ver | ver [ veolye-y  yvea-y yve -y ve -y vee -y e -y ] gxn gxi

a b c d e f g h i J k | m n

T [ 23 20 | 16 2,96 0,04] -4,04] 8,7616

2 | 20 23 [ 16 [ 18] 0,04 2,96] -4,04]  -2,04] 0,002 0,118
3 [ 16 [ 23] 20 | 18 | 30 | 4,04 2,96] -0,04] 2,04 9,96] 16,322] -11,958] 0,162
4 18 [ 20 16 [ 30 | 22 | -2,04] -0,04] -404 9,96 1,96]  4,162] 0,082 8,242
5 ] 30 | 16| 18 | 22 | 26 9,96] -4,04] -2,04 1,96 5,96] 99,202| -40,238] -20,318
6 | 22 [ 18] 30 | 26 | 15 196] -2,04] 9,96 596 -504] 3,842 -3,998] 19,522
7 |26 [30[22] 15 | 13 59| 99| 196] -504] -7,04] 35522] 59,362] 11,682
8 | 15 | 22 26 | 13 | 18 | 504 1,96 596 -7,04] -2,04] 25402] -9,878] -30,038
9 [ 1326 15| 18 | 14 | -7,04] 596 -504] -2,04] -6,04] 49,562] -41,958] 35,482
10 | 18 | 15| 13 | 14 | 17 | -2,04] -504] -7,04] -6,04] -3,04] 4,7162] 10,282] 14,362
11 14 [ 13 18 | 17 | 11 | -6,04] -7,04] -204] -304] -9,04] 36482] 42,522] 12,322
12 17 [ 18 14 | 11 [ 37 | -304] -2,04] 604 -904] 16,96] 9,242 6,202] 18,362
13 11 [ 1417 ] 37 [ 21| 904 -6,04] -304] 16,96 0,96] 81,722] 54,602 27,482
1437 |17 | 11 | 21 | 16 | 16,96] -3,04] -9,04 0,96] -4,04| 287,642 -51,558] -153,318
15| 21 |11 37 | 16 | 10 0,96] -9,04] 16,96] -4,04] -10,04] 0,922] -8678] 16,282
16| 16 | 37 | 21 | 10 | 20 | -4,04] 16,96] 096] -10,04] -0,04] 16,322] -68,518] -3,878
17 [ 10 [ 21 16 | 20 [ 22 [-10,04] 0,96] -4,04] -0,04 1,96] 100,802] -9,638] 40,562
18 [ 20 | 16 [ 10 [ 22 [ 25 | -0,04] -4,04] -10,04 1,96 4,96 0,002] 0,162 0,402
19 22 | 10| 20 | 25 | 19 1,96] -10,04|  -0,04 496] -1,04]  3,842] -19,678] -0,078
20| 25 [ 20| 22 | 19 [ 19 | 496 -0,04] 196 -104] -104] 24602] -0,198] 9,722
21 19 [22 25 [ 19 [ 19 [ 104] 196] 496 -104] -104] 1,082] -2,038] -57158
22 1925 19 19 [ 20 [ -104] 496] -1,04] 104 -004] 1,082] 5158 1,082
23 19 [19] 19 [ 20 [ 12 ] 1,04 -1,04] -1,04]  -004] -804 1,082] 1,082 1,082
24 20 [19] 19 | 12 | 23 | -0,04] -1,04] -1,04] -804 2,96  0,002] 0,042] 0,042
25| 12 [ 19| 20 | 23 | 24 | -8,04] -1,04] -0,04 2,96 396] 64642] 8362 0,322
26 | 23 [ 20| 12 [ 24 | 17 | 2,96 -0,04] -804 396 -3,04] 8762 -0,118] -23,798
27 24 [12] 23 17 [ 18 3,96 -804 296] -304] -2,04] 15682 -31,838] 11,722
28 | 17 [ 23] 24 [ 18 [ 16 | -3,04] 296 396 -2,04] -4,04] 9,242] -8998] -12,038
29| 18 [ 24| 17 | 16 | 27 | 2,04 396] -3,04] -404 6,96] 4,162 -8,078] 6,202
30| 16 [ 17| 18 | 27 | 16 | -4,04] -304] -2,04 6,96] -4,04] 16,322] 12,282 8,242
31| 27 [ 18] 16 | 16 | 28 | 6,96] -2,04] -404] -4,04 7,96] 48,442] -14,198] -28,118
32| 16 [ 16| 27 | 28 | 26 | -4,04] -4,04] 6,96 7,96 596] 16,322 16,322] -28,118
33| 28 [27] 16| 26 | 15 7,96 6,96 -4,04 596 -504] 63,362] 55402] -32,158
34| 26 [16| 28| 15 | 29 596 -404] 796 504 8,96| 35522 24,078 47,442
35| 15 [28| 26 | 29 | 19 | 504 7,96 596 8,96] -1,04| 25,402| -40,118] -30,038
36| 29 [26 ] 15 | 19 | 28 8,96 596 -504] -104 7,96 80,282 53,402 -45,158
37| 19 [15] 29| 28 | 22 [ -1,04] 504 8,96 7,96 196  1,082] 5242] 9,318
38| 28 [29] 19| 22 | 17 7,96  8,96] -1,04 1,96]  -3,04] 63,362 71,322 -8,278
39 221928 17 ] 12 1,96 -1,04] 796] -3,04] -804] 3,842] -2,038] 15,602
40 | 17 [ 28| 22 | 12 | 24 | -3.04] 79| 19| -804 396  9,242| -24,198]  -5,958
41| 12 |22 17 [ 24 [ 21| -804 1,96 -304 3,96 0,96 64,642] -15,758] 24,442
42 24 17 12 2122 3,96 -304] -804 0,96 1,96] 15,682 -12,038] -31,838
43| 21 [12] 24 [ 22 [ 20 0,96 -8,04] 3,96 1,96 -0,04] 0,922 -7,718] 3,802
44 | 22 1241 21 20 [ 15 1,96 3,96 096 -0,04] 504 3842] 7762 1,882
45| 20 [ 21 [ 22 [ 15 [ 18 [ -0,04] o096 196 -504] -2,04] 0,002 -0,038] -0,078
46 | 15 | 22| 20 | 18 [ 16 | -504] 196] -0,04] -204] -404] 25402] -9,878] 0,202
47 18 [ 20| 15 [ 16 [ 23 | -2,04] -0,04] 504 4,04 2,96] 4,162] 0,082] 10,282
48 | 16 | 15| 18 | 23 | 24 | -4,04] 504 -2,04 2,96 3,96] 16,322] 20,362] 8,242
49 [ 23 18] 16 [ 24 T 15 ] 2,96 2,04 -404 3,96] -504] 8,762] -6,038] -11,958
50 | 24 [ 16| 23 | 15 | 24 396 404 296 -504 3,96 15,682 -15,998] 11,722
51| 15 [ 23| 24 | 24 | 28 | -504] 2,96] 3,96 3,96 7,96 25,402] -14,918] -19,958
52| 24 [24] 15| 28 | 19 3,96 396 -504 7,96] -1,04] 15682] 15,682 -19,958
53] 28 [15] 24 | 19 | 24 7,96 504 396 -1,04 3,96] 63,362] -40,118] 31,522
54 | 19 [ 24 ] 28 | 24 | 22| -1,04] 396 7,96 3,96 1,96 1,082 -4,118] 8,278
55| 24 [ 28] 19 | 22 | 17 3,96 7,9 -104 196] -304] 15682 31522] -4,118
56 | 22 [ 19 24 | 17 | 19 196] -1,04] 396 -3,04] -104] 3842 -2038] 7762
57 17 [24a] 22| 19 | 8 | -304] 396 1,96 -1,04] -12,04] 9,242 -12,038] 5,958
58 19 [22] 17 | 8 | 18 [ -1,04] 1,96] -304] -12,04] -2,04]  1,082] -2,038] 3,162
50 | 8 [ 17 ] 19| 18 | 17 [-12,04] -3,04] -1,04] -2,04] -3,04] 144,962] 36,602 12,522
60 | 18 [19] 8 [ 17 [ 18 | -2,04] -1,04] -12,04] -304] -204] 4,162] 2,122 24,5562
61 17 ] 8 [ 18] 18 [ 23 [ -304] -12,04] -2,04] -204 2,96] 9,242] 36,602 6,202
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cd. tab. 1.10.2

axk axi Via | Vma- V. gxs Viea | Yia-V axw Vies | Yus -V gxs
0 P r S t u w X y z a,

-0,1184 -11,9584 18 -2,04 -6,0384 30 9,96 29,4816 22 1,96 5,8016
0,1616 0,0816 30 9,96 -0,3984 22 1,96 -0,0784 26 5,96 -0,2384
8,2416 -40,2384 22 1,96 -7,9184 26 5,96 -24,0784 15 -5,04 | 20,3616
-20,3184 -3,9984 26 5,96 -12,1584 15 -5,04 10,2816 13 -7,04 14,3616
19,5216 59,3616 15 -5,04 -50,1984 13 -7,04 -70,1184 18 -2,04 -20,318
11,6816 -9,8784 13 -7,04 -13,7984 18 -2,04 -3,9984 14 -6,04 -11,838
-30,0384 -41,9584 18 -2,04 -12,1584 14 -6,04 -35,9984 17 -3,04 -18,118
35,4816 10,2816 14 -6,04 30,4416 17 -3,04 15,3216 11 -9,04 | 45,5616
14,3616 42,5216 17 -3,04 21,4016 11 -9,04 63,6416 37 16,96 -119,4
12,3216 6,2016 11 -9,04 18,4416 37 16,96 -34,5984 21 0,96 -1,9584
18,3616 54,6016 37 16,96 -102,438 21 0,96 -5,7984 16 -4,04 24,4016
27,4816 -51,5584 21 0,96 -2,9184 16 -4,04 12,2816 10 -10,04 30,5216
-153,3184 -8,6784 16 -4,04 36,5216 10 -10,04 90,7616 20 -0,04 0,3616
16,2816 -68,5184 10 -10,04 -170,278 20 -0,04 -0,6784 22 1,96 | 33,2416
-3,8784 -9,6384 20 -0,04 -0,0384 22 1,96 1,8816 25 4,96 4,7616
40,5616 0,1616 22 1,96 -7,9184 25 4,96 -20,0384 19 -1,04 4,2016
0,4016 -19,6784 25 4,96 -49,7984 19 -1,04 10,4416 19 -1,04 10,4416
-0,0784 -0,1984 19 -1,04 0,0416 19 -1,04 0,0416 19 -1,04 0,0416
9,7216 -2,0384 19 -1,04 -2,0384 19 -1,04 -2,0384 20 -0,04 -0,0784
-5,1584 -5,1584 19 -1,04 -5,1584 20 -0,04 -0,1984 12 -8,04 -39,878
1,0816 1,0816 20 -0,04 0,0416 12 -8,04 8,3616 23 2,96 -3,0784
1,0816 0,0416 12 -8,04 8,3616 23 2,96 -3,0784 24 3,96 -4,1184
0,0416 8,3616 23 2,96 -3,0784 24 3,96 -4,1184 17 -3,04 3,1616
0,3216 -0,1184 24 3,96 -0,1584 17 -3,04 0,1216 18 -2,04 0,0816
-23,7984 -31,8384 17 -3,04 24,4416 18 -2,04 16,4016 16 -4,04 32,4816
11,7216 -8,9984 18 -2,04 -6,0384 16 -4,04 -11,9584 27 6,96 | 20,6016
-12,0384 -8,0784 16 -4,04 -15,9984 27 6,96 27,5616 16 -4,04 -15,998
6,2016 12,2816 27 6,96 -21,1584 16 -4,04 12,2816 28 7,96 -24,198
8,2416 -14,1984 16 -4,04 8,2416 28 7,96 -16,2384 26 5,96 -12,158
-28,1184 16,3216 28 7,96 -32,1584 26 5,96 -24,0784 15 -5,04 20,3616
-28,1184 55,4016 26 5,96 41,4816 15 -5,04 -35,0784 29 8,96 | 62,3616
-32,1584 -24,0784 15 -5,04 20,3616 29 8,96 -36,1984 19 -1,04 4,2016
47,4416 -40,1184 29 8,96 71,3216 19 -1,04 -8,2784 28 7,96 | 63,3616
-30,0384 53,4016 19 -1,04 -6,1984 28 7,96 47,4416 22 1,96 11,6816
-45,1584 5,2416 28 7,96 -40,1184 22 1,96 -9,8784 17 -3,04 15,3216
-9,3184 71,3216 22 1,96 17,5616 17 -3,04 -27,2384 12 -8,04 -72,038
-8,2784 -2,0384 17 -3,04 3,1616 12 -8,04 8,3616 24 3,96 -4,1184
15,6016 -24,1984 12 -8,04 -63,9984 24 3,96 31,5216 21 0,96 7,6416
-5,9584 -15,7584 24 3,96 7,7616 21 0,96 1,8816 22 1,96 3,8416
24,4416 -12,0384 21 0,96 -2,9184 22 1,96 -5,9584 20 -0,04 0,1216
-31,8384 -7,7184 22 1,96 -15,7584 20 -0,04 0,3216 15 -5,04 | 40,5216
3,8016 7,7616 20 -0,04 -0,1584 15 -5,04 -19,9584 18 -2,04 -8,0784
1,8816 -0,0384 15 -5,04 -4,8384 18 -2,04 -1,9584 16 -4,04 -3,8784
-0,0784 -9,8784 18 -2,04 -3,9984 16 -4,04 -7,9184 23 2,96 5,8016
0,2016 0,0816 16 -4,04 0,1616 23 2,96 -0,1184 24 3,96 -0,1584
10,2816 20,3616 23 2,96 -14,9184 24 3,96 -19,9584 15 -5,04 25,4016
8,2416 -6,0384 24 3,96 -8,0784 15 -5,04 10,2816 24 3,96 -8,0784
-11,9584 -15,9984 15 -5,04 20,3616 24 3,96 -15,9984 28 7,96 -32,158
11,7216 -14,9184 24 3,96 11,7216 28 7,96 23,5616 19 -1,04 -3,0784
-19,9584 15,6816 28 7,96 31,5216 19 -1,04 -4,1184 24 3,96 15,6816
-19,9584 -40,1184 19 -1,04 5,2416 24 3,96 -19,9584 22 1,96 -9,8784
31,5216 -4,1184 24 3,96 15,6816 22 1,96 7,7616 17 -3,04 -12,038
-8,2784 31,5216 22 1,96 15,6016 17 -3,04 -24,1984 19 -1,04 -8,2784
-4,1184 -2,0384 17 -3,04 3,1616 19 -1,04 1,0816 8 -12,04 12,5216
7,7616 -12,0384 19 -1,04 -4,1184 8 -12,04 -47,6784 18 -2,04 -8,0784
-5,9584 -2,0384 8 -12,04 -23,5984 18 -2,04 -3,9984 17 -3,04 -5,9584
3,1616 36,6016 18 -2,04 6,2016 17 -3,04 9,2416 18 -2,04 6,2016
12,5216 2,1216 17 -3,04 3,1616 18 -2,04 2,1216 23 2,96 -3,0784
24,5616 36,6016 18 -2,04 24,5616 23 2,96 -35,6384 21 0,96 -11,558
6,2016 4,1616 23 2,96 -6,0384 21 0,96 -1,9584 25 4,96 -10,118
6,2016 -8,9984 21 0,96 -2,9184 25 4,96 -15,0784 19 -1,04 3,1616

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: y~ — ¥.
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Warto$ci wspotczynnikoéw autokorelacji sa symetryczne wzgledem & = 0.
Przyjmuja wartosci z przedziatlu <-1; 1> Poniewaz badanie stacjonarnosci
oparte o funkcje autokorelacji szeregu czasowego wykazato jego niestacjonar-
nos¢, to nastepnie badamy stacjonarno$é réznic pierwszego rzedu'*®: Ay, =y, —
—¥+1. Wynik tego badania pokazano na wykresie 1.10.3 jako funkcj¢ autokore-
lacji szeregu pierwszych roznic autokorelacji.

0,200

0,100

0,000

wspotczynnik autokorelacji [p,]

rzad opdznienia [K]

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.
Wykres 1.10.3. Zalezno$¢ wspotczynnika autokorelacji
od rzgdu op6znienia w szeregu pierwszych rdznic
Analizujac wykres, stwierdzamy nadal niestacjonarno$¢ szeregu czasowe-
go, gdyz warto$¢ wspolczynnika autokorelacji wraz ze wzrostem rzedu opdz-
nien nie dazy wykladniczo do zera. Przeprowadzamy wigc dalsze badania,
bazujac na szeregu roznic drugiego rzedu.

Azyz = ()/t —yt-l) - ()/t-l —yz-z).

1% M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie..., t. 2, op.cit., rozdz. 3.3.1.
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0,400

0,200

0,000
0,000

-0,200

-0,400

wspotczynnik autokorelaciji [p,]

-0,600

-0,689

-0,800
rzad opdznienia [k]

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wtasne w Excelu.

Wykres 1.10.4. Zaleznos¢ wspotczynnika autokorelacji
od rzedu op6znienia w szeregu drugich réznic

Obserwujemy nadal niezanikanie wyktadnicze wspdtczynnika autokorelacji
dla k£ = 1-5. Nalezy dalej bada¢ stacjonarnos¢, budujac szeregi roznic trzeciego 1
wyzszych rzedow, lecz dalsze badanie pozostawiamy Czytelnikowi. W celu
przejscia do oméwienia dalszych etapéw wymienionych w podrozdziale 1.10.1,
przyjmujemy umownie, Z€ nasz szereg czasowy jest niestacjonarny. Sprawdzmy
to jednak jeszcze raz na etapie badania rzedu p autoregresji.

1.10.2. Badanie rzedu p autoregresji
Model autoregresyjny rzedu p:
Yi=ctou Yttt .. taY,te,
przyjmujac dla y, , symbol AR(k), mozemy przedstawi¢ jako:

Yi=c+ a1 AR(1) + 02 AR(2) + ...+ a, AR(p) + &
Budowa takich modeli wymaga rzedu opo6znien, ktéry ustalamy dla £ > 1
na podstawie funkcji autokorelacji czastkowe:

k-1
P~ Zpkk—l P
j=1

k-1
1- zpkk—lpj
Jj=1

(Dla k = 1 — patrz wykres 1.10.4, py = p1, zatem p;; = -0,689).

Py = (1.10.2)
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Funkcja autokorelacji czastkowej stanowi zalezno$¢ pomigdzy wspot-
czynnikiem autokorelacji czastkowej py a rzedem opodznienia k. Sporzadzmy
wykres stupkowy funkcji wspotczynnikow autokorelacji czastkowej dla da-
nych rzedow op6znien k.

0,000 -

-0,100

-0,200

-0,240

-0,300

-0,332

-0,400

-0,500

0,561

-0,600

wspotczynnik autokorelacji czastkowej [p,,]

-0,700

0,689 S
0,716

-0,800
rzad opdznienia [k]

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.10.5. Zaleznos$¢ miedzy funkcja autokorelacji czastkowe;j
a rzedem opdznienia

Wspoltczynniki autokorelacji czastkowej podane na wykresie 1.10.5 obli-
czono dla k£ od 1 do 5 na podstawie wzoru (1.10.2). Po ktérym opdznieniu k&
urywa si¢ funkcja autokorelacji czastkowej, czyli jest bliska zeru, mozemy
dopiero stwierdzi¢ po k o znacznie wyzszej wartosci, np. >10. To urwanie
umozliwia nam okre$lenie rzgdu autoregresji i sformutowanie modelu. Manu-
alne takie badanie nawet ze wspomaganiem Excelem jest bardzo pracochtonne
1 dlatego stosuje si¢ odpowiednie programy komputerowe z estymacja testu
DF (Dickey-Fullera)'®’. Na podstawie dotychczasowego badania podtrzymu-
jemy stwierdzenie o niestacjonarnosci naszego szeregu czasowego.

Jesli wystapitoby zanikanie zarowno funkcji autokorelacji, jak 1 autokore-
lacji czastkowej, mozna zbudowa¢ model mieszany o nazwie ARMA(p,q).
Stanowi on potaczenie wezesniej omawianego modelu autoregresyjnego rzedu
p oraz modelu $redniej ruchomej rzedu ¢, o ktérym powiemy w kolejnym,
trzecim etapie.

17 Tbidem, szerzej: rozdz. 3.3.
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1.10.3. Badanie rzedu sredniej ruchomej

Badanie rzedu $redniej ruchomej oparte jest na $rednich ruchomych
sktadnika ¢ o stalej wariancji i $redniej réwnej zero .

Model $rednich ruchomych rzedu ¢ jest liniowa kombinacja sktadnikow
resztowych:

Yi=c+f e ,+Bé,+..+0B,&,

Stosowana jest metoda polegajaca na obliczaniu $rednich arytmetycznych
reszt:

ea=y—y,

e=m—-y —pie,

&a=y—y —prrea—pre,

Przyktad

Zbadamy wstepnie wystgpowanie stacjonarnosci szeregu czasowego na podstawie
spozycia ziemniakow w Polsce w latach 1985-2005 w przeliczeniu na jednego miesz-
kanca.

Tabela 1.10.3
Dane statystyczne

Okres Rok Spozycie indywidualne [kg]
1 1985 143
2 1986 144
3 1987 140
4 1988 142
5 1989 143
6 1990 144
7 1991 140
8 1992 144
9 1993 147
10 1994 136
11 1995 135
12 1996 135
13 1997 134
14 1998 135
15 1999 131
16 2000 132
17 2001 130
18 2002 131
19 2003 130
20 2004 129
21 2005 126

Z 16 d1o:,,Mate Roczniki Statystyczne” (lata 1999-2006).

1% Ibidem, rozdz. 3.3.3.
238



149 T T T T T T T

147 il =-0,8961x + 146,57 | |
145 F 2oy /\ R?=0,8111 —
s i XNl R f \\ L

RN
st %/ el 1\ $rednia: 136,71 ]
139 D)

e

137 5
135 L"""‘"i;?‘x )

133 -
131 \"}&i/"‘\
Ll

129 "'\\z
L

127 N,
125 !
1 2 3 45 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

[lata]

spozycie indywidualne [kg]

Z 16 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.

Wykres 1.10.6. Spozycie indywidualne ziemniakow
w latach 1985-2005. Wykres punktowy i linia trendu

Poziomy zmiennej szeregu czasowego nie oscyluja wokot Sredniej o wartosci
136,71, lecz maja tendencj¢ zmian wobec trendu malejacego, zatem szereg czasowy jest
niestacjonarny.

Przyktad

Firma produkujaca okna plastikowe osiagnela zyski ze swej dziatalnos$ci w latach
1985-1994. Przeprowadzimy badanie stacjonarnosci szeregu czasowego.

Tabela 1.104
Dane umowne

Okres Rok Zysk [tys. z1]
1 1985 -300
2 1986 280
3 1987 150
4 1988 820
5 1989 -10
6 1990 1130
7 1991 880
8 1992 1010
9 1993 670

10 1994 2050

716 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.
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a) Obliczenie wspotczynnikow autokorelacji pi

Tabela 1.10.5

Obliczenia pomocnicze oraz ustalenie wspotczynnikow autokorelacji (fragment)

Vi | Yeo | Yer | Yo | Voo [ye-y Yoy |Ver-Y |yor-y | Yeo-y | -y P
t | z |z zen| zeny|ze2)| a b c d e a'b ac | ad ae
1 -300 280 150 -968| -388 -518| 937024 375584 501424
2 280 -300( 150| 820| -388 -968 -518 152| 150 544 375584 200984 -58 976
3 150| -300( 280( 820/ -10| -518 -968 -388 152 -678| 268324 501424 200984 -78736| 351204
4 820 280| 150 -10| 1130 152 -388 -518 -678 462 23104 -58 976 -78736| -103 056 70224
5 -10] 150 820 1130 880| -678 -518 152 462 212| 459684 351204| -103056( -313236| -143 736
6 | 1130 820[ -10( 880| 1010 462 152 -678 212 342| 213444 70224| -313236| 97944 158004
7 880 -10( 1130 1010| 670 212 -678 462 342 2 44944 143736 97944| 72504 424
1010] 1130 880 670 2050, 342 462 212 2 1382 116964| 158004| 72504 684| 472644
9 670 880 1010| 2050 2 212 342| 1382 4 424 684 2764
10 |2050| 1010| 670 1382 342 2 1909924 472644 2764
y 668 4123960| 1351212 255436| 255436 1351212
%0 *2 1 * 2
1 0,328 0,062 0,062 0,328
Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: y~ — 7.
Dla k=1, 2 nie stwierdzamy zanikania funkcji autokorelacji. Sprawdzmy,

czy to zanikanie wystapi dla roéznic pierwszego rz¢du:

240

Ayz =Vi—Ve1.

Tabela 1.10.6

Roéznice pierwszego rzedu

Yt Yt Yt-Yia

t 4 Z(-1)

1 -300

2 280 -300 580
3 150 280 -130
4 820 150 670
5 -10 820 -830
6 1130 -10 1140
7 880 1130 -250
8 1010 880 130
9 670 1010 -340
10 2050 670 1380

Z 1 6 dto: Opracowanie wiasne.
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Przy k = 3 nastapito prawie zaniknigcie funkcji autokorelacji, nalezatoby
przeprowadzi¢ dalsze badanie dla £ > 3. W ¢wiczeniach sprobujmy jednak
szukaé potwierdzenia stacjonarnosci, budujac szereg roznic drugiego rzedu'® .

wspotczynnik autokorelacii [ p,]
0000000000000 00000

N RWNMR DLV WR O NDOO

rzad opdznien [k]

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.10.7. Zaleznos$¢ wspotczynnika

autokorelacji od rzgdu opdznienia
k=1, 2,3 dla réznic pierwszego rzedu

N, = Az)/z = ()/z —Yt-l) - ()/z-l—J/t-z)

Tabela 1.10.8

Szereg roznic drugiego rzedu

0,355
P
/ NG
/ N
/ ~J0.00001
/ N
1 / 2 3
/
/
/

-0,623

Yt Y4 Yt-Yta Yt Yta-Yi2 N;
t V4 Z(-1) a b c a-c
7] -300 AN AAMMMIIM
2 [ 280 |30 5:RLAIIHHIIIM
3 150 280 -130] -300 580 -710
4 820 150 670 280 -130 800
5 -10 820 -830] 150 670 -1500
6 | 1130 -10 1140 820 -830 1970
7 880 1130 -250] -10 1140, -1390
8 | 1010 880 130] 1130 -250 380
9 670 1010 -340] 880 130 -470
10 | 2050 670 1380 1010 -340 1720
Ny 100

Z r 6 d to: Opracowanie whasne w Excelu, gdzie: N, — N,.

1 Ibidem, s. 112.
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Obliczenia pomocnicze oraz ustalenie wspotczynnikow autokorelacji

dla szeregu roznic drugiego rzedu

Tabela 1.10.9

Ny I Nis | N, I N4 | Ny INr'erNrrs'Nt-INrrz'N'IN:rw'NVINM'N:-I (N¢-N7) I
T N | N[ NDINH[NDT a b c P A a b ER 7 d E)
1 -710 -810 656 100
2 800 -710 700 -810) 490 000 -567 000
3 | -1500 -710 800 -1600 -810 700 2 560 000 1296 000] -1 120 000
4 1970 -710 800 -1500 1870 -810 700 -1600 3496 900 -1 514 700] 1309 000] -2 992 000
5 | -1390 800] -1500f 1970] -710§ -1490 700] -1600 1870 -810] 2220 100] -1 043 000| 2 384 000] -2 786 300§ 1206 900
6 380] -1500] 1970] -1390 800 280] -1600 1870] -1490 700| 78400] -448 000] 523 600 -417 200] 196 000
7 -470] 1970] -1390 380] -1 500 -570 1870] -1490 280 -1600 324 900] -1065900] 849 300 -159 600] 912 000
8 | 1720] -1390 380 -470] 1970 1620f -1490 280 -570) 1870] 2624 400] -2 413 800] 453 600 -923 400] 3 029 400
N” 100 12 450 800| -6 485 400| 6815 500] -8 965 500] 5 344 300

* ¢ ¢, ¢, ¢,
1,000 -0,521 0,547 -0,720 0,429

Z r 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu, gdzie N — N.

Poniewaz wspotczynniki k autokorelacji sa symetryczne, obliczenia funk-
cji autokorelacji przeprowadzono dla rzedu opdznien k = 0-4.
Z wykresu 1.10.8 wynika, ze funkcja autokorelacji (,,fala”) zanika, co
$wiadczy o stacjonarno$ci szeregu czasowego drugich roznic.

wspotczynnik autokorelaciji [ p, ]

0,547

[e

30,428

T~
\\
I

0,1 1

I~
~—_

£0,521

-0,5

Z 16 dto: Opracowanie wlasne.
Wykres 1.10.8. Funkcja autokorelacji dla szeregu r6znic drugiego rzedu

rzad opdznien [k]
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1.10.4. Pytania

1. Wymien 1 opisz etapy budowy modeli Boxa i Jenkinsa.

2. Co to jest funkcja autokorelacji 1 jak ja przedstawiamy graficznie?

3. Podaj i objasnij wzér na funkcje autokorelacji.

4. Wyjasnij pojgcia stacjonarno$¢ roznic pierwszego oraz drugiego rzedu.

5. Oméw zastosowanie autokorelacji czastkowej do wyznaczenia rz¢du p
autoregresji.

6. Na czym oparte jest badanie rzedu $redniej ruchome;j?

1.10.5. Zadania

1. Opady pytu radioaktywnego [w microcurie na metr szescienny powie-
trza] w okreslonym regionie USA w kolejnych 31 dniach maja roku 1964 wy-
nosity:

Tabela 1.10.10

Dane statystyczne

93 | 68 | 98 | 66 | 43 | 67 | 64 | 10,1 | 89 | 37
53 | 65| 74 | 83 | 46 | 79 | 65 | 51 | 72 | 87
79 | 63 | 27 | 53 | 88 | 73 | 90 | 7,7 | 84 | 7.8 | 58

716 d 1 o: Fragment danych z publikacji: J. F r e u d, Podstawy nowoczesnej statystyki,
Panstwowe Wydawnictwo Ekonomiczne, Warszawa 1971, s. 33.

Przedstaw na wykresie punktowym poziomy (wartosci) zmiennej dla ¢ =
31 okreséw (dni) i zaznacz warto$¢ $rednia. Oszacuj rodzaj wystepujacego
szeregu czasowego.

2. Dla powyzszych danych oblicz wspotczynniki autokorelacji dla rzedow
opoznien k=1, 2, 3, 4. Przedstaw wyniki graficznie jako funkcje autokorelacji.
Ocen, czy wystepuje stacjonarnos$¢ szeregu czasowego Y.

3. Jesli wystapi stacjonarnos¢, oblicz autokorelacje czastkowe. Sporzadz
wykres 1 ocen, czy wystgpuje zanikanie funkcji autokorelacji czastkowe;.

4. Scharakteryzuj podany wykres (1.10.9) punktowy pozioméw zmiennej
szeregu czasowego.
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Tabela 1.10.11

Opady deszczu w em’/m’

b3
8] 68 8] 66| 43 6,5 6,4 9 89| 37 68,2
53| 65 74 83 46| 79 65 51 7,5 7 66,1
79 63 5| 53] 88 7,3 9 77 84| 7.8 5,8 79,3
z 213,6
Z 1 6 dto: Opracowanie whasne; dane umowne. Srednia | 6,8903

11

-
o

©
I

A I /\U/\

/
[ —
o
o=l

opady deszczu [cm®m?]
I
I~
=
T —
O

7
N
o
o

N
.

w
I

2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 2 27 29
okresy [miesigce]

Z 1 6 d 1t o: Opracowanie wlasne.

Wykres 1.10.9. Obserwacje opadéw deszczu w miesiacach

31
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1.11. Modele zmiennych dychotomicznych'”

1.11.1. Idea uogolnionej metody najmniejszych kwadratow

Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow (KMNK) oparta jest na za-
toZeniach jak:

a) brak autokorelacji odchylen losowych,

b) stalos¢ wariancji odchylen losowych,

¢) nielosowy charakter zmiennych objasniajacych.

Natomiast uogoélniona metoda najmniejszych kwadratow (UMNK) sto-
sowana jest do szacowania parametrow liniowego modelu ekonometrycznego,
gdy niespelnione sa zatozenia a) oraz b). Macierz wariancji 1 kowariancji dla
tej metody ma postac:

D’(¢)=0"V.
gdzie:
V — dowolna dodatnio okreslona macierz symetryczna stopnia r,
o’ - nieznany staty parametr.

Otrzymany wedlug UMNK wektor ocen parametrow strukturalnych mo-
delu ekonometrycznego jest nastepujacy:

a=XVX)'x1ly. (1.11.1)

Jesli wystepuje niestato$¢ wariancji odchylen losowych, to macierz od-
wrotna V™' jest macierza diagonalna

- _
— 0 0
4|

1
0o — 0
V= V2
1
0 0 —

1% podrozdziat opracowano na podstawie: E. N o w a k, Zarys metod ekonometrii. Zbior
zadan..., op.cit., s. 109.
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Jednym ze sposobow wyznaczenia elementdéw macierzy V jest przyjecie
za v, modulow reszt e, modelu oszacowanego KMNK.

Gdy wystgpuje autokorelacja odchylen losowych, najczgsciej przyjmuje
si¢, ze ciag sktadnika losowego {¢;} podlega procesowi autokorelacji pierw-
szegorzedudlar=1,2,..,n

& = PEL T,
gdzie:
ol <1.

Wariancje odchylen losowych S? oraz macierz wariancji i kowariancji
D*(a) okresla sie wedtug (1.11.2) oraz (1.11.3), przy czym k oznacza ilo$¢
zmiennych objasniajacych.

S? = L erve (1.11.2)
n—-k-1
D’(a)=S(X"V'X)". (1.11.3)

We wzorze na wariancj¢ odchylen losowych e oznacza wektor reszt mo-
delu oszacowanego wedlug UMNK. Pierwiastki z wartosci na gtéwnej prze-
katnej otrzymanej ze wzoru na D*(a) macierzy wariancji i kowariancji stano-
wia standardowe btedy szacunku parametréw strukturalnych oszacowanego
modelu.

1.11.2. Liniowy model prawdopodobienstwa (LPM)

Zmienng dychotomiczng nazywamy taka zmienna endogeniczng Y, ktora
jest zmienna zero-jedynkowa, okreslajaca wystapienie okreslonego zdarzenia
lub wybdr pomigdzy dwoma opcjami. Modele zmiennych dychotomicznych
naleza do metod statystycznych analizy jakos$ciowej zjawiska ekonomicznego.
Modele ekonometryczne z tego zakresu to:

— liniowy model prawdopodobienstwa,

— model logitowy,

— model probitowy.

W modelach tego typu jednostki tworzace probg oprocz jednej cechy
wspolnej, przyktadowo zakup okreslonej marki samochodu w klasie standard
lub z wyposazeniem dodatkowym, maja inne cechy jakosciowe — miejsce za-
mieszkania, poziom wyksztalcenia itp., jak tez cechy ilosciowe. Glownym
celem badania jest zwiazek migdzy zestawem cech ilo§ciowych X, przyktado-
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wo: cena, pojemnoscia bagaznika, stawka roczng ubezpieczenia, a prawdopo-
dobienstwem Y zakupu samochodu. Niech jeden oznacza, ze dana osoba za-
kupita wybrany produkt (TAK), a zero — przeciwnie (NIE).

Liniowymi modelami prawdopodobienstwa nazywamy te modele, ktore
wyrazaja dychotomiczng zmienng Y jako liniowa funkcje zmiennych egzoge-
nicznych (objasniajacych) X.

Y=p+B5X +e. (1.11.4)

Model taki stanowi szczeg6lny przypadek regresji liniowej, do ktorej
mozna stosowa¢ klasyczna metode najmniejszych kwadratow. Warto$¢ ocze-
kiwana E(Y}X;) stanowi prawdopodobienstwo warunkowe p; — zajscia zdarze-
nia, np. zakup samochodu przy danej wartosci x;.

Warto$¢ ta powinna zawiera¢ si¢ w przedziale (0—1). Przeksztatcajac wzor
1.11.4, zmienna losowa i skladnik losowy przyjmuja'"':

Yi=1 ¢&=1-p1- X zprawdopodobienstwem P;,
Yi=0 & =-p)— p»X;zprawdopodobienstwem (1-FP;).

Gdy z modelu wypadaja wartosci mniejsze od zera oraz < 0,5, to traktu-
jemy je jako zero, a wszystkie wartosci wigksze od 0,5, a takze wigksze od
jedynki, przyjmujemy jako jeden. Warto$¢ graniczng stanowi 0,5. Tak wige
w trakcie analizy wynikow wszystkie prawdopodobienstwa mniejsze lub row-
ne wartosci granicznej traktuje si¢ jako zero, wartosci wyzsze od 0,5 jako 1.

Podstawowym problemem LPM jest zalozenie, ze prawdopodobienstwo
wzrasta liniowo w relacji do X. W praktyce nie zawsze tak musi by¢, gdyz
okreslony przyrost zmiennej X w jednej grupie oséb wywola inna reakcje niz
u innej. Wedtug M. Lipiec-Zajchowskiej''? zalezno$¢ miedzy P; a X; podobna
jest ksztaltem do dystrybuanty zmiennej losowej. Stosowane sa dystrybuanty
rozktadu normalnego oraz funkcji logistycznej.

1.11.3. Model logitowy (logit)
Logit jest liniowa funkcja X, lecz prawdopodobienstwa juz nie sa liniowe
tak jak w metodzie LPM:
L =In(Pi/(1- P)) = Z; = B + p-X.. (1.11.5)

L; — wspolczynnik szansy (logit), czyli stosunek prawdopodobienstwa wystapienia danego
zdarzenia do prawdopodobienstwa jego niewystapienia.

"M, Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 4.
"2 Tbidem, rys. 4.2.
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Do oszacowania parametréw modelu logitowego potrzebne sa wartosci X;
oraz logitow:

L;=1n(1/0) — zajscie okreslonego zdarzenia,

L;=In(0/1) — niezaj$cie okreslonego zdarzenia.

Na potrzeby estymacji prawdopodobienstwa zast¢puje si¢ czestosciami
W probie.

1.11.4. Model probitowy (probit)

Wyrazenie F™'P; nazywa si¢ probitem. Model probitowy wykorzystuje
dystrybuant¢ rozktadu normalnego. Transformacja probitowa polega na prze-
ksztalceniu danego prawdopodobienstwa na warto$¢ dystrybuanty F standary-

113
zowanego rozktadu normalnego™ ~:

Probit, = F'P; = B, + X + .. (1.11.6)

Jezeli p; oznacza prawdopodobienstwo podjgcia inwestycji przez przed-
sigbiorcg przy rocznym zysku z dzialalnosci X;, to, aby unikna¢ wynikéw
ujemnych, warto$¢ otrzymana z przeksztalcenia prawdopodobienstwa p; na
postac probitowa powigksza si¢ o 5. Model probitowy, zwany réwniez normit,
stosowany jest w zmiennych losowych o rozkladzie normalnym lub zblizo-
nym do normalnego. Parametry szacuje si¢ KMNK.

Migdzy warto$ciami logit 1 probit wystepuje zalezno$¢:

. . T
Logit/Probit=—=1,8. (1.11.7)

NE)

1.11.5. Zastosowanie programu Excel do modelowania
zmiennych dychotomicznych

Przyktad 1

Duzy salon sprzedazy samochodow marki S przeprowadzit badania na probie 500
nabywcow duzych samochodow osobowych. Rozpatrywano dwie opcje:

— wykonanie standardowe,

— wyposazenie dodatkowe.

W analizie brano pod uwage:

—ceng,

— pojemno$¢ silnika,

— pojemnos¢ bagaznika,

— roczng stawkg ubezpieczenia pojazdu.

'3 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 4.2.2.
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Zastosujemy model LPM. Wprowadzmy oznaczenie N zmiennej objasnianej:

N =1 —nabywca, ktory zakupit samochod w wersji standardowe;,

N =0 —nabywca, ktory zakupit samochod z dodatkowym wyposazeniem.

Zmienne objasniajace:

C — cena samochodu w tys zt. (standard + wyposazenie),

S — pojemnos$¢ silnika w cm’,

B — pojemnos¢ bagaznika w m”,

U —roczna stawka ubezpieczenia w tys. zl.

Przyjmijmy zalozenie, Ze stawka ubezpieczenia jest proporcjonalna do pojemnosci
silnika, przy czym minimalna wynosi 700 zt. Wspotczynnik wzrostu stawki ubezpiecze-
nia w; wWynosi:

1 —do 1000 cm’,

1,1 —do 1200 cm’,

1,2 —do 1500 cm’,

1,3 — powyzej 1500 cm”.

Przyktadowy wzor na obliczenie stawki ubezpieczenia (dane umowne):

U,‘ :700+Wi' 0,35 ‘S,

gdzie:
0,35 — przelicznik pojemnosci silnika na stawke ubezpieczenia.

Posta¢ ogolna funkcji liniowej dla i-tego nabywcy jest nastgpujaca:
Ni=pi+ B C+ s Si+ By Bi+fs- U

Symulowanie tego przykladu, znajac N; wedlug zachowan nabywcoéw w relacji
z czteroma zmiennymi objasniajacymi C, S, B, U, jest zbyt obszerne w ramach tej publi-
kacji. Z tego wzgledu przyjmijmy, ze w wyniku zastosowania funkcji REGLINP Excela
uzyskano parametry f; i liniowy model prawdopodobienstwa LPM:

N;=0,7+0,004 - C;+0,0005 - S; +0,0002 - B;— 0,001 - U..

Jesli dane orientacyjne, np. dla samochodu Peugeot 206, beda:

C =35 tys. z,

S'=1200 cm’,

B=0375m’,

U=1200 zt,

to:

N;=0,7+0,004 - 35+ 0,0005 - 1200 + 0,0002 - 0,375 — 0,001 - 1200 = 0,2475.

Poniewaz N; < 0,5, przyjmujemy 0, czyli nabywca zakupit samochdd Peugeot 206
z wyposazeniem dodatkowym. W analizie poszczegodlnych jednostek badawczych (na-
bywcow) postugujemy si¢ probabilistycznymi krzywymi odpowiedzi sporzadzonymi
odrebnie dla kazdej zmiennej objasniajacej modelu'". W naszym modelu wzrost ceny
samochodu oraz pojemnosci silnika wptywa na zwigkszenie prawdopodobienstwa zaku-

"4 Ibidem, rozdz. 4.2.
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pu samochodu z dodatkowym wyposazeniem. Wzrost pojemnosci bagaznika ma mini-
malny wptyw na prawdopodobienstwo, natomiast wzrost stawki ubezpieczenia w istotny
sposob wplywa na zmniejszenie zakupu samochodu.

Sposréd nabywcow, ktorzy zakupili samochéd z dodatkowym wyposazeniem,
a wigc zakwalifikowanych jako N; = 0, mozemy sporzadzi¢ ranking wedlug malejacego
prawdopodobienstwa zakupu samochodu o danych cechach ilosciowych (C, S, B, U).
Moze to by¢ wykorzystane w prognozowaniu ilo$ci opcji sprzedawanych samochodow
osobowych.

Przyktad 2

Dane dotycza sytuacji finansowej 112 branzowych hurtowni funkcjonujacych w ro-
ku 2003, z podaniem liczby hurtowni, ktore upadlty w roku 2005. Zastosujemy model
probitowy do okreslenia prawdopodobienstwa upadku hurtowni, ktorej wspdtczynnik
zadtuzenia wobec dostawcow wynosi 0,5, a wobec pracownikow 0,45.

Tabela 1.11.1

Sytuacja finansowa hurtowni

Grupa Wspolczynnik zadtuzenia Wspotczynnik zadluzenia | Liczba analizowa- Liczba upa-
wobec dostawcow wobec pracownikow nych hurtowni dtych hurtowni

X, Xo m y
1 0,1-0,2 0,1-0,3 12 8
2 0,2-0,4 0,4-0,5 20 12
3 0,4-0,6 0,3-0,4 35 10
4 0,6-0,8 0,5-0,6 20 15
5 0,8-1,0 0,7-0,8 25 14

Wspotczynnik zadtuzenia wobec dostawcoéw (pojgcie umowne) to iloraz sumy kwot niezaptaco-
nych faktur oraz sumy kwot faktur ogétem na 31.12.2003 r. w horyzoncie ex post pigciu lat;
wspotczynnik zadluzenia wobec pracownikéw (pojgecie umowne) to iloraz sumy niezrealizowa-
nych wyptat oraz sumy naleznos$ci pracownikom ogétem w roku 2003 réwniez w tym horyzoncie
czasowym.

Z 16 dto: Opracowanie wiasne; dane umowne.

Wyznaczymy prawdopodobienstwo upadku finansowego hurtowni, ktorej wspot-
czynnik zadluizenia wobec dostawcoéw wynosi 0,5, a wspotczynnik zadtuzenia wobec
pracownikow 0,45.

W obliczeniach jako podstawe teoretyczna przyjeto wzory'':

a) transformacja danego prawdopodobienstwa na wartosci dystrybuanty F standary-
zowanego rozktadu normalnego:

Probit = Pr = F(p;) + 5,

(Jak juz wspomniano stata 5 dodajemy, aby unikna¢ wartosci ujemnych.)

SR.Czyzewski, M.Hundert, R.K106ska, Wybrane zagadnienia z progno-
zowania, Economicus, Szczecin 2006.
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b) czgstos¢ p; wystgpowania upadiosci hurtowni w danej grupie jako iloraz liczby
wystapienia zdarzenia y; oraz liczby wszystkich zdarzen w danej grupie m;:

pj = yy/mj,

c) oszacowanie parametrow strukturalnych a; modelu poprzez zastosowanie uogol-
nionej metody najmniejszych kwadratow:

a=(X"vV'X) X'V Pr. (1.11.8)

gdzie:

X — macierz parametrow obserwacji zmiennych objasniajacych (lacznie z parametrem
rownym 1 dla X,

Pr — wektor zawierajacy wartosci probitow,

V — macierz, w ktorej elementy gloéwnej przekatnej obliczono z ponizszego wzoru, a po-
zostale elementy sa rowne zero.

=p,.-(1—p,)=p,.-(1—p,)

\% .
m-F(p) m-(Pr)

Wyznaczenie probitow Pr (dla zmiennych podano warto$ci srodkowe)

Tabela 1.11.2

Obliczenie probitow
Xy Xy m; Vi i Pr
0,15 0,2 12 8 0,67 5,44
0,3 0,45 20 12 0,60 5,26
0,5 0,35 35 10 0,29 4,45
0,7 0,55 20 15 0,75 5,67
0,9 0,75 25 14 0,56 5,15

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wartoéci probitéw wyznaczono na podstawie wzoru Pr = F(p;)+5. Dla funkcji F(p))
wedlug dystrybuanty rozkladu normalnego (tab. VI, Aneks niniejszego opracowania)
odnajdujemy przy okreslonym p; warto$¢ u. Na przyktad dla p; = 0,67 u = 0,44.

Jezeli dodamy stata 5, otrzymamy probit 5,44. Natomiast dla prawdopodobienstwa
< 0,5, np. 0,29, obliczamy wpierw roznicg (0,5 — 0,29) = 0,21. Znajdujemy w tablicy
warto§¢ u = 0,55 wedhug (0,5 + 0,21) = 0,71. Poniewaz warto$¢ dystrybuanty 0,29
wystepuje przed zerem, tj. po stronie wartosci ujemnych, to u = -0,55. Zatem probit
Pr=-0,55+5=445.

Wygodniej jest skorzysta¢ z tab. 1.11.3, stanowiacej przeksztalcenie prawdopodo-
bienstw na probity.
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Tabela 1.11.3

Zamiana prawdopodobienstw na probity

D 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0

m 2,67 2,95 3,12 3,25 3,36 3,45 3,52 3,59 3,66

0,1 3,72 3,77 3,82 3,87 3,92 3,96 4,01 4,05 4,08 4,12
0,2 4,16 4,19 4,23 4,26 4,29 4,33 4,36 4,39 4,44 4,45
0,3 4,48 4,50 4,53 4,56 4,59 4,61 4,64 4,67 4,69 4,72
0,4 4,75 4,77 4,80 4,82 4,85 4,87 4,90 4,92 4,95 4,97
0,5 5,00 5,03 5,05 5,08 5,10 5,13 5,15 5,18 5,20 5,23
0,6 5,25 5,28 5,31 5,33 5,36 5,39 5,41 5,44 5,47 5,50
0,7 5,52 5,55 5,58 5,61 5,64 5,67 5,71 5,74 5,77 5,81
0,8 5,84 5,88 5,92 5,95 5,99 6,04 6,08 6,13 6,18 6,23
0,9 6,28 6,34 6,41 6,48 6,55 6,64 6,75 6,88 7,05 7,33

0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009
0,99 7,33 7,37 7,41 7,46 7,51 7,58 7,65 7,75 7,88 8,09
Z 1 6 d t o: Opracowanie wlasne a podstawie: M. Cieslak (red.), Prognozowanie gospo-
darcze, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2005, tab. 5.1.

Obliczenia pomocnicze V', oraz 1/ v, elementow macierzy V wykonano w Excelu.

Tabela 1.114
Elementy macierzy diagonalnej V

m; P Pr V; 1/v;

12 0,67 5,44 0,00062 1606,1655
20 0,6 5,26 0,00043 2305,6333
35 0,29 4,45 0,00030 3366,1365
20 0,75 5,67 0,00029 3429,2160
25 0,56 5,15 0,00037 2691,0004

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Macierz diagonalna V

[0,00062 0 0 0 0 |
0 0,00043 0 0 0
v=l 0 0 0,00030 0 0
0 0 0 0,00029 0
0 0 0 0 0,00037 |
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Macierz odwrotna V' (wedlug wiasnosci macierzy diagonalnej)

2305, 6333

[1606,1655 0
0
0 0
0 0
0 0

0 0 0

0 0 0
3366,1365 0 0

0 3429,2160 0

0 0 2691,0004 |

Macierz X oraz X' zmiennych objasniajacych, a w tym: X, — parametr staly,
X, — wspotczynnik zadluzenia wobec dostawcow, X, — wspdtczynnik zadtuzenia wobec
pracownikow:

1
1
1
1
1

0,15
0,3
0,5
0,7
0,9

0,2 ]
0,45
0,35
0,55

0,75 |

Wektor Pr i wektor parametrow a:

Pr=| 4,45 |.

(5,44
5,26

5,67
| 5,15

1 1 1
X"={0,15 03 0,5

1
0,7

1
0,9

0,2 0,45 0,35 0,55 0,75

a=(X"-V'X) X'V Pr

Obliczenia parametrow ay, a;, a, z zastosowaniem rachunku macierzowego i funk-
cji Excela sa nastgpujace:

1 1

1

a=||0,15 0,3 0,5
0,2 0,45 0,35 0,55 0,75

1 1
-1 0,15 0,3

1

0,5

0,7

1 1

1
0,7

1606,1655

0,9

1

0,9

0,2 0,45 0,35 0,55 0,75
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1606,1655

0 0 0 0 1
2305,6333 0 0 0 1
0 3366,1365 0 0 1
0 0 3429,2160 0 1
0 0 0 2691,0004 || 1
0 0 0
0 2305,6333 0 0
0 0 3366,1365 0
0 0 0 3429,2160
0 0 0 0 2691,0004

0,15 0,2
0,3 0,45
0,5 0,35
0,7 0,55
0,9 0,75

5,44
5,26
4,45 |.
5,67
5,15



Macierz iloczynu (XV' ) okre§lono przy zastosowaniu funkcji Excela MA-
CIERZ.ILOCZYNC(...):

1606,166 2305,633 3366,137 3429,216 2691,000
(X'V )=| 240,925 691,690 1683,068 2400,451 2421,900 |.
321,233 1037,535 1178,148 1886,068 2018,250
Macierz iloczynu (X'V'X):
13398,152  7438,035 6441,235
(X'V'X) =| 7438,035 4945206 4085,193 |.
6441,235  4085,193 3494,515

Macierz odwrotna (X’V'X)"' okre§lono przy zastosowaniu funkcji MA-
CIERZ.ODW(...):

0,00068  0,00037 —0,00168
(X'V'X)" =] 0,00037 0,00610 —0,00781 |.
-0,00168 —0,00781 0,01251
Tloczyn macierzy (X'V™'Pr):
69146,7857
(X'V'Pr) =| 38521,9193 |.
33535,6988
Iloczyn macierzy do okreslenia parametrow a:
4,719
X'V'X)" - X'V'Pr=| -1,466 |.
2,613

Otrzymali$my parametry:
ap=4,719; a, = -1,466; a, = 2,613,
a model probitowy jest nastgpujacy:

P =4,719 - 1,466 - X;; + 2,613 - Xy,
Prawdopodobienstwo upadku firmy (przy x; = 0,5 x, = 0,45):
13r =4,719 - 1,466 - 0,5+ 2,613 - 0,45=5,1619.

Z tabeli 1.11.3 dla probitu 5,1619 odczytujemy prawdopodobienstwo 0,57
upadku hurtowni o wspotczynniku zadtuzenia wobec dostawcow x; = 0,5 oraz
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wspolczynniku zadluzenia wobec pracownikow x; = 0,45. Poniewaz p; > 0,5,
mozemy zatozy¢, ze hurtownia o danych cechach zadhuzenia upadnie.

Przyktad 3
Rozwigzmy to samo zadanie, wykorzystujac model logitowy. Interesuje nas row-
niez prawdopodobienstwo upadku hurtowni o cechach x; = 0,5 oraz x, = 0,45.

Dane jak w tab. 1.11.2 opisujace przyktad z modelem probitowym.

Dane do modelu logitowego

Tabela 1.11.5

Grupa | Wspotczynnik zadtuzenia | Wspotczynnik zadtuzenia | Liczba analizowa- | Liczba upadtych
wobec dostawcow wobec pracownikow nych hurtowni hurtowni
X1 X2 m y

1 0,15 0,2 12 8

2 0,3 0,45 20 12
3 0,5 0,35 35 10
4 0,7 0,55 20 15
5 0,9 0,75 25 14

Z 1 6 d1o: Opracowanie wilasne.

Obliczenia pomocnicze (a—c) wykonano wedtug wzorow''¢:
a) wyrazenie prawdopodobienstwa w formie logitu:

b)

c)

czgsto$¢ p; wystgpowania badanego zjawiska stanowi iloraz liczby zdarzen,
w ktorym dane zjawisko wystapito, i liczby wszystkich zdarzen w danej kate-

gorii:

pj = y/m,

oszacowanie wyrazenia na a dla okreslenia parametrow strukturalnych modelu
logitowego, stosujac uogolniona metodeg najmniejszych kwadratow:

a=(X'W'X) X'W'L

(1.11.9)

X — macierz parametrow obserwacji zmiennych objasniajacych (facznie z parametrem = 1

dla Xp),

L — wektor zawierajacy wartosci logitow,
W —macierz o elementach na gldéwnej przekatnej okreslonych wedtug wzoru:

"R.Czyzewski, M.Hundert, R.K106ska, Wybrane zagadnienia z progno-

zowania..., op.cit., rozdz. 111.2.
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1
m;p,; '(l_p/‘)’

W

— wyznaczenie logitow (przykladowe wyrazenie w Excelu na obliczenie logitu
[=LN(C3/(1-C3))]):

Tabela 1.11.6

Obliczenie logitow

xy Xy m Vi pi L

0,15 0,2 12 8 0,67 0,7082
0,3 0,45 20 12 0,60 0,4055
0,5 0,35 35 10 0,29 -0,8954
0,7 0,55 20 15 0,75 1,0986
0,9 0,75 25 14 0,56 0,2412

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

— okreslenie elementdéw macierzy W (wyrazenie w Excelu na element w;, np.
[=1/(B16*C16*(1-C16)])

Tabela 1.11.7

Wyznaczenie elementow ,,w;” oraz (,, 1/w;”)

A B C D E
15 m; )2 w; 1/w;
16 12 0,67 0,3769 2,6532
17 20 0,60 0,2083 4,8000
18 35 0,29 0,1388 7,2065
19 20 0,75 0,2667 3,7500
20 25 0,56 0,1623 6,1600
Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.
Macierz diagonalna W:
[0,3769 0 0 0 0 |
0 0,2083 0 0 0
W= 0 0 0,1388 0 0
0 0 0 0,2667 0
| 0 0 0 0 0,1623 |
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Macierz odwrotna W

[2,6532 0 0 0 0
0 4,8000 0 0 0
wW'=| 0 0 7,2065 0 0
0 0 0 3,7500 0
| 0 0 0 0 6,1600 |
Macierz X:
1 0,15 0,2]
1 0,3 0,45
X=[1 0,5 0,35].
1 0,7 0,55
1 0,9 0,75]
Wektor L:
10,7082 |
0,4055
L=|-0,8954 |.
1,0986
| 0,2412 |

Wymienione macierze zapisano w arkuszu kalkulacyjnym Excela.

Wektor parametrow (zastosowanie rachunku macierzowego funkcjami Excela):
a=(X'W'X) -X'W'L,

Obliczenie parametrow ay, a;, a,.

Przed macierzami podano przyktady wyrazen Excela, przy czym w nawiasach wpi-
sywane sa odpowiednie obszary adresow arkusza kalkulacyjnego. Funkcja poprzedzona
jest znakiem ,,=".

=TRANSPONUI(...):

1 1 1 1 1
X" =|0,15 0,30 0,50 0,70 0,90 |.
0,20 0,45 0,35 0,55 0,75
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=MACIERZ.ILOCZYN(...):

2,6532  4,8000 7,2065 3,7500 6,1600

(X'W"')={0,3980 1,4400 3,6033 2,6250 5,5440 |.

0,5303 2,1600 5,5223 2,0625 4,6200
=MACIERZ.ILOCZYN(...):

24,5697 13,6102 11,8954

(X'W'X)=|13,6102 9,1204  7,5905

11,8954 17,5905  6,5603
=MACIERZ.ODW(...):

0,3412  0,1546 —0,7975

(X'W'X)" =| 0,1546  3,0288 —3,7848 |.
—0,7975 -3,7848  5,9776

=MACIERZ.ILOCZYN(...):

2,9782
(X'W'L) = 1,8605 |.
2,3734

=MACIERZ.ILOCZYN(...):

-0,5891
[T J A
(X'W'X) (X'W"')L=|-2,8875 |.
4,7710
Model logitowy:
Y, =-0,5891-2,8875 x;; + 4,7710 x;.
J
Warto$¢ logitu dla: x; = 0,5; x, = 0,45:
L=-0,5891-2,8875-0,5+4,7710 - 0,45 =0,1141.
Niech wynik bedzie zapisany przyktadowo w komorce B79.
Prawdopodobienstwo upadku firmy:
L=In[p/(1-p)] € =p/1-p)

et=1-p)p=1Up~1 1+et=1/p
p; =U[1 +e*] p;=1/[1 + exp(-L)]

Wyrazenie Excela: [=1/(1+EXP(B79)] — p;=0,4715.
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Funkcja [EXP(...)] oblicza wartos¢ e = 2,718282 podniesiona do potegi
okreslonej przez podana liczbe.

Prawdopodobienstwo upadku hurtowni o wspotczynniku zadtuzenia wo-
bec dostawcoéw x; = 0,5 oraz wspdtczynniku zadhuzenia wobec pracownikow
x;=10,45 wynosi 0,4715, a wigc wynik naszego przyktadu jest o 10% mniejszy
niz w modelu probitowym.

1.11.6. Pytania

1. Wymien oraz podaj glowne cechy modelu ekonometrycznego przy
zmiennych dychotomicznych.

2. Jak traktujemy wartosci y; w modelu LPM?

3. Co nazywamy logitem?

4. Wyja$nij zalezno$¢ Pr = F(p)) + 5.

5. Opisz elementy estymatora:

a=[X"-V'X]"'-X"V'.Pr.

6. Do jakiego estymatora stosujemy elementy macierzy obliczane wedtug

WZOru:
1

_mjpj.(l_pj).

w;

1.11.7. Zadania
1. Dany jest liniowy model prawdopodobienstwa LPM, o zmienych

)_Cw )_Cz’ f3j
Y =7-0,08-X; - 0,005 X+ 0,003 - X;.

Okresl wartos¢ funkcji tego modelu dla: x; =30, x, = 1100, x3 =0,3.

Jak zinterpretujesz wynik przy zatozeniu:

Y =1 —Kklient nabyt skuter,

Y = 0 —klient nie zakupit skutera.

2. Wyznacz prawdopodobienstwa oraz probity Pr do podanych wartosci
zmiennych X, X, liczby obserwacji obiektu m oraz wystapienia okre-
slonego zjawiska Y w danej kategorii.
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Tabela 1.11.8

Rozplanowanie wstepne do obliczenia probitow

Xy Xy m Y D pr
0,1 0,2 15 7
0,3 04 20 15
0,6 0,3 30 10
0,7 0,5 25 15
0,8 0,7 25 18

Z 1 6 d t o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

3. Wyznacz prawdopodobienstwa i logity do podanych zmiennych Xj, X5,
liczbg przebadanych pacjentéw m oraz liczbg stwierdzenia choroby y w bada-
niach okresowych pracownikow poszczegolnych wydzialow huty bieli cyn-

kowe;.
Tabela 1.11.9
Rozplanowanie wstepne do obliczenia logitow
Xy Xy m; Y 1 L
0,18 0,25 120 10
0,32 0,40 200 9
0,45 0,38 350 15
0,73 0,57 180 5
0,89 0,70 250 3

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

261



1.12. Zastosowanie modelu regres;ji
oraz modeli opartych na szeregach czasowych
w prognozowaniu (uzycie Excela)

Wypracowane przez ekonometri¢ modele regresji oraz trendu wykorzy-
stywane sa mi¢dzy innymi w prognozowaniu wartosci zmiennych. W niniej-
szym rozdziale podejmiemy probg¢ omdwienia na przyktadach tej tematyki,
ograniczajac si¢ do:

— zastosowania modelu regresji,

— wykorzystania modeli trendow,

—uzycia modeli wyrownywania wyktadniczego,

— wykorzystania klasycznego modelu autoregresji,

—modeli Holta-Wintersa.

Wystepuje tu takze wstepne wprowadzenie do modelowania symulacyj-
nego dziatalnosci gospodarczej. Rozdziat konczy si¢ pytaniami oraz przykla-
dami zadan do samodzielnego rozwiazywania ze wspomaganiem mikrokom-
puterowym.

W poczatkowej czesci rozdziatu jest wprowadzenie w problematyke pro-
gnozowania gospodarczego, klasyfikacja rodzaju prognoz, wskazanie metod
prognozowania oraz podano miary bledéw prognoz. Omédwiono procedurg
projektowania 1 weryfikacji liniowego modelu regresji na potrzeby prognozo-
wania. Zamieszczono przyklad modelowania oraz okre$lenia prognozy z za-
kresu produkcji przedsigbiorstwa.

Nastepnie poruszono zagadnienie modeli nieliniowych oraz pokazano te-
sty porownywania modeli, w tym kryterium Schwarza. Zamieszczono przy-
klad prezentujacy metodg najmniejszych kwadratow na okreslenie parametréw
modelu z wieloma zmiennymi obja$niajacymi na wyznaczanie prognoz z uzy-
ciem analizy wspodtczynnikoéw korelacji w doborze zmiennych objasniajacych.

Prognozowanie to przede wszystkim obserwacje w czasie zjawisk 1 wiel-
kosci spoteczno-gospodarczych. Nie mogto wigc zabraknaé przyktadéow mo-
deli opartych na szeregach czasowych, a wigc trendu pelzajacego, modeli
srednich ruchomych, az po modele wyrownywania wyktadniczego wiacznie.
W ramach przyktadow wystepuje obliczenia bledow ex post 1 ex ante, a takze
okreslenie prognozy kolejnego miesiaca z rownania modelu adaptacyjnego.
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Obserwowane wielkos$ci w procesach gospodarki rynkowej wykazuja se-
zonowos¢, np. w ciagu roku. Z tego wzgledu podano uzycie modeli Holta-
-Wintersa z sezonowoscia multiplikatywna i addytywna. Czasem w progno-
zowaniu wygodne jest zastosowanie szeregu czasowego tej samej zmiennej,
lecz z przesunigciem o okres lub kilka okresow. Celowo wigc pokazano przy-
ktad z klasycznym modelem autoregresyjnym.

Potrzeby migdzy innymi prognozowania, jak tez wspanialy rozwdj nauki,
jaka jest ekonometria, sprawity, ze zbudowano konstrukcje matematyczne
coraz to nowszych doskonalszych modeli ekonometrycznych ze wspomaga-
niem technika komputerowa. Liczne modele dla wspotczesnej gospodarki
znajdzie Czytelnik w klasycznym juz podreczniku G.S. Maddali'"’.

Modelowanie symulacyjne, do ktorego nawiazano w niniejszym rozdzia-
le, to wejsScie w nowoczesna obecnie problematyke symulacji stosujaca ztozo-
ne modele ekonometryczne z zastosowaniem komputera. Treningi na podsta-
wie tych modeli przeprowadzane sa juz przez niektére osrodki w procesie dy-
daktycznym doskonalenia przysztych i obecnych menedzeréw firm. Dla zain-
teresowanych ta problematyka wyszczegdlniono oprogramowane modele sy-
mulacyjne do zarzadzania produkcja.

W zamieszczonych przyktadach zastosowano program WinQSB oraz
funkcje Excela. Prognozowanie utorowato sobie droge jako samodzielna dys-
cyplina nauki. Prognozowanie, zwlaszcza gospodarcze, okresla bowiem kie-
runki rozwoju oraz umozliwia wskazanie przysztych wielkosci ekonomicz-
nych. Opiera si¢ na danych statystycznych wykorzystywanych migdzy innymi
przez modele ekonometryczne. Obszerne informacje na temat metod 1 zasto-
sowania prognozowania gospodarczego znajdziemy w publikacji M. Cie-
Slak'®.

Prognozy mozemy podzieli¢ ze wzgledu na'":

— horyzont czasowy prognoz: krotkoterminowe, srednioterminowe, dtugo-
terminowe — strategiczne wielowariantowe (dla podejmowania dtugofalowych
decyzji gospodarczych), operatywne (wykonanie planu, ksztattowanie si¢
zmiennych ekonomicznych),

— charakter 1 strukture prognoz: proste i ztozone, ilosciowe — opisywane
zmienng ilosciowa 1 jakosciowe, punktowe 1 przedzialowe, jednorazowe
1 powtarzalne,

— stopien szczegotowosci prognoz (ogolne i szczegotowe),

17G.S. M addala, Ekonometria. Metody..., op.cit.

"8 M. Cieslak (red.), Prognozowanie gospodarcze..., op.cit.

"9 Ibidem, rozdz. 1.3; M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyj-
nych, t. 2: Ekonometria..., rozdz. 1.11.2.
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— zasigg terenowy prognoz (§wiatowe, migdzynarodowe, krajowe, regio-
nalne),

— metody opracowania (modelowe, indukcyjne, dedukcyjne, Srednie),

— cel lub funkcje: ostrzegawcze, badawcze, aktywne, pasywne, samoreali-
zujace si¢ (np. ogloszenie wzrostu cen wywotuje wykup towaréw, a w konse-
kwencji dalszy wzrost cen), unicestwiajace si¢ (np. zapowiedz rekordowego
naplywu gosci wywotuje zniechecenie ich do przyjazdu).

Zmiany ilo$ciowe w prognozowaniu okreslamy zgodnie z trendem lub
funkcja regresji dla kolejnych okresow. Natomiast zmiany jakosciowe dotycza
zmiany postaci trendu, charakteru zwiazkow migdzy zmiennymi czy tez zani-
ku niektorych zaleznosci.

W prognozowaniu wystgpuje pojecie ,,predykcja”, ktore obejmuje dia-
gnozowanie przesztosci, a wigc estymacj¢ parametréw 1 sformutowanie mode-
lu, okreslenie przyszlosci — prognozowanie, stosujac okreslona metode. Jesli
méwimy o kompleksowosci predykciji, to dotyczy ona wnioskowania o wekto-
rze zmiennych reprezentujacych wspotzalezne zjawiska. Natomiast sekwen-
cyjno$¢ predykcji oznacza budowg prognoz dla danej zmiennej w nastgpuja-
cych po sobie okresach.

Wymienmy teraz metody prognozowania'*’:

— analizy 1 prognozowania krotkookresowego szeregdw czasowych (czas,
przeszle warto$ci zmiennej prognozowanej); stosujemy tu modele: Srednie
ruchome, wygladzanie wyktadnicze, autoregresyjne, inne,

— prognozowania przyczynowo-skutkowego z zastosowaniem modeli:
ekonometryczne jedno-, wielor6wnaniowe, behawioralne (wedlug praw za-
chowania ekonomicznego firm), symptomatyczne, gdy brak teorii do budowy
modelu lub mozliwosci pozyskania wartosci szeregdw zmiennych; metody
prognozowania przyczynowo-skutkowego stosujemy, gdy znane sa przyszie
warto$ci zmiennych objasniajacych lub istnieje mozliwo$¢ prognozowanie
tych zmiennych, a ponadto do eksperymentowania — symulacji na przypusz-
czalnych wartosciach zmiennych objasniajacych,

— analogowe (bazowanie na zmiennych podobnych, np. dalszy rozwoj te-
lefonii komorkowej w Polsce na podstawie wyzszego poziomu w krajach za-
chodnich),

— heurystyczne (jedna z metod jest ,,burza moézgdéw” na temat nowych od-
kry¢ naukowych w okreslonej dziedzinie, z pozyskiwaniem opinii wielu eks-
pertow z réznych $rodowisk naukowych, nast¢pnie przeprowadzenie analizy
pogladoéw 1 wybor wedtug najwigkszego prawdopodobienstwa),

120 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., rozdz. 1.11.4.

264



— kombinowane ($rednia prognoza z r6znych modeli z zastosowaniem
wag zaufania do tych metod okres$lonych przez ekspertow).

O wyborze okreslonej metody decyduje dostgpnos¢ danych 1 wlasciwosci
metody.

Okreslone prognozy w okresach minionych mozemy oceni¢ ex post, sto-
sujac nastepujace miary'>':

— pierwiastek $redniego kwadratu bledu:

S+h

RM%:J > (G, =) (1.12.1)

nS

gdzie:

S + h — zakres proby P, dla ktorej oceniamy wygaste juz prognozy,
= §— miejsce startu — obserwacja n-ta,

h —horyzont proby poza obserwacja n-ta,

y, — warto$ci rzeczywiste,

¥, —warto$ci prognozowane.

— $redni absolutny btad:
S+h
MAE = (1.12.2)
1 n= S
— $redni procentowy absolutny biad:
S+h y|
MAPE = 2 1.12.3
1+h ;‘ ‘ ( )
— wspotczynnik Theila:
S+h
thZ@ -y,
THEIL = (1.12.4)

1 S+h S+h
Hh;" 1h2”
Dekompozycja wspdlezynnika Theila (U + U® + U= 1):

— wspotczynnik $redniego btedu Uy, oraz wspoOtczynnik btedu wariancji
Us:

12! Ibidem, rozdz. 11.11.5.
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A — o2
UM — (y_y)z US — (Sj/ Sy) R
2 G-y 25, =3)"
— wspotczynnik bledu kowariancji:
UC - 2:(1-r)-S;-S,

= - —.
2=y
W wymienionych wzorach:
S — odchylenia standardowe w odniesieniu do prognozy ¥ i warto$ci $redniej y ,
r—wspolczynnik korelacji pomigdzy wartosciami modelowymi a empirycznymi z obserwacji,
U © — miara bledu niesystematycznego.
Gdy U™ > 0,2, to wystepuje btad systematyczny prognozy. Jesli U ma
wysoka warto$¢, wowczas zmiennos¢ zmiennej prognozowanej jest niedosta-
teczna.

1.12.1. Blad prognozy ex ante oraz badanie aktualnosci
modelu

Btad prognozy ex ante jest miara doktadnosci statystycznej. Wyr6zniamy:
wzgledny blad prognozy ex ante i bezwzgledny btad prognozy ex ante.

Wzgledny btad prognozy ex ante, w %, obliczamy wedlug wzoru z publi-
kacji M. Cieslak, przy czym zamiast symbolu (*) zastosowano (") w odniesie-
niu do zmiennej prognozowanej'*:

7, =—2.100,
7,

t>n.

Bezwzgledny btad prognozy ex ante dla modelu trendu liniowego'**:

2
&JFLJJ.S,

Vt = u

S0
t=1

gdzie:

T — numer okresu, dla ktérego wyznacza si¢ prognoze,

t —érednia warto$¢ zmiennej czasowej,

S, — odchylenie standardowe reszt, stanowiace pierwiastek z ponizszej wariancji resztowej:

122 M. Cieslak (red.), Prognozowanie gospodarcze. Metody..., op.cit., rozdz. 2.4.3.
123 Ibidem, s. 56.
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S% =
n—k

gdzie:

k=m+1,

m — ilo$¢ zmiennych objasniajacych,

y,— warto$¢ zmiennej ¥ w okresie ¢,

¥, —modelowa (teoretyczna) warto$¢ zmiennej Y,

y — $rednia warto$¢ zmiennej Y dla szeregu czasowego o n obserwacjach.

Wymienione wzory sa analogiczne do wezesniej podanych, odpowiednio:
(1.6.5), (1.6.3), (1.6.4).

Badanie aktualno$ci modelu przeprowadzamy wspotczynnikiem Januso-
124
wymJ
1 T
T-n Z(yt _ytP)2
2 t=n+1
S— , (1.12.5)
- z = )2
g

J

gdzie:

y; — warto$ci zmiennej prognozowanej (mianownik) w okresach proby i weryfikacji pro-
gnoz (licznik),

y,p— prognozy w okresie weryfikacji prognoz,

y — wartos$ci obliczone na podstawie modelu dla n obserwacji.

Jesli spetniony jest warunek J ° < 1, to model prognostyczny mozna sto-
sowac¢ dalej.

Przyktad

Liczba komputeréow y, w firmie w latach 1995-2001 wyniosta (stan na dzien 31.12
danego roku):

Tabela 1.12.1

Liczba komputerow w firmie

Lata 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

Y, 114 139 183 205 231 233 234

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

R.Czyzewski, M.Hundert, RK16ska, Wybrane zagadnienia z progno-
zowania..., op.cit., rozdz. 1.2.
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Etapy prac:

1. Do obliczenia parametréw modelu trendu liniowego okreslamy model ekonome-
tryczny klasyczna metoda najmniejszych kwadratow, a ponadto wyznaczymy:

a) wspotczynnik korelacji (R),

b) wspotezynnik determinacji (R?),

¢) skorygowany wspotczynnik determinacji (R*).

2. Na podstawie modelu okreslamy prognozy liczby komputeréw w firmie w latach
2002-2004.

3. Zaktadajac, ze mamy rzeczywiste liczby komputerow w latach 2002—-2004, ktore
wyniosty odpowiednio 265, 290, 315, badamy trafno$¢ prognoz przy pomocy s$redniego
bezwzglednego bledu procentowego prognoz ex post.

4. Sprawdzamy wspotczynnikiem Janusowym, czy model jest nadal aktualny.

Ad 1) Model trendu liniowego:
> =) e=1)

5 1=l =
Y=a,+aqa,-t, a, = , ag=y—a-t.

Y-y
t=1

<

Tabela 1.12.2

Obliczenia pomocnicze oraz okreslenie parametrow

Lata 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 [ 2001 | srednia
t 1 2 3 4 5 6 71 4
Vi 114 139 183 205 231 233 234( 191,29
Yi-y 77,29 5220 820 1371|3971 41,71[ 42,71
t-t -3 -2 -1 0 1 2 3
(ve-y) (t-t) | 231,86] 104,57 829] 000 39,71 8343 128,14[SUMA 596,00
(t-t ) 9 4 1 0 1 4 9| suma | 28

a; =596/28 =21,29, ap= y —a; =106,14 (obliczenia w Excelu),
y =106,14+21,29¢.

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: vy~ —> ¥, 1 =1,y — .

Ad 1a) Wspotczynnik korelacji R (analogicznie do wzoru 1.4.2):

cov cov

_ s b
o Jvarfvar, S()S®)’

R

R, =[2(y,=5) (t=T)V/[n-5(5,) -5 ()],
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Kowariancja wedtug tabeli 1.12.2:
cov, =[Z(y,-F)-(t-7)]/n=596/7=8514

S(y;) oraz S(f) — odchylenie standardowe zmiennej Y i okresow ¢ jako pierwiastka
Z wariancji vary oraz var;.

Tabela 1.12.3

Tabela pomocnicza do obliczenia wariancji zmiennej Y oraz t

Ve-y | 77,29 | 52,29 | -829] 13,71 39,71 | 41,71 | 42,71 Wariancja | S
(v -y )| 5973,08] 2733,80| 68,65| 188,08 1577,22| 1740,08] 1824,51 Suma/7 L2 015,0612 | 44,89
(t-t) 9 4 1 0 1 4 9 |[sumar7lp 4 2,00
R = 85,14/(44,89 ' 2) = 0,94836, R =94,84%.

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: y~ —> 7, — 7.

Ad 1b) Wspotczynnik determinacji (R?) = 0,94836” = 0,8994.

Ad 1c) Skorygowany wspotczynnik determinacji (E ? ) dla k=2:

1?:1—"_;-(1—132), (1.12.6)
o

— 7-1
R’ =1-——-(1-0,8994) = 0,9793.
7-2
Ad 2) Okreslenie prognozy liczby komputerow w firmie w latach 2002—-2004:
)}t:106,14+21’29.t’ t=38,9, 10, n="7,T=10.

Tabela 1.124
Prognozy na lata 2002-2004

t 8 9 10

A

y 276,46 297,75 319,04

Z 16 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Ad 3) Przyjmujac, ze warto$ci zmiennej y, w latach 2002-2004 byty odpowiednio:
265, 290, 315, zbadamy trafnos$¢ prognoz przy pomocy $redniego bezwzglednego (abso-
lutnego) btedu procentowego prognoz ex post. Kolejny wzor jest analogiczny do
(1.12.3).
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MAPE =

1

|ﬁ, Yy

T N o

Y,

-100.

Tabela 1.12.5
Obliczenia pomocnicze do bledu MAPE

t 8 9 10

yh 276,46 297,75 319,04
t Yt Y I(y¢ - Yo )V

8 265 276,46 0,0432

9 290 297,75 0,0267

10 315 319,04 0,0128

Suma 0,0828

MAPE [%] 2,7598

Z 16 d to: Opracowanie wiasne w Excelu, gdzie: y" — .

MAPE =[1/(10 - 7)] - 0,0828 - 100 = 2,76%.

Dokonujac prognozy liczby komputeréw w firmie, pomylilismy si¢ $rednio
0 2,76%. Zatem otrzymane wyniki prognozowania mozna uzna¢ za trafne, sag bowiem
w granicach bledu 5% (tab. 1.12.5).

Ad 4) Sprawdzenie wspolczynnikiem Janusowym na podstawie wzoru (1.5), czy
model jest nadal aktualny.

Tabela 1.12.6

Obliczenia pomocnicze do wspoiczynnika Janusowego

1995 1 114 127,43 180,3649
1996 2 139 148,72 94,4784
1997 3 183 170,01 168,7401
1998 4 205 191,3 187,69
1999 5 231 212,59 338,9281
2000 6 233 233,88 0,7744
2001 7 234 255,17 448,1689
Suma 1419,1448
Lata t Vi Y (0
2002 8 265 276,46 131,3316
2003 9 290 297,75 60,0625
2004 T=10 315 319,04 16,3216
Suma 207,7157

2 110-7)207,7157

J =0,15.

Poniewaz wspolczynnik Janusowy nie przekracza 1, model mozna wykorzystywac
do dalszego prognozowania.

(1/7)1419,1448

>

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: ytpA - j’m-
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1.12.2. Pytania

1. Objasnij elementy wzoru na wzgledny procentowy btad prognozy ex
ante.

2. Do czego shuzy wspotczynnik Janusowy 1 jak obliczy¢ jego poszcze-
golne sktadniki?

3. Od kiedy model szeregu czasowego nie nadaje si¢ do dalszego progno-
zowania?

1.12.3. Zadania

1. W przedsigbiorstwie liczba stanowisk pracy bezposrednio produkcyj-
nych w latach 20002006 wedtug stanu na 31.12 danego roku wynosita:

Tabela 1.12.7

Liczba stanowisk pracy

t 1 2 3 4 5 6 7
Lata | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Y, 11 14 18 20 23 25 28

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu; dane umowne.
Okreslony funkcja REGLINP model trendu liniowego jest nastgpujacy:
Y=8,714+2,786 1.
Tabela 1.12.8

Parametry modelu liniowego oraz fragment statystyki opisowej

a Ay
2,786 8,714 parametry modelu
0,106 0,474 standardowe btedy oceny parametrow
0,993 wspolczynnik determinacji (R%)

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

W ramach zadania:

a) zbadaj dopasowanie modelu do danych z obserwacji przy pomocy sko-
rygowanego wspotczynnika determinacji R*;n="7;k=2,

b) oblicz wygaste juz prognozy na lata 2000-2006,

c) okresl prognozg liczby stanowisk pracy bezposrednio produkcyjnych na
rok 2007,

d) oblicz wzgledny blad prognozy ex ante [%)] okreslonej na rok 2007.
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2. Dane sa obserwacje rozwoju osiedla domkoéw jednorodzinnych na lata

20002006 wedtug stanu na 31.12 danego roku:
Tabela 1.12.9
Liczby domow jednorodzinnych

t 1 2 3 4 5 6 7
Lata 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Y, 10 12 15 16 20 22 24

Z 16 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne.
a) zdefiniuj model trendu liniowego Y=ay+a t, korzystajac z KMNK.
b) okresl prognozy na lata 2007-2009.
¢) sprawdz wspolczynnikiem Janusowym wedlug warunku J* < 1, czy
model jest nadal aktualny.

1.12.4. Budowa i weryfikacja modelu regresiji

Przyktad 1

Rozpocznijmy od przyktadu modelu regresji z jedna zmienna objasniajaca. Do ce-
16w dydaktycznych niech to bgdzie z zalozenia model liniowy obrazujacy zalezno$é
liczby zawartych matzenstw M, w tys., od liczby przecigtnie zatrudnionych w roku Z,
réwniez w tys.:

M= f(Z)+e.

gdzie:

&— sktadnik losowy.

W tabeli 1.12.10 wprowadzono jeszcze jedna zmienna, ktéra bedzie pozniej zasto-
sowana, tj. R — liczba rozwodow, w tys., ktora, jak si¢ wydaje, zniechgca potencjalne

pary do zawierania matzenstw.
Tabela 1.12.10

Wartosci zmiennych ,M”, ,,Z”, ,,R”

y X 4 X5

n Rok M Z R

1 1980 307 17 334 39,8
2 1990 255 16 280 42,4
3 1995 207 14735 38,1
4 1999 219 15373 42

5 2000 211 15018 42,8
6 2001 195 14 924 45,3
7 2002 192 12729 45,4
8 2003 195 12 663 48,6
9 2004 192 12615 56,3
10 2005 207 12728 67,6

Z 16 d to: Opracowanie wlasne na podsta-
wie: ,,Rocznik Statystyczny Rzeczypospoli-
tej Polskiej” 2006, tab. ,,Wazniejsze dane

o sytuacji spoteczno-gospodarczej kraju”.
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Przedstawmy nasza zalezno$¢ M = f(Z) w formie diagramy korelacyjnego.

310 O
y=0,0179x|— 41,012
R?=0,6877

270 ’/”’,,,
250 Q-
/

230

290

liczba matzenstw [M]

210 |5 -
190 L& o
12500 13500 14500 15500 16500 17500

liczba zatrudnionych [Z]
Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie y - M, x — Z
Wykres 1.12.1. Zalezno$¢ zmiennych M i Z

Migdzy badanymi zmiennymi istnieje dodatnia zalezno$¢ korelacyjna. Wspotczyn-
nik determinacji (R”) podany na diagramie wynosi 0,6877, co $wiadczy o $rednim dopa-
sowaniu modelu regresji liniowej do danych empirycznych. Obliczmy wspotczynnik
korelacji migdzy zmienna objasniana M a zmienna objasniajaca Z:

Ry, =VR? =,/0,6877 = 0.829.

Oceniamy istotno$¢ wspotczynnika korelacji, korzystajac z testu w publikacji
M. Lipiec-Zajchowskiej'*:

Przystepujemy do procedury weryfikacji hipotezy:

Hy:ryy, = 0 (nie istnieje zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi),

H,:r, (istnieje zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi).

przy czym: x =2, y=M.

Weryfikujemy poprzez pordéwnanie warto$ci statystyki z,, obliczonej z proby
z wartoscia teoretyczna t,, odczytang z rozktadu z-Studenta. Na podstawie proby obli-

czamy statystyki £, dla N = n obserwacji wedtug wzoru (1.1.5)'%:

Jesli |1t,p)] > |t,), to hipotezg zerowa odrzucamy, oznacza to bowiem istnienie zalez-
nosci pomigdzy zmienng objasniana M a zmienna objasniajaca Z w populacji generalne;.
Przyjmujemy poziom istotnosci , np. 0,05, oraz ilo§¢ stopni swobody:

n=m-1)=10-1=9.

123 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2. Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 1.3.
128 Ibidem.
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Na podstawie tablicy rozkladu z-Studenta #( gs; o) = 2,2622:

10-2
t, =0,829. | —— =4,1927.
1-0,829:
Zatem |t,,| > |t,].

Istnieje wigc zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi okreslonego modelu:
M =-41,012+0,0179 - Z

Obliczamy skorygowany wspolczynnik determinacji jako miar¢ dopasowania mo-
delu przy k& = 2 (ilo$¢ szacowanych parametrow):

R?=1- ”_]1{ -(1—R2):1—11(())—_;~(1—0,6877):0,6487,
n— —

czyli w okoto 65% zmienna objasniana M jest wyjasniana zmienno$cia zmiennej obja-
$niajacej Z.
Przyktad 2

Alternatywnym rozwigzanie do okreslenia regresji liniowej jest zastosowanie funk-
cji REGLINP ze statystyka opisowa.
Tabela 1.12.11

Raport z funkcji REGLINP

a aop
0,0179 -41,012 parametry a;
0,0043 62,082 standardowy btad szacunku parametrow a;

0,6877 21,635 | wspotczynnik determinacji (R?); odchylenie standardowe reszt (S,)

17,6203 8 statystyka £ ilo$¢ stopni swobody (iss)

8247,4640 | 3744,536 | regresyjna suma kwadratow (RSS); resztowa suma kwadratow (RSS)

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wariancja resztowa jest ilorazem resztowej sumy kwadratow (RSS) i iloSci stopni
swobody (iss =n—m— 1 = n—k); przy czym m — ilo§¢ zmiennych objasniajacych (wzor
1.8.1).

- —_\2
) Z(yf v) 374,536

n—k 10-2

2
S
u

=468,07.

Kolejna miarg oceny dobroci dopasowania modelu do danych empirycznych jest
odchylenie standardowe reszt stanowigce pierwiastek z wariancji resztowej. Mozna go
pobrac¢ réwniez z raportu funkcji REGLINP:

S, =+/82 =./468,07 = 21,635.
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Przyktad 3

Oceniamy zmienno$¢ reszt w stosunku do warto$ci $redniej 7 zmiennej objasnia-
nej M.
Tabela 1.12.12

Obliczenie resztowej sumy kwadratow

n Y=M Xi=z M e=u=M-M w?
1 307 17 334 269,2666 37,7334 1 423,8095
2 255 16 280 250,4000 4,6000 21,1600
3 207 14735 222,7445 -15,7445 247,8893
4 219 15373 234,1647 -15,1647 229,9681
5 211 15018 227,8102 -16,8102 282,5828
6 195 14924 226,1276 -31,1276 968,9275
7 192 12 729 186,8371 5,1629 26,6555
8 195 12 663 185,6557 9,3443 87,3159
9 192 12 615 184,7965 7,2035 51,8904
10 207 12728 186,8192 20,1808 407,2647
Srednia: m =218 > 3 747,4638

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wystapita roznica w obliczeniu resztowej sumy kwadratow (RSS) w stosunku do
raportu funkcji REGLINP w przykfadzie 2. Wynika to z zaokraglenia parametrow mode-
lu M =-41,012+0,0179 - Z do trzeciego miejsca po przecinku.

Obliczenie wspotczynnika zmiennosci wedtug wzoru (1.3.15) 1 S, = 21,635 wedtug
tab. 1.12.11.

S 21,635
V="t ~0,1=10%.
mo 218

Przyktad 4

Badanie statystycznej istotnosci parametrow a, oraz a; testem z-Studenta wedtug
wzoru (1.1.8):

t bl — | i| t > t
> b
0 g( l) obl o
hipOteZa zerowa: f]o: |a,' = 0|, hipOteZa altematy wna: Hl.' |a,‘ * O|

Gdy ten warunek jest spelniony, to hipotez¢ zerowa odrzucamy na rzecz hipotezy
alternatywnej; parametr @; r6zni si¢ w sposob istotny od zera, a zmienna objasniajaca Z
wplywa w sposob istotny na zmienna objasniana M.

Dla a=0,05iiss =n—2=10-2=38, t, = 2,306 (wedlug tablicy wartosci krytycz-
nych rozktadu #-Studenta)

41012 ; 0,0179

=0,664, =4,163.
! 62,082 ‘ 0,0043

a, q
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Jezeli ¢, < t,, to nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy Hy. Gdy by >1ys od-

rzucamy hipotezg zerowa na rzecz hipotezy alternatywnej, parametr ¢, rézni si¢ w spo-
sob istotny od zera i zmienna objasniajaca Z w sposob istotny oddziatuje na zmienna
objasniana M.

Poniewaz zaktadamy, ze parametr a, pozostaje w modelu, badanie dla La, byto nie-
konieczne.

Przyktad 5
Zastosujmy test Jargu'ea-Bery badania normalnosci sktadnika resztowego'”’.

Test ten shuzy do weryfikacji hipotezy, ze rozktad sktadnika resztowego jest rozkta-
dem normalnym i okreslony jest wzorem (1.1.15), ktorego podobna formuta wystepuje

réwniez w publikacji M. Lipiec-Zajchowskej'**:

n—k.

1

JBT = [S® +Z(K_3)2]’

gdzie:

k=2 —liczba szacowanych parametrow (a,, a1),

S = A, — warto$¢ wspéltczynnika skosnosci, gdy nie dysponujemy Excelem, obliczana we-
dhug wzoru analogicznego do (1.3.17):

T
1 _
22 =)
_ =l .

A, =S P

s

K —kurtoza opisana formula analogiczna do (1.1.14):

T
| _
- > -
_ el

K 5

we wzorach:

S — odchylenie standardowe,
T = n—liczba obserwacji,
V,— warto$¢ y w okresie ¢.

¥ — $rednia warto$¢ y.

Hipoteza zerowa H, zaklada, ze rozktad sktadnika resztowego jest rozktadem nor-
malnym. Hipoteza alternatywna H, zaklada, Zze rozklad ten nie jest rozktadem normal-
nym. Test oparty jest na rozkladzie y* z dwoma stopniami swobody. Hipoteza zerowa

jest spetniona gdy'*:

"7 Tbidem.

128 ipiec-Zajchowska M.(red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 1: Statystyka,
op.cit. Aneks.

12 L ipiec-Zajchowska M. (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 1.9.
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JBT < 1’ .,

Dla poziomu istotnosci o = 0,05 1 » = 2 stopnie swobody wartos¢ krytyczna ;(2(0,05 2)
wynosi 5,991. Skorzystajmy z funkcji Excela do obliczenia sko$nos$ci oraz kurtozy sze-
regu reszt modelu (reszty z tab. 1.12.12 zapisane sa w obszarze M30:M39).

-0,1802 [=KURTOZA(M30:M39)]
0,2459 [=SKOSNOSC(M30:M39])
Zatem:
- | N 4 10,1137 4
JBT = ——-[0,2459" + —(-0,1802 — 3)"] = —- (0,0605 + ) =—-2,5889 = 3,4519.
6 4 3 3

Poniewaz JBT = 3,4519 < ;{2 ©005,2)= 5,991, nie mamy podstaw do odrzucenia hipo-
tezy H, i stwierdzamy, ze rozklad reszt jest rozktadem normalnym.

Przyktad 6
Zobaczmy rozktad sktadnika resztowego e z tab. 1.12.12 na histogramie

Tabela 1.12.13

Czestos¢ wystepowania reszt w przedziatach

Przedziat Czestosc
-31,13 1
-8,17 3
14,78 4
Wigcej 2

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

[czestosé]

-31,13 -8,17 14,78 wiecej
[przedziaty]

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.
Wykres 1.12.2. Histogram reszt wedlug danych z tab. 1.12.12
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Przyktad 7

Poczatkowa czgs$¢ tego przyktadu nawiazuje do procedury zaprezentowanej w roz-
dziale 1.6.11.

Opracowanie modelu regresji z czteroma zmiennymi objasniajacymi X;, X5, X3, Xi.
Wyznaczamy prognozy na miesiace 11. i 12, bazujac na danych:

Tabela 1.12.14

Dane umowne zmiennych

4 y Xi X X3 X4
1 18,5 4,4 10,5 2,80 8
2 19,2 43 10,0 2,83 10
3 20,0 4,5 11,7 3,01 15
4 20,8 45 12,1 3,17 12
5 21,7 4,4 13,0 3,42 7
6 20,8 4,6 13,9 3,56 10
7 23,7 4,6 15,1 3,73 11
8 25,0 4,6 13,9 3,81 13
9 26,7 4,5 18,1 4,07 8
10 28,3 4,5 20,0 4,32 17

gdzie zmienne oznaczaja;:

Y — produkcja przedsigbiorstwa w tys. szt.,
X, — zatrudnienie (W tys. 0sob),

X, — moc zainstalowanych maszyn w kW,
X; — dostawa surowcow w tys. ton,

Xy —przestoje z powodu awarii w dniach.

Z 16 d to: Opracowanie whasne (kopia tabeli 1.6.11).
W ramach zadania:
1. Dla ogdlnej postaci modelu:
InY =AIn X, ..., In X, c),czyliln¥ =c+a, InX, + ... +a,lnX,
okreslamy podstawowe parametry zmiennej objasnianej Y, zmiennych objasniajacych X;
w postaci zlogarytmowane;j.
Tabela 1.12.15

Ramka pomocnicza do obliczania miar zmiennosci logarytmow zmiennych

In... $rednia odchylenie standardowe maksimum minimum

InY

11’1X1

In Xz

In X3

In X4

Z 16 dto: Opracowanie whasne (kopia tabeli 1.6.12).
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2. Wyznaczamy wspotczynniki kowariancji i korelacji pomigdzy logarytmem
zmiennej objasnianej a logarytmami zmiennych objasniajacych.
Tabela 1.12.16

Ramka pomocnicza do obliczenia kowariancji i korelacji miedzy logarytmami zmiennych

z

Relacje zmiennych Kowariancja Korelacja
InY,InY
InY, In X,
In Y, In X,
InY, In X3
InY,InX,

In X7, In X,
In X1, In X,
In X1, In X3
In X, In X,
In X5, In X,
In X5, In X3
In X5, In X,
In X3, In X3
In X3, In X,
15 In X3, In X

O | [ [ |W ([ |[—

—_
(=)

—_
—_

—_
[\

—_
W

—
~

Z 16 dto: Opracowanie whasne (kopia tabeli 1.6.13).

Do obliczenia korelacji migdzy zmienna objasniang Y a zmiennymi objasniajacymi
X; lub miedzy zmiennymi objasniajacymi dla n = 10 stosujemy wzory analogiczne do
(1.4.1), (1.4.2), przy czym wartosci zmiennych zgodnie z wymogiem modelu podamy
w postaci logarytmow.

1< _ _
COV =;;<yn ~ ), ~T),

CoV . cov .

Ty = = .
Jvary-varx S-S,

3. Zastosujemy analiz¢ korelacji do doboru zmiennych objasniajacych wedtug pro-
cedury:

a) wyznaczenie warto$ci krytycznej wspotczynnika korelacji, ktora okresla poziom
istotno$ci wspolczynnika korelacji w populacji generalnej. Warto$¢ t¢ wyznaczamy ze

wzoru (1.6.9):
=\t +n-2),
gdzie:

t, — warto$C statystyki odczytanej z tablicy #-Studenta dla zadanego poziomu istotnosci a
oraz dla n — 2 stopni swobody.
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Dla n =10, iss = n — 2 = 8 oraz, przyktadowo, P = a = 0,01 wedtug tablicy wartosci
krytycznych rozktadu #-Studenta (tabl. I w Aneksie) ¢, = 3,3554.
b) wyeliminowanie zmiennej objasniajacej, dla ktorej korelacja migdzy InY a InX;
jest statystycznie nieistotna wedhug zasady: || < r*,
¢) wybor z posrod pozostatych korelacji [r;| zmiennej o korelacji maksymalnej mig-
dzy (In¥, InX) ; || = max |,
d) eliminacja zmiennych o wzajemnej korelacji wigkszej od krytycznej (dla zmien-
nej o korelacji max) |ry,| > r*,

e) wybor nastgpnej zmiennej objasniajacej przez powrot do pkt. d),

f) gdy takiej nie ma, to sformulowanie modelu np. InY = a; In X5 + a,.
4. Oszacowanie parametrow KMNK dla wielu zmiennych, przy czy m wartosci
zmiennych wystgpuja w postaci logarytmow.
5. Okreslenie funkcji produkcji na podstawie zadanej na wejsciu:

ln);:ao +alnX)+....ta,lnX,

po zamianie jej w posta¢ funkeji wyktadniczej ¥ = e
6. Okreslenie prognozy na miesiace 11. 1 12. poprzez:
a) okreslenie przez eksperta zmiany wielkosci zmiennych objasniajacych lub przez
wyznaczenie ich trendu,
b) obliczenie prognoz analitycznie na podstawie sformutowanego modelu.
Rozwiazanie tego przyktadu przeprowadzono z zastosowaniem wyrazen Excela.

(ayg+a; In X\ +..+aylnX,)

Ad 1) Podstawowe parametry zmiennej objasnianej Y oraz zmiennych objasniaja-
cych X; w postaci zlogarytmowane;j.

Tabela pomocnicza do obliczania miar zmiennosci

Tabelal.12.17a

t Yy yvi=imy [ (nY-InY Y| X, | Xy =inx, || tnX, - InX 2] Xo | X' =X, || (X, - InX, )
1 18,5 29177707 || 0,0342176 | 4,4 | 1,4816045 |[ 0,0004010 |[10,5] 2,3513753 || 0,0639113
2 19,2 29549103 || 0,0218568 | 4,3 | 1,4586150 || 0,0018503 || 10 | 2,3025851 || 0,0909607
3 20 2,9957323 || 0,0114530 | 4,5 | 1,5040774 |[ 0,0000060 | 11,7 2,4595888 || 0,0209072
4 20,8 3,0349530 || 0,0045965 | 4,5 | 1,5040774 || 0,0000060 || 12,1| 2,4932055 || 0,0123158
5 21,7 3,0773123 || 0,0006471 | 4,4 | 1,4816045 |[ 0,0004010 |[ 13 | 2,5649494 || 0,0015392
6 20,8 3,0349530 || 0,0045965 | 4,6 | 1,5260563 || 0,0005966 || 13,9| 2,6318888 || 0,0007677
7 237 3,1654750 |[ 0,0039343 | 4,6 | 1,5260563 |[ 0,0005966 | 15,1| 2,7146947 || 0,0122131
8 25 3,2188758 || 0,0134850 | 4,6 | 1,5260563 || 0,0005966 || 13,9| 2,6318888 || 0,0007677
9 26,7 3,2846636 || 0,0330923 | 4,5 | 1,5040774 |[ 0,0000060 | 18,1] 2,8959119 || 0,0851063
10 28,3 3,3428618 || 0,0576533 |[ 4,5 | 1,5040774 || 0,0000060 || 20 | 2,9957323 || 0,1533116
o 31,0275078][ 0,1855325 15,0163026][ 0,0044662 26,0418206][ 0,4418005
Srednia/wariancja| 3,1027508 || 0,0185533 1,5016303 ||  0,0004466 2,6041821 || 0,0441800
Odchylenie standardowe 0,1362103 0,0211334 0,2101905
Maksimum 3,3428618 1,5260563 2,9957323
Minimum 29177707 1,4586150 2,3025851

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: InY ™ — InY, In X —n )?1, InX —In )?2.

280




Tabela 1.12.17b

Tabela pomocnicza do obliczania miar zmiennosci (cd.)

X, X5 =InX3 (nXs-InXsR | X | Xa=Xa) || (nx,-nx,)?
2.8 7,0296194 0,0420131 8 2,0794415 0,0843649
2,83 | 1,0402767 0,0377578 70 | 2,3025851 0,0045310
3,01 | 1,1019401 0,0175961 15 | 2,7080502 0,1143470
317 | 1,1537316 0,0065382 12 | 2,4849066 0,0132270
3,42 | 1,2296406 0,0000245 7 1,0459101 0,1797655
3,56 | 1,2697605 0,0012369 70 | 2,3025851 0,0045310
373 | 1,3164082 0,0066941 11 2,3978953 0,0007839
3,81 | 1,3376292 0,0106170 13 | 2,5649494 0,0380451
4,07 | 1,4036430 0,0285788 8 2,0794415 0,0843649
232 | 1,4632554 0,0522877 17 _|__2.8332133 0,2146613
12,3459047 0,2033442 23,6089782 0,7386215
1,2345905 0,0203344 2,3698978 0,0738622
0.1425988 0,2717759
1,4632554 2,8332133
1,02967194 1,9459101

Z 1 6 dto: Opracowanie whasne w Excelu, gdzie: In X; —>In X.,In X, > In )_(4.

Tabela 1.12.18

Obliczone miary pomocnicze zmiennych w postaci zlogarytmowanej

In... Srednia Odchylenie Maksimum Minimum
standardowe

Iny 3,102750776 0,136210322 3,342861805 | 2,917770732

In X4 1,50163026 0,021133429 1,526056303 | 1,458615023

In X, 2,604182064 0,210190508 2,995732274 | 2,302585093

In X3 1,234590472 0,142598816 1,463255402 | 1,029619417

In X, 2,369897824 0,271775928 2,833213344 | 1,945910149

716 dto: Opracowanie whasne w Excelu.

Ad 2) Wspotczynniki kowariancji i korelacji migdzy zmiennymi w postaci zloga-
rytmowanej.

Tabela 1.12.19a

Obliczenia pomocnicze do okreslenia kowariancji i korelacji miedzy logarytmami zmiennych

Y -nYY]nY-inY)| (nX,-in X2 (nX;-1nX7) b-d (In X5-1n X)?| (In X, -1n X,) bg
a b c e f g h

0,0342176 | 0,1849800 | 0,0004010 | 0,0200257 | 0,0037044 | 0,0639113 | 0,2528068 | 0,0467642
0,0218568 | 0,1478405 | 0,0018503 | 0,0430152 | 0,0063594 | 0,0909607 | 0,3015970 [ 0,0445882
0,0114530 | 0,1070185 | 0,0000060 | 0,0024471 | 0,0002619 | 0,0209072 | 0,1445932 | 0,0154742
0,0045965 | 0,0677978 | 0,0000060 | 0,0024471 | 0,0001659 | 0,0123158 | 0,1109766 | 0,0075240
0,0006471 | 0,0254385 | 0,0004010 | 0,0200257 | 0,0005094 | 0,0015392 | 0,0392327 | 0,0009980
0,0045965 | 0,0677978 | 0,0005966 | 0,0244260 | 0,0016560 | 0,0007677 | 0,0277068 | 0,0018785
0,0039343 | 0,0627243 | 0,0005966 | 0,0244260 | 0,0015321| 0,0122131 | 0,1105127 | 0,0069318
0,0134850 | 0,1161250 | 0,0005966 | 0,0244260 | 0,0028365| 0,0007677 | 0,0277068 | 0,0032175
0,0330923 | 0,1819128 | 0,0000060 | 0,0024471 | 0,0004452 | 0,0851063 | 0,2917299 | 0,0530694
0,0576533 | 0,2401110 | 0,0000060 | 0,0024471 | 0,0005876 | 0,1533116 | 0,3915502 | 0,0940155
z| 0,1855325 0,0180583 0,2744613
kowariancja| 0,0185533 0,0018058 0,0274461
korelacja 1 0,6273325 0,9586453

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie whasne w Excelu.
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Tabela 1.12.19b

Obliczenia pomocnicze do okreslenia kowariancji
i korelacji miedzy logarytmami zmiennych (cd.)

(InX3-InX5¥ | (InX;3-InX3) bj (InXg-In X, ¥ | (nX4-InXy) b-m
i J k | m. n

0,0420131 0,2049711 0,0379156 0,0843649 0,2904563 0,0537286
0,0377578 0,1943138 0,0287274 0,0045310 0,0673127 0,0099515
0,0175961 0,1326504 0,0141960 0,1143470 0,3381524 0,0361886
0,0065382 0,0808589 0,0054821 0,0132270 0,1150088 0,0077973
0,0000245 0,0049499 0,0001259 0,1797655 0,4239877 0,0107856
0,0012369 0,0351701 0,0023845 0,0045310 0,0673127 0,0045637
0,0066941 0,0818178 0,0051320 0,0007839 0,0279974 0,0017561
0,0106170 0,1030387 0,0119654 0,0380451 0,1950515 0,0226504
0,0285788 0,1690525 0,0307528 0,0843649 0,2904563 0,0528377
0,0522877 0,2286649 0,0549050 0,2146613 0,4633155 0,1112472

0,1915866 0,3115067

0,0191587 0,0311507

0,9863685 0,8414850

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Obliczenia dalszych zalezno$ci, tj. 8—15, wystepujacych w tabeli 1.12.16 wykonano

analogicznie. W rezultacie otrzymano tabelg kowariancji i korelacji (1.12.20).
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Tabela 1.12.20

Obliczone kowariancje i korelacje

Nr Relacje Kowariancja Korelacja
1 InY,InY 0,0185533 1
2 InY,InX, 0,0018058 0,6273325
3 InY,InX, 0,0274461 0,9586453
4 InY,InX; 0,0191587 0,9863685
5 InY,InX, 0,0311507 0,8414850
6 In X4, In X4 0,0004466 1
7 In X4, In X, 0,0025172 0,5666754
8 In X4, In X3 0,0019432 0,6448232
9 In X4, In X4 0,0027249 0,4744211
10 In X5, In X, 0,0441800 1
11 In X5, In X3 0,0290493 0,9691856
12 In X5, In X, 0,0448532 0,7851803
13 In X3, In X3 0,0203344 1
14 In X3, In X4 0,0308671 0,7851803
15 In X4, In X, 0,0738622 1

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu (kopia tabeli 1.6.14).




Ad 3) Analiza korelacji doboru zmiennych objasniajacych.
a) warto$¢ krytyczna wspotczynnika korelacji:

r¥ = \/3,35542 /(3,3554’ +8-2) = 0,76,

b) wyeliminowanie zmiennej objasniajacej, ktorej korelacja miedzy InY a InX; jest
statystycznie nieistotna, wedtug zasady:

[rj| < 7, |r1] = 0,627, czyli jest < r*, wyeliminowaniu podlega zmienna Xj,

¢) wybor sposrod pozostatych zmiennej o korelacji maksymalnej miedzy (InY, InX)):

|74 = max |r5] = 0,986, jest to zmienna Xj.

d) eliminacja zmiennych o wzajemnej korelacji wigkszej od krytyczne;j:

[ry] > r*,  sanimi X, o korelacji 0,785 oraz X, o korelacji 0,969.

e) pozostata tylko zmienna X3 i ona wchodzi do modelu regresji liniowe;.

Poniewaz w dalszym toku chcemy pokaza¢ zastosowanie KMNK do wielu zmien-
nych, zat6zmy, ze do naszego modelu wchodzi oprocz X; rowniez zmienna X5:

InY = AlnX,, In)X3), Y'=a,- X'+ a X5’ + a.

Ad 4) Oszacowanie parametrow modelu Y' = a; - Xo' + a, - X3' + ay z zastosowa-
niem wzoréw matematycznych Cramera'*’.

W analogii do ponizszych rownan wedtug symbolizacji Cramera przyjmijmy zato-
zenia: b; = a;, Y = InY, X; = InX,, X; = InX;, n = 10.

Wynikajace z naszego przyktadu:

XY =bo n+b - (X)) + by (EX),

ZXY = b (BX) + by - (BX0)) + by - (BXi X)),

ZXoY = b (2X0) + by - (BXiXo) + by - (2X2).

Obliczmy wigc poszczegdlne sumy, biorac wartosci zlogarytmowane zmiennych Y,
X1, X2, Xa.

Tabela 1.12.21

Obliczenia pomocnicze sum, iloczynow oraz kwadratow logarytmow zmiennych
Y X=X, Xp=Xg X1Y X,Y' X X2 XX,
ny In X5 In X5 InX5InY In X3InY (In X5,) (In X3) In X5 1In X3

2,9177707 | 2,3513753 | 1,0296194 | 6,8607739 | 3,0041934 | 55289656 | 1,0601161 | 2,4210216
2,9549103 | 2,3025851 | 1,0402767 | 6,8039324 | 3,0739243 | 5,3018981 | 1,0821756 | 2,3953256
2,9957323 | 2,4595888 | 1,1019401 [ 7,3682697 | 3,3011175 | 6,0495773 | 1,2142719 | 2,7103195
3,0349530 | 2,4932055 | 1,1537316 [ 7,5667613 | 3,5015211 | 6,2160734 | 1,3310966 | 2,8764899
3,0773123 | 2,5649494 | 1,2296406 [ 7,8931501 | 3,7839879 | 6,5789652 | 1,5120159 | 3,1539657
3,0349530 | 2,6318888 | 1,2697605 [ 7,9876589 | 3,8536636 | 6,9268389 | 1,6122918 | 3,3418686
3,1654750 | 2,7146947 | 1,3164082 | 8,5932985 | 4,1670574 | 7,3695676 | 1,7329306 | 3,5736465
3,2188758 | 2,6318888 | 1,3376292 | 8,4717234 | 4,3056623 | 6,9268389 | 1,7892518 | 3,5204913
3,2846636 | 2,8959119 [ 1,4036430 [ 9,5120964 | 4,6104950 [ 8,3863060 | 1,9702137 | 4,0648265
3,3428618 | 2,9957323 | 1,4632554 [ 10,0143190 | 4,8914606 | 8,9744119 | 2,1411164 | 4,3835214
31,028 26,042 12,346 81,072 38,493 68,259 15,445 32,441

Zr 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu; w ostatnim wierszu obliczono sumy odpowiada-
jace podstawieniu.

B0y Jurlewicz Z.Skoczylas, Algebra liniowa I..., op.cit., rozdz. 4: Uklady
rownan liniowych.
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31,028 =10 - by + 26,042 - b, + 12,346 - b,
81,072 =26,042 - by + 68,256 - b; + 32,441 - b,,
38,493 = 12,346 - by+ 32,441 - by + 15,445 - b,.

Wzér Cramera na macierzach'>!: A - X =B.

X, =det A/det A, ..., X, =det Ay/det A, ..., X, =det A,/det A,
X = bo; X, =by; X3 = bs

10 26,042 12,346 31,028
A =|26,042 68,256 32,441|, B=|81,072]|,
X = [b() bl bZ]
12,346 32,441 15,445 38,493

Wyznacznik macierzy A okreslamy wedtug reguty Sarrusa lub funkcja Excela:
det A =0,0480.

Macierze A|, A,, A; tworzymy przez wstawienie kolumny macierzy B w miejsce
niewiadome;j b;.

31,028 26,042 12,346 10 31,028 12,346
A =|81,072 68,256 32,441 |, A, =|26,042 81,072 32,441 |,
38,493 32,441 15,445 12,346 38,493 15,445

10 26,042 31,028
A, =]26,042 68,256 81,072 |.

12,346 32,441 38,493

det A, = 0,0888; det A, = 0,0068; det A; = 0,0343,
ao = by = det A,/det A = 0,0888/0,0480 = 1,85,
a, = b, = det Ay/det A = 0,0068/0,0480 = 0,14,
a> = by = det Ay/det A = 0,0343/0,0480 = 0,72.

Ad 5) Okreslenie funkcji produke;ji:

ln?: ao+ a;, - 1InX, + a, - InX, ln?I 1,85+ 0,14 - InX; + 0,72 - InX;.

Ad 6a) Wyznaczenie wartosci zmiennych InX, InX; w miesiacach 11. 1 12. na pod-
stawie trendow liniowych.

B 1bidem.
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3,5
3,4
3,3
3,2
3,1
3,0 O

2,9 5 7‘/o/\

2,8 ¥
27 ol

2,6 /,()’"
2,5
24 )
2’35 P
2,2

y =0,07x +2,2193
R?=0,9143

[In X5]

1 2 3 4 10 N 12

6 7
[T]
Zrédto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: y >In X,, x — T.

Wykres 1.12.3. Wykres punktowy zmiennej InX,

y =0,0494x +0,9628

148 R?=0,9906 A~
1,40 e

[InX3]
w
o

P

1,05 |52

1,00 £
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12
miesigce [T]
Zrédto: Opracowanie wiasne w Excelu, gdzie y >In X, x > T.

Wykres 1.12.4. Wykres punktowy zmiennej InX;

Obliczenia wartosci zmiennych X, 1 X3 na podstawie wykresow 1.12.3 1 1.12.4 dla
miesiaca 11, 12.
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Y'=1nX, =0,07 - 11 + 2,2193 = 2,989; w miesiacu 10. bylto 2,996; InX; = 0,07 -
<12 +2,2193 = 3,059.
Y"=1nX; =0,0494 - 11 + 0,9628 = 1,506, w miesiacu 10. — 1,463; InX; = 0,0494 -
12 +0,9628 = 1,556.
Prognoza wedlug zlogarytmowanej funkcji produkcji dla:
miesiaca 11.:
InY =1,85+0,14 - InX, + 0,72 - InX;
InY =1,85+0,14 - 2,989 + 0,72 - 1,506 = 3,35278,
Y = &2 = 28,58; w miesiacu 10. byto 28,3;
miesiaca 12.:
InY =1,85+0,14-3,059+0,72 - 1,556 = 3,39859
Y =9 =29.92
Modele:
Ad 6b) Model oryginalny: InY = 1,85+ 0,14 - InX; + 0,72 - InX;,

5 1,85+0,14-In X, +0,72:In X, =Y 1,85 0,14 \ "Xz 0,72 \In X3
Y=e =e" e e .

Do obliczenia e do okreslonej potegi korzystamy z funkcji Excela [=EXP(...)] lub
obliczamy jako potegi wartosci e, przy czym: e = 2,718282'%,

Y =6,36-1,15"" .2,05"".

Przyjmujac zaokraglone wartosci parametrow modelu, w tabeli 1.12.22 obliczono
wygasle prognozy oraz prognozy produkcji na miesiagce 11. i 12. dla oszacowanych
wedtug linii trendéw zmiennych objasniajacych X; 1 X;.

Tabela 1.12.22

Wygaste prognozy oraz prognozy na miesiqce 11.i 12

t=T Y YA In X, In X,
1 18,5 18,50 2,35 1,03
2 19,2 18,52 2,30 1,04
3 20,0 19,78 2,46 1,10
4 20,8 20,63 2,49 1,15
5 21,7 22,00 2,56 1,23
6 20,8 22,86 2,63 1,27
7 23,7 23,91 2,71 1,32
8 25,0 24,00 2,63 1,34
9 26,7 26,11 2,90 1,40
10 28,3 27,64 3,00 1,46
11 28,48 2,99 1,51
12 29,79 3,06 1,56

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie:
T — okres prognozowany, ¥Y" — Y .

P21 Bronsztejn, K.Siemieniediew, Poradnik encyklopedyczny. Matematy-
ka, PWN, Warszawa 1959.
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Model trendu bazujacy na danych teoretycznych

32

31

30
29 y =17,312e>%%%

2 R? = 0,9906 o /

27 ’ * A

A

26

25

24

23

wartosci Y, wartosci Y

22

21

20

19

18 ;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12

[0y = = YA Wykt. (Y |

T — miesigce

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu, gdzie: y" —> .

Wykres 1.12.5. Dane empiryczne i modelowe
z trendem wyktadniczym

Na wykresie przedstawiono ksztaltowanie si¢ w czasie dwunastu miesigcy 7= 1-12
wartoéci empirycznych Y, modelowych Y wraz z dopasowaniem do nich trendu o funk-
cji:

Y=17312- %2

Jest to funkcja wyktadnicza postaci:

Y=a0'alt.

Pozostawia si¢ Czytelnikowi przeprowadzenie alternatywnych obliczen dla modelu:
InY = aptap- 1IlX3,
gdyz wedlug analizy korelacji zmienna X, wypada ze wzgledu na silne powigzanie ze
zmienng X3.

W prognozowaniu oprocz modeli liniowych regresji stosowane sa roOw-
niez modele nieliniowe, w tym z jedna zmienna objasniajaca. Moga one two-
rzy¢ ztozone modele 1 dla uproszczenia pomijany jest wtedy parametr staty a.
Do nieliniowych naleza modele wymienione wczesniej w podrozdz. 1.5.6.3,
1.5.6.4, 1.5.6.5, dla ktoérych przeprowadzamy transformacjeg liniowa:
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— potegowy: Y=X, InY = a InX,
gdy X zmieni si¢ 0 1%, to Y 0 0,25%,

—wyktadniczy: Y=a", InY = XIn a,
gdy X zmieni sig o 1, to Y przecigtnie o a%,

— liniowo-logarytmiczny: Y = a InX,
a to przecigtna zmiana Y wywotana jednoprocentowa zmiana X.

W celu zastosowania metody najmniejszych kwadratow w modelach nie-
liniowych przeprowadzamy, jak juz wspomniano, transformacj¢ liniowa we-
dhug podanych przyktadow. Jak juz wiemy z podrozdziatu 1.7.1, oceng dobro-
ci dopasowania modeli nieliniowych oraz ich weryfikacj¢ poprzez zastosowa-
nie odpowiednich miar i testow statystycznych przeprowadzamy analogicznie
do modeli liniowych.

1.12.5. Przyklady rézne z zakresu kilku zmiennych
objasniajacych

Przyktad

Powr6¢my teraz do naszego wezesniejszego przyktadu (podrozdz. 1.12.4) dotycza-
cego zalezno$ci liczby zawieranych malzenstw M od liczby pracujacych Z, ktdérych
wzrost jest wyrazem mozliwosci stabilizacji i zaktadania ogniska domowego. Do zobra-
zowania zastosowania modelu regresji liniowej z wigcej niz jedna zmienna objasniajaca
wprowadzono wczesniej w tab. 1.12.10 zmienna R ,,liczba rozwodoéw””:

M=fZR) +e

Tabela 1.12.23
Wartosci zmiennych ,,M”, ,Z”, ,R”

Y X1 X2
n Rok M V4 R
1 1980 307 17 334 39,8
2 1990 255 16 280 42,4
3 1995 207 14 735 38,1
4 1999 219 15373 42
5 2000 211 15018 42,8
6 2001 195 14 924 45,3
7 2002 192 12729 45,4
8 2003 195 12 663 48,6
9 2004 192 12615 56,3
10 2005 207 12728 67,6

71t 6 dto: Dane tab. 1.12.10, gdzie: ¥, X;, X,
— odpowiadajace oznaczeniu zmiennych M,
Z,R.
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Zobaczmy na diagramie korelacyjnym, jak uktada si¢ zalezno$¢ M od R. Z wykresu
wynika korelacja ujemna migdzy zmiennymi M 1 R. Wzrost liczby rozwodow wywoluje
spadek liczby malzenstw. Ta bezposrednia zalezno$¢ liniowa jest staba, o czym mowi
wspolezynnik determinacji (R).

310 - |

s 290

= y =-1,5604x + 291,07

g 2 o R =0,1448

S 250 :

2
230 e T, »

f R

§ o 5 5 R F— o
190 e} ) o BRRLLLIT

35 45 55 65

liczba rozwodoéw [R]
Z 16 d to: Opracowanie whasne, gdzie: y — M, x — R.

Wykres 1.12.6. Zalezno$¢ zmiennych M oraz R
Oszacujmy jednak model M = f{Z, R), korzystajac z funkcji Excela REGLINP.

Tabela 1.12.24
Raport z realizacji funkcja REGLINP

a, a, ao
1,415 0,023| -180,764| parametry a;
1,056 0,006 119,908| standardowy btad szacunku parametréw a;
0,752 20,632 wspoiczynnik determinaciji (R ?); odchylenie standardowe reszt (S )
10,585 7 statystyka F; ilo$¢ stopni swobody (iss)
9012,139| 2979,861 regresyjna suma kwadratéw (ESS ); resztowa suma kwadratéw (RSS)

Z 16 dto: Opracowanie wtasne w Excelu.

Nalezy zauwazy¢ wzrost wspotczynnika determinacji w stosunku do sytuacji, gdy
istniata tylko zmienna Z (zob. tab. 1.12.11, gdzie R* = 0,6877). Model regresji liniowej
jest nastepujacy:

M =-180,764 + 0,023 - Z+ 1,415 - R.

Przyjmujac zgodnie z trendem w kolejnym roku warto$¢ zmiennych Z oraz R, mo-
zemy, majac powyzszy model, szacowac M.
Przyktad

Wyznaczmy procedurg okreslenia spadku wagi u osoby zazywajacej okreslony lek
odchudzajacy w dawce 2 cm® przez 16 miesiecy, bazujac na danych tab. 1.12.26 przed-
stawiajacych badanie skutecznosci leku.

a) przyjmujemy model liniowy dwoch zmiennych:
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V=ay+a X +a- X,

gdzie:

X, — dawka zazywanego leku w cn’,

X, — okres trwania kuracji w miesiacach,

Y- spadek wagi w funtach (1 funt = 0,4536 kg); wartos¢ modelowa,

b) skorzystajmy z rownan normalnych wynikajacych z KMNK:

2Y=aynta - -CX)ta X)),
XY =ay- (X)) +a - CX)+a (CXX),
SXY=a (XX +ar (CX LX) Tay (TX).

¢) utworzmy w Excelu tabelg pomocnicza do obliczania wymienianych sktadowych
oraz ich sum.

Tabela 1.12.25

Ramka tabeli pomocniczej do obliczania sktadowych rownan normalnych

n Y X )y XY X ey XY XX

22

XY X ) | XXy TX, | XX | XY | XXX
Z 16 dto: Opracowanie wlasne.

d) wprowadzmy sumy do réwnan normalnych oraz okreslmy macierze A, B oraz
Ay, A,, A; przez analogi¢ do wezesniejszego przykladu,
e) zastosujmy wzory Cramera na okreslenie parametréw a; naszego modelu:

ap = det Al/det A, a) = det Az/det A, a, = det A3/d€t A,
gdzie:
Aj, Ay, A; — macierze powstale po zastapieniu kolumny odpowiadajacej w réwnaniach
normalnych parametrowi przez kolumng wyrazow wolnych,
f) wstawmy obliczone parametry do modelu,
g) obliczmy spadek wagi, wprowadzajac do modelu X, = 2 oraz X, = 16.
Tabela 1.12.26

Wartosci zmiennych ,,Y”, , X1”, ,,Xo”

Spadek wagi (funty) Dawka (cm’) Okres (miesiace)

Y Xi Xo
9 1,5 3

24 2,5 3

13 1,5 30

94 2 11

45 2 5

30 2 14

30 2 3
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cd.tab. 1.12.26

Spadek wagi (funty) Dawka (cm®) Okres (miesiace)
Y X X
20 2 1
15 2 4
16 2 1
10 2 1
39 2 3
15 1,5 2
19 2 6
56 3 6
45 2,5 12
37 3 36
59 5 12
26 2 24
7 1,5 2
37 3 7
34 2 18

Z 16 dto: Opracowanie wlasne na podstawie: J. Freund, Podstawy nowoczesnej staty-
styki, PWE, Warszawa 1971, s. 336.

1.12.6. Przyklady na zastosowanie testow poréwnywania

modeli

Juz z przytoczonych wczesniej przyktadow wynika, ze do prognozowania
mozemy uzy¢ r6znych modeli, w tym modeli trendu czy regresji. Aby porow-
nac, ktéry z kilku modeli opisujacych t¢ sama zalezno$¢ zmiennej objasniane]
od zmiennej/zmiennych objasniajacych jest najlepszy, stosujemy okreslone
kryteria, ktoérych wzory podano w podrozdz. 1.6.7:

— kryterium Akeike'a:

gdzie:
n — lo$¢ obserwacji,

AK =n-In(Q u*)+2k,

u=e=z,—resztazmodelu (y — p),
k— liczba parametrow a; w modelu,

— kryterium Schwarza:

Przyktad

SCHW =n-In(Q_u*)+k-In(n).

Do okreslonej zalezno$ci zmiennej objasnianej od zmiennych objasniajacych,

w tym rowniez czasu ¢, dla 32 obserwacji okreslono trzy modele:
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A — regresji wielowymiarowej z trzema zmiennymi objasniajacymi Xi, X, X;,

B — trendu ze zmienna ¢,

C — Holta-Wintersa ze zmienna ¢ (model ten bgdzie oméwiony w dalszej czgsci ni-
niejszej pracy).

Zastosujemy kryterium Schwarza, opierajac si¢ na danych umownych:

Tabela 1.12.27

Wartosci do obliczenia kryterium Schwarza

Model Suma kwadratow reszt (Xu?) Liczba parametrow (k)
A 12 4
B 18 2
C 24 2

Z 16 d to: Opracowanie wlasne, dane umowne.
SCHW, =32-In12+4-In32 = 93,38, SCHW, =32-In18+2-In32=99,42,
SCHW_ =32-In24+2-In32 =108,63.
Min: 93,38; 99.42; 108,63 — model 4.

Przyktad

Zastosujemy kryterium Akaike'a dla 20 obserwacji wyboru modeli sposrod poda-
nych w tab. 1.12.28:

Tabela 1.12.28

Sumy kwadratow reszt modeli

Model Suma kwadratow reszt (Xu?)
A 15
B 20
C 25
D 10
gdzie:

A —model regresji wielowymiarowej z trzema zmiennymi
objasniajacymi Xi, Xo, X3,

B —model trendu liniowego ze zmienna ¢,

C — model prostego wyréwnywania wyktadniczego
ze zmienna f,

D — model Holta-Wintersa ze zmienna ¢.

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Modele B—D oparte sa na szeregach czasowych.
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AK, =20-In15+2-4=62,16, AK, =20-1n20+2-2=63,91,

AK_=20-In25+2-2 = 68,38, AK, =20-In10+2-2 =50, 05.
Najnizsza warto$¢ kryterium informacyjnego Akeike'a wykazuje model D.

1.12.7. Pytania (do 1.12.4-1.12.6)

1. Wymien 1 opisz fazy predykcji (przewidywania).

2. Scharakteryzuj metody prognozowania.

3. Napisz 1 objasnij wzor na pierwiastek sredniego kwadratu bledu.

4. Podaj 1 opisz elementy funkcji reprezentujacych modele:

— liniowy modut regresji z jedna zmienna objasniajaca,

— nieliniowe modele regresji z jedna zmienna objasniajaca stosowane
W prognozowaniu.

5. Objasnij przyktady liniowych i nieliniowych modeli z wieloma zmien-
nymi objasniajacymi:

Y=ay+ta Xi+taXs+.. +a kX,
> ayl-a
Yt:aOMt Lz

(h’lYtS: ap+ ap h’lYt_l +ax thl +...ta, lIan

6. Objasnij zastosowanie réwnania: a = (X'X)" X'Y.

7. Rownaniami normalnymi okreslono parametry modelu regresji liniowe;j
popytu na migso wotowe i cielece Y, bazujac na cenie wolowiny X, cenie
wieprzowiny X, oraz dochodzie na cztonka rodziny w okreslonym regionie
kraju X;:

¥=3500- 0,1 X; + 0,06 X> + 0,02 X;
Podaj postaci ogdlne rownan normalnych powyzszych zmiennych.

8. Opisz postgpowanie przy obliczaniu prognozy Y, dla x; = 4,7, x, = 360,
x3=11,x4= 1,2, bazujac na modelu regresji liniowe;j:

Y =ao+ aiXi + ax X +a3X; +aiX,
oraz funkcji REGLINP Excela, przyjmujac dane tab. 1.12.29.
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Tabela 1.12.29

Wartosci zmiennych

X X X3 X4 y
44 | 424 9 L1 | 09
45 | 414 | 92 | 1,1 1,0
49 | 432 | 95 | 1,1 | 1,05
51 | 414 | 97 | 12 | 1,05
50 | 410 | 10,1 | 1,3 | 1,0
49 | 394 | 108 | 13 | 11
48 | 375 | 105 | 12 | 12
46 | 366 | 10,7 | 12 | 125
42 | 348 | 11,1 | 1,1 | 12
42 | 333 | 103 | 1,1 | 1.3
43 | 338 | 98 | 1,1 | 135
45 | 38 | 10,1 | 1,1 | 1,3

Z 16 dto: Opracowanie wiasne; dane umowne.
1.12.8. Zadania (do 1.12.4-1.12.6)

1. Zastosuj wzory Cramera do okreslenia X, Y, Z na podstawie rownan:

X+4Y-2Z=10,

3X+2Y+Z=20,

X—-10Z=10.

2. Dane sa obserwacje zmiennej objasnianej ¥ oraz zmiennej objasniajacej X
Tabela 1.12.30

Obserwacje zmiennych
X y
10 40
20 60
30 70
40 75
50 80
60 89
70 92
80 96

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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Okresl parametry aop, a; modelu regresji Y=a+ aX podanymi sposo-
bami wynikajacymi z KMNK > (Y — Y Y — min, a nastepnie oblicz prognoze
Vp, jeslix = 55:

— zastosowanie wzordow (1.5.1) 1 (1.5.2):

ﬁ(y,—;v)-(x—f)
i(x—fc)z

—uzycie rownan normalnych do dwoch parametréw ag oraz a;:

a, = , ay=y—a,-X,

XY=n-ata XX
SXV=ay- X X+a XX,

— zastosowanie wzoréw (w miejsce ¥, X wstawi¢ wartosci zmiennych):

a=[Z V) EX)-EX EIN]/[nEX) - X7,
a1 =[nE XY - X) E D]/ [0 X) - (& X,

— okres$lenie regresji przez sporzadzenie wykresu w Excelu.

3. Okreslono wektor oraz macierz korelacji migdzy pigcioma zmiennymi
objasniajacymi Xi, X, X3, X4, Xs.

Przeprowadz analizg korelacyjna doboru zmiennych objasniajacych.

10,58 10,79 0,26 0,64 0,10
0,86 0,79 1 0,33 0,86 0,59
R, =]0,48 |, R=(0,26 0,33 1 0,17 0,51}
0,87 0,64 0,86 0,17 1 0,62
1 0,83 | 10,10 0,59 0,51 0,62 1 |

4. Okresl prognozg dla x; = 3, x, = 8 po wczesniejszym okresleniu para-
metrow funkceji regresji liniowej Y = ay + a1.X| + axXa, korzystajac z rachunku
macierzowego na okreslenie wektora a = (X'X)" X'y.

295



Tabela 1.12.31

Obserwacje zmiennych ,,Y”, ., X,”, ., X"

X1 X
9 1,5 3
24 2,5 5
13 1,5 9
34 2 11
45 2 5
30 1,5 3
30 2 6
20 15 2
15 15 4
16 2 2

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

1.12.9. Modele oparte na szeregach czasowych

Opracowanie 1 stosowanie odpowiednich modeli regresji, zwlaszcza o
wielu zmiennych objasniajacych JXj, jest pracochtonne 1 klopotliwe w bieza-
cym pozyskiwaniu wartosci tych zmiennych. Wymaga szacowania przysztych
warto$ci zmiennych objasniajacych. Z tego wzgledu zwrdcono uwage na bu-
dowanie modeli na podstawie szeregdow czasowych, ktore jednak moga cha-
rakteryzowac si¢ duza zmiennoscia oraz sezonowos$cia. W prognozowaniu
opartym na obserwacji zmiennych objasnianych ¥ w kolejnych okresach czasu
t stosowane sa modele:

— oparte na trendzie pelzajacym (oméwiony zostal w podrozdz. 1.5.6.2),

— prostych srednich ruchomych,

—wazonych $rednich ruchomych,

— prostego wyrownywania wyktadniczego,

— adaptacyjne wyréwnywania wyktadniczego,

— podwdjnych $rednich ruchomych.

Modele oparte na szeregach czasowych zaprezentowane zostana na pod-
stawie danych statystycznych opisujacych spozycia masta w kg w przeliczeniu
na jednego mieszkanca Polski w latach 1994-2005.
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Tabela 1.12.32
Indywidualne spozycie masta [kg]

Rok
t

Okres 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

Spozycie
y
Z 16 dto: Opracowanie wlasne, fragment tab. 1.8.5.

39 137 139 |43 | 44 | 46 | 42 | 43 | 45 | 47 | 44 | 42

Przedstawmy zalezno$¢ Y od X na wykresie punktowym.
4,8 l
4,7

vs | /\
s /\ S\

AT
4,3 ¢ "‘:1 \

= ’ -
Q_) / ‘I“‘\
L>)‘ 4,2 / “““ Q D]
.B ““
% 4'1 ot* *
4 y =0,0542 "t +3,9061
/ R?=0,4246

3,9 C\
3,8 /
3,7 1

3,6 \

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
lata [t]

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.7. Indywidualne spozycie masta [kg]

W spozyciu masta w latach od 1994 do 2005 wystapil trend dodatni i cy-
kliczno$¢ ze zmienna amplituda. Spozycie tego tluszczu zalezy od mody
1 intensywnosci reklam na inne thuszcze substytucyjne (margaryna, olej jadal-
ny, smalec); w okresie 12 lat wykazuje wyrazne tendencje wzrostu. Analizujac
ponadto dodatkowe dane kwartalne spozycia masta w ciagu roku, spodziewac
si¢ mozna wystapienia sezonowosci, gdyz zapotrzebowanie na masto w po-
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rach chiodnych jest wigksze niz w goracych. W przyktadach zrealizowa-
nych w Excelu zastosowano oznaczenie wartosci zmiennych Y oraz pro-
gnoz F' duzymi literami.

1.12.9.1. Modele prostych srednich ruchomych

W modelach tych, oznaczonych skrotem SMA, przyjmuje si¢ okreslone
liczby okresow do obliczenia $redniej arytmetycznej, np.: 2, 3, 4. W tabeli
1.12.33 obliczono wygaste prognozy, opierajac si¢ na Srednich arytmetycz-
nych dla dwoch okresow (SMA2) oraz czterech okresow (SMA4), a ponadto
prognozie na okres przyszly — trzynasty. W wierszu koncowym obliczono
pierwiastek $redniego kwadratu bledu dla wygastych prognoz ex post ze
wspolnego przedziatu 5-12 okreséw dla SMA2 1 SMA4, korzystajac z analo-
gicznego wzoru jak (1.12.1):

RMSE=\/ i( \/1172(1«"” Y)’.

Tabela 1.12.33

Obliczenie wygastych prognoz i przyszlej wedlug modeli SMA2 i SMA

Okres | Spozycie SMA2 SMA4

t Y, F, |Yn-Fn| (Y, -Fp)? F, |Y -F, | (Y, -F,»

1 EEZ A A);:;:hk:h:: 7 ;MMDMIMI I DMDIDBMIMBI1INDIJGIJIGIY

2 37 A LLLLLLZALLA.LI.AAALA LAAALMIMIMMIKRY

3 3,9 3,80 | 0,10 0,01 N ALHILLLnnm

4 4,3 3,80 | 0,50 0,25 AAIIIlHhant

5 4.4 410 | 0,30 0,09 395 045 0,20

6 46 435 | 0,25 0,06 408 | 0,53 0,28

7 42 450 | -0,30 0,09 430 | -0,10 0,01

8 43 440 | -0,10 0,01 438 | -0,08 0,01

9 45 425 | 0,25 0,06 438 | 013 0,02

10 47 440 | 0,30 0,09 440 | 0,30 0,09

11 4.4 460 | -020 0,04 443 | -0,02 0,00

12 42 455 | -0,35 0,12 448 | -027 0,08

13 4,30 L8 0,07 4,45 0,08
RMSE 0,266 0,291

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Minimum to RMSE = 0,266 dla metody SMA2. Przedstawmy graficznie
obliczone prognozy.
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48
47
46
45
4.4
43
42
4.1

4,0 /r—
ok A/
3,8
N
i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 M 12

spozycie [kq]

okresy [lata] Q=Y =={}=—=SMA2 = O= SMA4
Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.8. Empiryczne i modelowe wartosci
indywidualnego spozycia masta

Modele prostych srednich ruchomych maja zastosowanie w prognozowa-
niu krotkookresowym. Wigksza liczba okresow w obliczaniu Srednich daje
bardziej wygtadzony szereg prognozowany.

Sprawdzenie wystgpowania trendu w szeregu czasowym zmiennej ¥ uzy-
skamy przez obliczenie pierwszych roznic (réznica d = 1) AY = Y, — Yy,
a nastgpnie statystyki -Studenta.

Tabela 1.12.34

Szereg pierwszych roznic

Yn Yn-1 Yn - yn-1
3,9 3,7 0,2
4,3 3,9 0,4
4,4 4,3 0,1
4,6 4,4 0,2
4,2 4,6 -0,4
4,3 4,2 0,1
4,5 4,3 0,2
47 4,5 0,2
4,4 4,7 -0,3
4.2 44 -0,2]
Srednia 0,027
Odchylenie 0,257

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Do obliczenia $redniej oraz odchylenia standardowego (proby) szeregu

pierwszych roznic zastosowano wzory analogiczne do (1.3.1), (1.3.13)"*:

Ay, y Ay, =AY
Afzg SX:sza S2: Z( y ) ,
n ! n—1
oraz
AY

t, == >l ys-
bl Sxm 0,05

Przeprowadzamy weryfikacjg hipotez:

Hy: $rednia arytmetyczna pierwszych roznic rowna si¢ zero — w szeregu
nie wystepuje trend,

H,: $rednia arytmetyczna pierwszych roznic jest rézna od zera — w szere-
gu wystepuje trend.

Gdy t,u < t,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;j. Przyj¢to
poziom istotnosci a = 0,05. Wedhug tablicy wartosci krytycznych rozktadu
t-Studentadlaa=0,051iss=n—-1=12-1=11, L005;1)= 2,2010.

0,027

t, =
0,257 412 -1

Poniewaz t,,; < t,0s:11, wobec tego w szeregu nie wystgpuje trend liniowy.

=0,0317.

1.12.9.2. Modele wazonych srednich ruchomych

Wezmy pod uwagg model SMA4, lecz nadajmy wagi w; kolejnym obser-
wacjom branym po cztery (0,1; 0,2; 0,3; 0,4). Wtedy prognoza na okres piaty,
liczona jako $rednia wazona, wyniesie:

F05 :O,l Vi + 0,2 W + 0,3 V3 +O,4 * Va,

Fos=0,1-3,9+02-3,7+03-39+0,4-43=4,02.

133 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 1: Ekonome-
tria..., op.cit., . 69.
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Tabela 1.12.35
Okreslenie prognozy na okres 13 metodq WMA4

Okres | Spozycie SMA4 WMA4
Yn Fn |Yn'Fn|(Yn'F)2 F |Y Fn|(yn',:n)2

t
1 39 AAIHHIMIMHIDHIHIHIHIHHEIIHHHIIIuibdn i
2 A N ik A A I INNNDHIHHHNOIHHDMDIM
3 3,9 &\\\\\\\\\\\&\\\\\\\\\&&\\\\\\\\\\\\\\ LA L LNIHHEIEMBUTHIMIIDB1I
4 23 A LLLHLINIIIIIII]ITIIHIIMIDDLIETIMaInny
5 44 3,95 0,45 0,20 402 | 0,38 0,14
6 46 4,08 0,53 0,28 420 | 0,40 0,16
7 42 4,30 -0,10 0,01 441 ] -021 0,04
8 43 4,38 -0,08 0,01 437 | -0,07 0,00
9 45 4,38 0,13 0,02 434 | 0,16 0,03
10 4.7 4,40 0,30 0,09 439 | 0,31 0,10
11 44 4,43 -0,02 0,00 451 | -0,11 0,01
12 42 448 0,27 0,08 450 | -0,30 0,09
13 - 4,45 (78] 0,084 4,39 0,072
RMSE 0,291 0,269

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

RMSE dla $redniej wazonej czterookresowej jest mniejszy.

48
47
4.6
45
44
43
4.2
4,1
4,0
3,9Q
3,8
3,71
3,6

spozycie [kg]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

okresy [late] —O0— Yy ——sMA4 —O—WMA4

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.9. Porownanie warto$ci empirycznych i modelowych
wedtug metod SMA4 oraz WMA4
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1.12.9.3. Model prostego wyréwnywania wyktadniczego
Model ten o skrocie SES okreslony jest funkcja'**:

F =aY_ +(-a)F,, (1.12.7)
gdzie:
«a — parametr wyrownania (0;1); gdy celem jest silne wygladzanie szeregu, to & powinno
mie¢ mata warto$¢, np. 0,1 lub 0,2.

Model wymaga znajomosci wartosci poczatkowej, ktora przyjmuje si¢
F,=7Y,. Prognoza w modelu SES na kolejny okres jest wazona srednia rucho-
ma warto$ci rzeczywistej z okresu bezposrednio poprzedzajacego oraz warto-
$ci prognozowanej. Miedzy modelem prostej $redniej ruchomej, o liczbie
okreséw w, a modelem prostego wyrdwnywania wykladniczego, o parametrze
a, istnieje zalezno$¢:

w=2/a-1. (1.12.8)

Na przyklad jezeli w = 4 okresy, to a = 2/(w + 1) = 2/5 = 0,4. Mozemy
budowac rézne modele SES, dobierajac « i kierujac si¢ minimalng warto$cia
miary RMSE.

Obliczmy kolejne prognozy dla naszego przykladu spozycia masta,
przyjmujac o= 0,7; F, = Y}, a nast¢pnie, w celu poréwnania z wezesniejszymi
metodami dla osmiu ostatnich okresow, obliczmy RMSE.

Tabela 1.12.36

Obliczenie prognoz oraz okreslenie miary bledu prognoz RMSE

Okres | Spozycie SES

t Yn Fr Yo-Fo | (Ya-Fo)

"

3 3.9 3,76 0,140 0,020

Z 43 3,86 0,442 0,195

5 44 Z17 0,233 0,054

6 4,6 4,33 0,270 0,073

7 4.2 4,52 -0,319 0,102

8 43 4,30 0,004 0,000

9 4,5 4,30 0,201 0,041

10 47 4,44 0,260 0,068

11 44 4,62 -0,222 0,049

12 4.2 747 -0,267 0,071

13 - 4,28 8] 0,057 |
RMSE 0,239

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

34 Ibidem, s. 71.
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Z porownania modeli SMA2, SMA4, WMA4, SES, wedlug miary btedu
ex post, najnizszy RMSE ma model SES.

4.8

. i /N o

4:5 /\ \ . ,/ ~\ "

5 = A\ N
- ‘

4,2 /

4,1
4,0 /7 ------ 2

39 Q AL

spozycie [kg]

38 - (L
3.7

3,6 ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

okresy [lata]
=O=Y =:0-'SES ——liniowy (Y) -----liniowy (SES)

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.10. Porownanie warto$ci empirycznych
i modelu SES

1.12.9.4. Model adaptacyjny wyrownywania wyktadniczego

W modelu adaptacyjnym wyréwnywania wyktadniczego ARRES para-
metr o znany nam z modelu SES [F), = F,.1 + o (Y1 — F,.1)] jest dostosowy-
wany do kazdego nastgpnego okresu. Zastapiony zostal sygnatem adaptacyj-
nym 7ST;,"*:

SAD,
MAD,

TST, = : (1.12.9)

gdzie:
TST, — sygnat adaptacyjny w okresie 7, ktory staje si¢ parametrem o w nastgpnym okresie;
przyjmuje wartosci z przedziatu (0;1).
SAD, =p - (Yy,—F,) + (1 =) SAD,.,,

MAD, =B+ |Y,— F,| + (1= B) - MAD,....

135 Ibidem, s. 75.
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Dodatkowy parametr f wprowadzony do $rednich wazonych odchylenia
SAD, 1 MAD,, przyjmowany jest wstepnie jako 0,2.
Prognoze na kolejny okres obliczamy ze wzoru'*®:

F,=F _ +TST, (Y, ,—F. ). (1.12.10)

Do obliczenia prognoz wedlug modelu ARRES przyjmujemy wartosci
poczatkowe:

TST] :0,2;F2 :Yl;SADl :O;MADl = Yz—Fz TST] = .

Przyktad
Zastosujemy wyrazenia Excela do okreslenia prognoz modelem ARRES oraz obli-
czenia btedu RMSE.
Tabela 1.12.37

Okreslenie wygastych prognoz oraz prognozy przysziej na okres 13.

1 B C D E F G H | ] J

2 | Okres | Spozycie SAD, MAD, |(SAD,mAD,)| TsT, ARRES

3 Y, F, | Y, -F, | (Yo -Fo)
41 1 39 0 -0,200_ AN 0,200 /MMMMHEMMMIMMMHEMMMMMNY
5 2 3,7 -0,040 | -0,120 0,333 0,333 | 3,900 | -0,200 0,040
6 3 3,9 0,008 | -0,056 0,143 0,143 | 3,833 0,200 0,040
7 4 4,3 0,086 | 0,035 2,455 2,455 | 3,900 0,400 0,160
8 5 44 0,089 | 0,048 1,850 1,850 | 3,957 0,100 0,010
9 6 4.6 0,111 | 0,079 1,417 1417 | 4,203 0,200 0,040
10 7 4.2 0,009 | 0,143 0,063 0,063 | 4573 | -0,400 0,160
11 8 43 0,027 | 0,134 0,203 0,203 | 4,006 0,100 0,010
12] 9 45 0,062 | 0,147 0,419 0,419 | 4,012 0,200 0,040
13| 10 47 0,089 | 0,158 0,566 0,566 | 4,053 0,200 0,040
141 11 4.4 0,012 | 0,186 0,062 0,062 | 4,137 | -0,300 0,090
15 12 42 -0,031 | 0,189 -0,163 0,163 | 3,967 | -0,200 0,040
16| 13 - 3,954 5/8] 0,054
17 RMSE 0,232

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu, gdzie pierwsza kolumna to numery
wierszy, a pierwszy wiersz to kolejne kolumny arkusza kalkulacyjnego.

Przyktadowo zastosowane wyrazenia Excela dla okresu trzeciego:

Y5 - F3=C6-W35, (Y; - F3)* =162

SAD; =0,2*16+(1-0,2)*D5 MAD; =0,2*MODUL.LICZBY (I6)+(1-0,2)*E5
Fy =H5+(G5*I5) 7ST; =MODUL.LICZBY (F6)

136 Ibidem.
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Gdy porownamy wyniki RMSE wedtug pigciu dotychczasowych modeli,
to z punktu miary RMSE najlepszy jest model adaptacyjny wyréwnywania
wyktadniczego ARRES.

Modelu adaptacyjnego ARRES nie stosuje si¢ w sytuacji wystgpowania
trendu 1 wahan okresowych w szeregu zmiennej objasnianej. O braku staty-
stycznej istotno$ci trendu wiemy z wezesniejszego testu.

4,8

4,7 JL
o ] /N
. /NS N

: NS 2

Q 42 / ul \’q N

S 4 / RO

® 40 / e
3,9( 1..--‘[T T ’[]

38 )
27 AJT\/
36 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12
okresy [lata] =O=Y ={1=* ARRES

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne w Excelu.

Wykres 1.12.11. Warto$ci empiryczne i teoretyczne modelu ARRES

1.12.9.5. Modele podwdjnych srednich ruchomych

Rozpatrzmy przyktad z trendem. Pod uwagg bierzemy dziesigciolecie (la-
ta 80.), w ktorym spozycie masta wzrosto z 6 do 8,9 kg na mieszkanca. Za-
ktadamy, ze w poszczegdlnych dziesigciu latach przyrost byt jednakowy tj.
2,9/10=0,29 kg.

Zbudujmy na tym zatozeniu model podwdjnych srednich ruchomych ba-
zujacy na S$redniej arytmetycznej zmiennej ¥ w trzech kolejnych okresach.
Srednia ruchoma trzyokresowa MA3 jest prognoza F, na okres czwarty.
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Tabela 1.12.38

Prognozy w modelu MA3
Okres Y MA 3 tt'rx’gf
1 6,290 N\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\N\\\\\\\\\\\\\\
2_ ] 555 AINULUOMNIIIHIHIHIIHIHIHIMAAANNN
3 6,870 | 6,580 2,20 Al-A-IRNIMMMIMDMIN
4 7,160 | 6,870 0,290 6,580 0,580
5 7,450 | 7,160 0,290 6,870 0,580
6 7,740 | 7,450 0,290 7,160 0,580
7 8,030 [ 7,740 0,290 7,450 0,580
8 8,320 [ 8,030 0,290 7,740 0,580
9 8,610 | 8,320 0,290 8,030 0,580
10 8,900 | 8,610 0,290 8,320 0,580

Z 16 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Zauwazamy wystepowanie btedu systematycznego (Y — F),) = 0,580, ktory
réwna sig (2 - trend) =2 - 0,290 = 0,580.

W eliminacji tego btedu stosuje si¢ podwojne srednie ruchome MAM x W).

gdzie:

W — okres pierwszej Sredniej ruchomej, w naszym przykladzie — 3,

M — okres drugiej sredniej ruchomej niech bedzie rowniez — 3.

Tabela 1.12.39
Obliczenie przyktadowe dla modelu MA(MxW)

a b c d e f g h
okres| Y | mA3 tfe'r;; MaGx3) | coe | T ;e‘;; 1 voF,
116,290 AN \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&\\\\\\\\\\\\:
2 £56,550 ANHLZAMULUIMAHHIHIHJMDHuassasu
3 le870] 6580 | 0,200 A\\\\\\N\\\NNNNN\\
4 | 7160 6870 | 0,200 NN\
5 |7450] 7,160 | 0,290 6,570 | 0,290 A\
6 |7740] 7,450 | 0200 | 7160 [o0200] 7,740 0
7 |8030] 7740 | 0200 | 7450 [o200] 8030 0
8 |8320] 8030 | 0200 | 7740 [o0200] 8320 0
9 |se10] 8320 0200 | 8030 [o0200] 8610 0
10 | 8,900] 8610 | 0290 | 8320 |o0290| 8,900 0

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.
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Przyktadowa prognoza dla czerwca przy umownej statej wartosci trendu
0,29:

Fs = MA(3)s H{MA(3)s — MA(3 x 3)s] + trend,
Fs=17,160 {7,160 — 6,370] + 0,290 = 7,740.

Trend szacuje si¢ wedlug wzoru (1.12.11), przy czym W to okres pierw-
szej $redniej ruchomej'”’. Do naszego przyktadu o statej wartosci trendu:

trend :%(MA(W)n — MAMxW),), (1.12.11)

trend = %(7,1 60), —6,870) = 0,290.

Trend jest zatem réznica migdzy pojedyncza a podwojna Srednia rucho-
ma. Gdy budujemy prognoze na m okresow, wowczas warto$¢ prognozowana
okreslamy ze wzoru:

Foim=ay + by~ m, (1.12.12)

gdzie:

a, =S+ ,-S8",)=285"_85",—udredniona warto$¢ zmiennej,
Sy =+ Yt o Y)W,

S =S+ St e Su)/M,

b, = [2/(W-1)] (S",— S",) — usredniona warto$¢ trendu.

Model podwojnych srednich ruchomych, ktory do celow informatycznych
nazwiemy SMAD, jest stosowany, gdy wystegpuje trend 1 wahania przypadko-
we, lecz bez wahan sezonowych.

Przyktad

Indywidualne spozycie masta (w kg) w ciagu dwudziestolecia (lata 70. i 80.) we-
dlug danych statystycznych wzrosto od 4,91 do 8,9 kg, czyli srednio (8,9-4,7)/20 = 0,2 =
= kg/rok. Przyjmijmy, ze przyrost ten byl nierownomierny w poszczegoélnych latach.

57 Ibidem, rozdz. 2.12.
307



Tabela 1.12.40

Obliczenia pomocnicze oraz okreslenie prognoz w SMAD

1] 2 3 4 5 6 7 8 9
MA3 | MA(B3) | 28-S S,-S" | Froi=ap+ b, | Y-F, ,
NI Y S, s, a, b, m=1 blad | P
17497 MAAIHIHHHHIBLINUIJDUDIMIIIMDIMMHMiITMJMHuas dOoc;’uio’nzuog
2| 520 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\&\\\\\\\\\\\\\\&&\\\\\\\\\\\\\\\&
31540 [ 517 ANAARLTIINUUINMIHIUZMDIIDIMDMDID HIIDMIZMDIMIMIMSNSBMtvI
4|53 530 &\\\\\\\\\W&\\\\\\\\\\\\\\\
5| 575 5483 5,318 5,649 0,66 ALA-A-\-UUMMMMMBMUNnw
6| 550 [ 5517 5,433 5,600 0,083 5,814 0,314 | 0,009
7] 600 | 5750 5,583 5,917 0,167 5,683 0317 | 0,100
8 | 650 [ 6,000 5,756 6,244 0,244 6,083 0417 | 0174
9] 610 | 6200 5,983 6,417 0,217 6,489 0,389 | 0,151
10] 670 | 6433 6,211 6,656 0,222 6,633 0067 [ 0004
1] 6,80 | 6533 6,389 6,678 0,144 6,878 -0,078 | 0,006
12] 740 | 6967 6,644 7,289 0,322 6,822 0578 | 07334
13] 735 | 7183 6,894 7,472 0,289 7,611 -0,261 | 0,068
14] 750 | 7417 7,189 7,644 0,228 7,761 0261 | 0,068
15] 760 | 7483 7,361 7,606 0,122 7,872 -0,272 | 0,074
16] 820 | 7767 7,556 7,978 0,211 7,728 0472 | 0223
17] 840 | 8067 7,772 8,361 0,294 8,189 0,211 0,045
18] 824 | 8280 8,038 8,522 0,242 8,656 0416 | 0173
19| 854 | 8393 8,247 8,540 0,147 8,764 -0,224 | 0,050
20| 890 | 8560 8,411 8,709 0,149 8,687 0213 | 0046
21 Prognoza 8,858 2 1,615
/15 0,108
RMSE | 0,328

Z 1 6 dto: Opracowanie whasne w Excelu; dane umowne bazujace na danych staty-
stycznych dla dwudziestolecia (lata 70. i 80.), gdzie: N — kolejne lata 1970-1989.

10,00
9,00
8,00

= 7,00
= 6,00

2 5,00 Hue=%

X 4,00

2 3,00
2,00
1,00

0,00

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

o] |*

D)

1 2

3

4

5

6

okresy [lata]

7

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

+Y ..D.'SMAD

Wykres 1.12.12. Graficzny obraz dopasowania danych modelowych do
empirycznych (zastosowanie SMAD) oraz okreslenie prognozy na okres 21.
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1.12.9.6. Model Browna

Metoda podwojnego wyrownywanie wyktadniczego, zwana modelem
Browna, stanowi analogi¢ do metody podwojnych S$rednich ruchomych
SMAD. Zastosowano w nim parametr wyrownujacy a dla dwoch procedur
wyréwnywania. Oblicza si¢ roznice miedzy pojedynczo S, i podwojnie S”,
wygladzonymi warto$ciami zmiennej w celu estymacji trendu. Model Browna
zapisany jest w postaci rownan'*:
S’n =al, + (1 - a) : S'ﬂ—la S”n = aS'n + (1 - C() ' ”}’l—la
an = S'n + (S'n_ "n) =2 S'n - Hm bn = [0[/(1 — a)] : (S'n — 'n),

Foim=a,+ b, m.

Przed rozpoczeciem obliczen przyjmujemy nastgpujace wartosci poczat-
kowe:
S’1:S”1:Y1, a1=Y1, blz[(Yz—Y1)+(Y4—Y3)]/2.

Metoda prob i blgdow dokonujemy doboru parametru wyrownujacego «,
tak aby osiagna¢ minimalng warto$¢ miary btedu RMSE prognoz ex post, roz-
poczynajac od a =0,]1.

Przyktad

Przedstawmy obliczenia prognoz i blgdow wedlug modelu Browna na podstawie

danych z tab. 1.12.41.
Tabela 1.12.41

Obliczenia pomocnicze oraz okreslenie prognozy w modelu Browna nazwanego SESD

A B C D E F G H | J
1 a=[ 01 [3$C$154 m = 1
2 | Okres | Y, S S, an b, | Fow=a,+ b, m |Y-F, (btad)| (v-F,)?
4 5,005 0,195 0,038
5 3
6 4
7 5
8 6
9 7
10 8
11 9 , , ,
12 10 6,70 5,549 5,113 | 5,985 | 0,048 5,818 0,882 0,779
13 11 6,80 5,674 5,169 6,179 0,056 6,034 0,766 0,587
14 12 7,40 5,847 5,237 6,457 0,068 6,235 1,165 1,356
15 13 7,35 5,997 5,313 | 6,681 | 0,076 6,524 0,826 0,682
16 14 7,50 6,148 5,397 6,898 0,083 6,757 0,743 0,552
17 15 7,60 6,293 5,486 7,099 0,090 6,982 0,618 0,382
18 16 8,20 6,483 5,586 7,381 0,100 7,189 1,011 1,022
19 17 8,40 6,675 5695 | 7,655 | 0,109 7,481 0,919 0,845
20 18 8,24 6,832 5,809 7,855 0,114 7,764 0,476 0,226
21 19 8,54 7,002 5,928 8,077 0,119 7,968 0,572 0,327
22 20 1 890 7.192 6.054 8.330 0,126 8.196 0.704 0.495
23 21 Prognoza 8,456 > 9,688
24 22 Prognoza 8,583 /19 0,510
25 RMSE 0,714

Z 16 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.

138 Ibidem, rozdz. 2.13.
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Zastosowane formuly do otrzymania przyktadowych wynikéw zaznaczono czcion-
ka potgruba w tabeli 1.12.41:

4,939 =$C$154*C157+(1-$C$154)*D156
4,913 =$C$154*D157+(1-$CS154)*E156
4,965 =2*D157-E157

0,003 =($C$154/(1-8C$154))*(D157-E157)
5,005 =F156+G156*$G$154

0,195 =C157-H157

0,038 =B157°2

0,714 =PIERWIASTEK(J177)

Przyktadowe obliczenia:

Sy =8"1=Y1=491a,=Y,=4,910,

by =1[(5,20-4,91) + (5,30 — 5,40)]/2 = 0,095,
LY=a,+(1-a)-§=0,1-520+(1-0,1)-4,910=4,939,

S"=aS2+(1-a)S"=0,1-4935+(1-0,1)-0,4,910=4,913,

Fy=a,+b;-1=4910+ 0,095 = 5,005.

Majac dane dla okresu 20., mozna okresli¢ prognozy dla okresow, np. 21
oraz 22:
Fr+1=ax + by - 1=28,330+ 0,126 = 8,456,

Froa=ax +by-2=8330+0,126 - 2 = §,582.

2
8,40 O
y /)/‘Y ﬂ_v
7,90 N
7,40 P ™ - ngl
6,90 / =
6,40 o/ JT - JT

R
N
5’40 fo ¥ N - *

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
okresy [lata] —O—Y =0+ SESD

spozycie [kg]

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.13. Graficzny obraz danych empirycznych
1 okreslonych metoda SESD dla o = 0,1.
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Z wykresu wynika zbyt niskie a = 0,1, nalezy zatem dokona¢ symulacji
zmieniajac parametr a. Przyktadowo, przyjmijmy kolejno: a = 0,2; 0,3; 0,4;
0,5, a z posrod nich wybierzmy najlepsze, biorac pod uwage minimum RMSE.
W tym celu zmienmy doktadno$¢ obliczen do dwoch miejsc po przecinku.
W Excelu wystarczy w tab. 1.12.41 zmieni¢ tylko warto§¢ w adresie bez-
wzglednym $CS$1 arkusza kalkulacyjnego. Rezultat kilku krokéw symulacji

podaje tab. 1.12.42 oraz wykres 1.12.14.
Tabela 1.12.42.

Symulacja parametru a (minimum RMSE dla o = 0,35)

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
RMSE | 0,7141 3491 0,278 0,2775 [ 0,2975
o 0,41 0,39 0,38 0,37 0,36 0,35 0,34 0,33
RMSE | 0,2789 | 0,2763 | 0,2752 | 0,2744 || 0,2739 | 0,2736 | 0,2737 | 0,2741

Z 1t 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

8,90 =t
8,40 WD it

. 7,90 ﬁﬁfuv
2 D‘;B:':%r
> 7,40 =
2 R
g 690 o
2 6,40 /ﬁ\éﬂ/
5,90 e
5,40 O’
4,90 £
1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22
okresy [lata] =O=Y =0+ SESD

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.14. Obraz dopasowania danych empirycznych i modelowych
(Y=SESD) zmiennej Y z zastosowaniem modelu SESD przy o = 0,35

1.12.9.7. Pytania

1. Podaj procedure wyznaczania trendu pelzajacego dla dwunastu obser-
wacji zmiennej objasnianej w kolejnych latach.

2. Wymien i objasnij wzory modeli prognoz:

— modeli prostych $rednich ruchomych (SMA2, SMA4) dla okresow ¢ =
=1-101 Y, przy czym: SMA2 — $rednie dwuokresowe, SMA4 — $rednie czte-
rookresowe,
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— model wazonych $rednich ruchomych czterookresowych (WMA4)

o wagach:
wy; = 0,15; Wy = 0,2; w3 = 0,25; Wyq = 0,4.

—model prostego wyrownywania wyktadniczego (SES) dla a = 0,3.

3. Wyjasnij pojecie sygnat adaptacyjny stosowany w modelach ARRES.

4. Podaj procedur¢ budowy prognoz wedtug modelu podwdjnych $red-
nich ruchomych SMAD.

5. Okresl kolejne elementy S’,, S, an, by, Frim = an + by - m, gdziem =1,
w celu wyznaczenia prognozy F3 wedlug modelu Browna (podwdjnego wy-
rownywania wykladniczego), majac fragment danych i obliczenia poczatkowe
(tab. 1.12.43):

Tabela 1.12.43

Zainicjowanie tabeli obliczen prognoz w modelu Browna

Okres Y, S’ S, a, b, F,n,=a,+b, m
1 26 26 26 26 1 27
2 24
3 32
3 36

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

1.12.9.8. Zadania

1. Oblicz warto$ci prognoz oraz sporzadz wykres trendu pelzajacego na

okres 13., bazujac na szeregu czasowym inflacji:
Tabela 1.12.44

Inflacja w latach [%]

t (lata) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Y, 4 5 7 8 10 | 12 ] 16 | 15 | 17 | 19 | 21 | 20
Z 16 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

W ramach tego zadania:

— okresl 1lo$¢ podszeregéw wedlug wzoru: n—k +1,

—wyznacz 1 okresl podszeregi o dtugosci segmentu k =3,

— oblicz trendy liniowe dla kazdego podszeregu, przy czym parametry ao
1 a; okres$l z réwnan KMNK,

— na podstawie réwnan trendéw liniowych dla kazdego podszeregu (seg-
mentu) oblicz wartosci teoretyczne na poszczegdlne okresy ¢, odpowiadajace
danemu podszeregowi,

— oblicz warto$ci $rednich arytmetycznych z okreslonych wartosci teore-
tycznych dla kolejnych 1-12 okresow (lat),
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— narysuj schemat trendu pelzajacego obejmujacego wartosci empiryczne
Y oraz teoretyczne Y na poszczegodlne lata,

— oblicz prognoz¢ inflacji na okres 13. na podstawie modelu trendu
z okresow 10-12 lub znajac trend z trzech $rednich arytmetycznych obliczo-
nych dla okresow 10-12.

2. Oblicz prognozy ex post na kolejne miesigce oraz prognozy ex ante na
miesigc 11. oraz 12., stosujac model prostego wyrownywania wyktadniczego
1 wykorzystujac dane z tab. 1.12.45.

Y=0Y1+(-a)F,,
gdzie:
o= 0,6; prognoza poczatkowa F, = Y.

Tabela 1.12.45

Obserwacje zmiennej

t (miesigce) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y, 110 114 | 112 | 113 | 115 | 118 | 119 | 117 | 119 | 118

Zr 6 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne.

3. Okresl prognoze miesiaca czwartego F4 z rownania modelu adaptacyj-
nego ARRES, przy zastosowaniu rownan tego modelu:

Fy=F,1+TST,.- (Yn-l_Fn—l),

TST, = |SAD,/MAD,|,
SAD, = B (Y, —F,) + (1— B) SAD,.1,
MADn = B (Y, —F,) + (1- ) MAD,.,.

Przyjmij dane poczatkowe:

Y1 = 110, Y2: 114, Y3: 112,F2 = Y],

SAD, = 0; MAD, = 4; TST, = 0,2.

4. Stosujac test -Studenta sprawdz, czy w szeregu czasowym z zadania
drugiego, ktéry pogladowo przedstawiono w formie wykresu punktowego,
wystepuje trend liniowy dla roznicy d = 1. Zastosuj wzor:

AY

s An—d
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Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu; dane umowne.

Wykres 1.12.15. Wykres punktowy zmiennej Y (inflacja) [%] w latach

5. Bazujac na szeregu czasowym z zadania drugiego, oblicz prognoze na
okres 11., stosujac model podwdjnej Sredniej ruchome;.

6. Zastosuj model Browna (podwojnego wyréwnywania wyktadniczego)
do okreslenia prognozy okresu 12., majac o = 0,3 oraz szereg czasowy wedtug
tab. 1.12.46.

Tabela 1.12.46

Obserwacje zmiennej ,, Y

Okres 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y, 26 24 32 36 34 41 43 47 51 54

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

W ramach zadania:

a) okresl dla kazdego okresu wymienione elementy, stosujac podane wzo-
ry:

S =aY, + (1 — a)S".1 (pojedynczo wyrownana wartos¢ szeregu zmien-
nej),

" =aS, + (1 —a)S".1 (podwojnie wyrdwnana warto$¢ szeregu zmien-

nej),

a, =8+ -8" =278, —-S5" (wyrbwnana wyktadniczo wartos¢
zmiennej dla prognozy),

b, = [o/(1 — a)] (S — §",) (Wyrdwnana wykladniczo wartos¢ trendu dla
prognozy).
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Przyjmij wartosci poczatkowe:

S'=8"=Y,a=Y,b=[Y2- 1)+ (Ya-Y3)]2,
S'l — ”1 — Yl = 26’ a = Yl = 26’ bl = [(24 *26) + (36* 32)]/2 = 1,

b) okresl miarg RMSE biedu prognozy:

S+h

1 >
RMSE \/1+h ;(Yn F).

¢) majac dane ay, byo, m, okresl prognoze dla okresu 12;

d) przedstaw na wykresie dane rzeczywiste 1 teoretyczne (modelowe)
otrzymane z zastosowania modelu Browna;

e) ocen trafno$¢ przyjetego parametru wyréwnujacego o = 0,3 jednolitego
do wygladzania wartosci szeregu oraz wyréwnywania trendu;

f) jesli masz takie warunki, wprowadz model Browna do arkusza kalkula-
cyjnego Excel 1 dokonaj symulacji doboru parametru o sposrod przedziatu
wartosci 0,1-0,9;

g) dla najlepszego a z punktu widzenia minimum RMSE okresl kolejne
prognozy F;, dla okreséw obserwacji oraz okresu prognozowanego 12.

1.12.10. Klasyczny model autoregresyjny
(zastosowanie programu WinQSB)

Model autoregresyjny stuzy do budowy prognoz krotkoterminowych. Ma
zastosowanie w sytuacji, kiedy trudno jest zebra¢ dane dotyczace zmiennych
objasniajacych, ktérymi w tym modelu sa opdznione zmienne objasniane.

Posta¢ modelu:

Yt:f(Yt-I, Yt-27 Yt-3’ ceey )It-na 8t)-

W tym modelu zmienng objasniang — endogeniczna wyraza funkcja po-
przednich warto$ci tej zmiennej oraz sktadnika losowego.
Przyktad

Zbudujmy model autoregresyjny, bazujac na eksporcie w handlu zagranicznym w
przeliczeniu na mieszkanca wedtug cen biezacych w USD. Mamy dane od roku 1993 do
2005.
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Tabela 1.12.47
Eksport na mieszkanca [USD]

Rok Okres [ 1] | Eksport [Y]
1993 1 368
1994 2 447
1995 3 593
1996 4 633
1997 5 666
1998 6 730
1999 7 709
2000 8 819
2001 9 934
2002 10 1073
2003 11 1403
2004 12 1932
2005 13 2 342

Z 1 6 d t o: Opracowanie wilasne na pod-
stawie: ,,Maty Rocznik Statystyczny
Polski”, GUS, Warszawa, za lata 1993—
2005.

Przedstawmy szereg czasowy na wykresie punktowym.

2340

2090

1840 /
1590

1340 /
1090 £

warto$¢ eksportu na mieszkanca [USD]

840 C
590
340F— ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

okresy [lata]
716 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.12.16. Warto$¢ eksportu na mieszkanca
w latach 1993-2005
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Tym razem zastosujmy program WinQSB, w ktérym zamiast przecinka wpisywana
jest kropka dziesigtna. Utworzmy szeregi czasowe opdznione o 1, 2, 3 okresy wartosci
zmiennej objasnianej Y.

Tabela 1.12.48

Opoznione zmienne objasniane Y(-1), Y(-2), Y(-3)

t Y Y(-1) Y(-2) Y(-3)
N
> 447 35 OO

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wartosci zmiennych od 4. do 13. obserwacji, dotyczace zmiennych Y, Y(-1), Y(-2),
Y(-3) wprowadzono do programu WinQSB jako 1-10. Procedura okreslenia modelu
autoregresyjnego z zastosowaniem tego programu jest nastgpujaca:

— wyboér modutu (Forecasting — FC) prognozowanie; korzystanie z opcji (File)
zbidr; (New Problem) nowy problem; (Problem Type) typ problemu, a w ramach niego
wybor:

(Time Series Forecasting) szeregu czasowego,
(Regressional Forecasting) prognozowanie wedtug regresji zmiennych.

W naszym przyktadzie wybieramy regresj¢ oraz wypetliamy informacje: (Problem
Title) tytut problemu, np. Eksport; Number of Variables (liczba zmiennych) — 4, tj. Y,
Y(-1), Y(-2), Y(-3); Number of Observations — 10; OK,

— po pojawieniu si¢ tabeli zmieniamy nazwy standardowe na wilasne: Y, Y(-1),
Y(-2), Y(-3); wprowadzamy obserwacje wedtug tab. 1.12.48 od 4 do 13. Jesli mamy dane
w innym pliku, to mozemy je skopiowaé i wklei¢ (Paste); zachowujemy plik danych
(Save Problem AS), np. (E.ECC) w podkatalogu (D:\SKRYPTI\) oraz jako (E.DAT) do
wklejenia w edytorze Word. Rezultat naszego dotychczasowego dziatania przedstawia
tab. 1.12.49:
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Tabela 1.12.49
Baza danych do obliczen w WinQSB

FC Eksport
Obserwacje Y Y(-1) Y (-2) Y (-3)
1 633 593 447 368
2 666 633 593 447
3 730 666 633 593
4 709 730 666 633
5 819 709 730 666
6 934 819 709 730
7 1073 934 819 709
8 1403 1073 934 819
9 1932 1403 1073 934
10 2342 1932 1403 1073

Z r 6 d t o: Opracowanie whasne w Excelu na podstawie danych
z ekranu programu WinQSB.

— (Solve and Analyze) rozwiaz i przeanalizuj; (Perform Linear Regression) wykonaj
regresje liniowa; (Select a Dependent Variable) wybierz zmienna objasniana, np. Y;
(Select as Many Indenpendent Variables) wybierz zmienne objasniajace, np. Y(-1), ¥(-2),
¥(-3); OK.

— program daje rozwiazanie; mozemy dokonaé edycji czcionek oraz doktadnosci
obliczen, np. ARIAL 12, 0.00. Fragment tabeli modutu F'C po dodatkowej edycji obra-
mowan w Excelu podano w tabeli 1.12.50.

Tabela 1.12.50

Zestawienie sumaryczne dla ,, Eksport”

08-15-2007 Variable | Mean Standard Regression Standard t value
12:44:04 Name Deviation Coefficient Error

Dependent Y 11241 589,186

Y -intercept Constant -242,8467 156,7105 -1,5497

1 Y(-1) 949,2 423,8904 1,3595 0,4707 2,8879

2 Y(-2) 800,7 275,466 -0,3228 1,0311 -0,3131

3 Y(-3) 697,2 210,8911 0,4805 0,6669 0,7206

R-square = 0,9774 R-adjusted = | 0,9661

Variable Name — nazwa zmiennej,

Dependent — zalezna,

Constant — stala (),

Mean — érednia zmiennej ¥ — (¥) ,

Standard Deviation — odchylenie standardowe zmiennych,

Regression Coefficient — parametry linii regresji (a;),

R-square — R?, czyli wspotezynnik determinacii; zwroémy uwage na jego wysoka wartosé,

R-adjusted — rozszerzony wspotezynnik determinacii (R? ),

Standard Error — btad standardowy okreslenia parametru,

Value — warto$¢ obliczeniowa (%) testu t-Studenta dla sprawdzenia istotnosci statystycz-
nej przy matej probie danego parametru g; przy m = 3 zmienne objasniajace.
Z 16 d to: Opracowanie wlasne, modut FC program WinQSB.
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Sprawdzmy warunek:

|t > t* dlaiss = n—m—1=10—-3 — 1 = 6 oraz na poziomie istotnosci a
= 0,05, wartos¢ krytyczna ¢* wedtug rozktadu ¢-Studenta wynosi 2,4469. Za-
tem spogladajac na kolumng ¢ value w tab. 1.12.50 mozemy
w modelu uwzglednic¢ tylko parametr a; ze zmienng objasniang Y(-1).

Ponadto modut F'C w opcji (Results) wyniki umozliwia wyswietlenie 1 za-
pisanie w pliku tabel:

a) Wspotczynniki korelacji (Correlations Analysis for Eksport).

Tabela 1.12.51

Wspolczynniki korelacji miedzy zmiennymi

08-15-2007 Variable Variable Correlation
1 Y Y(-1) 0,9873
2 Y Y (-2) 0,9719
3 Y Y (-3) 0,9207
4 Y(-1) Y (-2) 0,9795
5 Y (-1) Y (-3) 0,9134
6 Y (-2) Y (-3) 0,9582

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w WinQSB.

Najwigkszy wspolczynnik korelacji jest migdzy zmienna Y a ta sama
zmienna, lecz op6zniona o jeden okres. Jest to zbiezne z wczesniejszym okre-
sleniem modelu wedtug testu istotnosci statystycznej parametréw a;, a poprzez
niego oszacowanie wplywu zmiennych opdznionych na zmienna badang Y.

Na podstawie zalezno$ci korelacyjnej mozna wstepnie sformutowaé mo-
del jako:

Y =a,+aY(-1).

b) Analiza reszt (Residual Analysis for Eksport). Na poczatek przepro-
wadzmy ja dla modelu uwzgledniajacego trzy zmienne objasniane Y(-1), ¥(-2),

Y(-3).

Tabela 1.12.52

Standaryzacja reszt dla ,, Eksport”

08-15-2007 | Actual | Prediction Std. Dev. Residual | [%] Residual | Standardized
13:26:26 Y YA of Prediction ui Residual
1 633 595,86 95,15 37,14 6,23 0,42
2 666 641,06 79,16 24,94 3,89 0,28
3 730 743,17 43,24 -13,17 -1,77 -0,15
4 709 838,75 43,92 -129,75 -15,47 -1,46
5 819 805,40 68,23 13,60 1,69 0,15
6 934 992,47 77,53 -58,47 -5,89 -0,66
7 1073 1103,21 40,13 -30,21 -2,74 -0,34
8 1403 1307,91 50,51 95,09 7,27 1,07
9 1932 1766,93 62,65 165,07 9,34 1,86
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gdzie: Y — Y.
Actual Y — warto$ci rzeczywiste zmiennej objasnianej Y,
Prediction Y — warto$ci modelowe obliczone z modelu autoregresyjnego trzeciego rzedu
dla zmiennej Y, otrzymanego opcja (Regresion Equation for Eksport) rtownania regresji.
Tabela 1.12.53

Rownanie regresji dla zmiennej objasnianej Y

08-15-2007 Dependent Independent
13:38:13 Variable Variable
Equation: YA = -242,85+ 1,36 Y(-1) - 0,32 Y(-2) + 0,48 Y(-3)

Dependent Variable — zmienna objasniana,

Independent Variable — zmienna objasniajaca Y(1), ¥(-2), ¥(-3).

W modelu warto$ci parametrow zaokraglono do drugiego miejsca po przecinku.
Standard Deviation of Prediction — standardowe odchylenie od warto$ci prognozowanej,
Residual —reszta (u; =Y -Y'),

% Residual — procent reszt okreslony wedtug:

u
%ou, = —--100.
Y
Standarized Residual — standaryzacja reszt, ktora np. dla obserwacji pierwszej wy-
nosi:

u —u 37,14 - (0,011
S =— , S, :#
S 88,63

716 d to: Opracowanie whasne w WinQSB, gdzie: Y* — Y.

=0,42.

Standaryzacje okreslamy stosunkiem réznicy (reszty z obserwacji i-tej
minus $rednia arytmetyczna reszt) do odchylenia standardowego reszt.
Do obliczenia $redniej oraz odchylenia standardowego uzyto wzory:

Przyktad

Zbudujmy jeszcze jeden model autoregresyjny bazujacy na spozyciu masta w gra-
mach w przeliczeniu na jednego mieszkanca (zob. tabela 1.12.40). Przeprowadzmy sy-
mulacje doboru zmiennych opdznionych w czasie, biorac pod uwagg test istotnosci sta-
tystycznej parametrow a; w celu okre$lenia prognozy na okres 21. (tab. 1.12.41), czyli
18. wedtug tab. 1.12.54 ze wzgledu na przesunigcie czasowe (#-3). Posluzymy si¢ w tym
celu modutem FC.
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Tabela 1.12.54

Szeregi czasowe zmiennych ,,Y”, ,,Y(-1)", ,,Y(-2)", ,, Y(-3)”

Spozycie masta

ke Y Y(-1) Y(-2) Y(-3)
Obserwacja
1 5300 5400 5200 4910
2 5750 5300 5400 5200
3 5500 5750 5300 5400
4 6 000 5500 5750 5300
5 6 500 6 000 5500 5750
6 6 100 6 500 6 000 5500
7 6 800 6700 6100 6500
8 7 400 6 800 6700 6100
9 6700 6100 6500 6000
10 7350 7400 6800 6700
11 7 500 7350 7400 6 800
12 7 600 7 500 7350 7400
13 8200 7 600 7 500 7350
14 8400 8200 7 600 7500
15 8240 8400 8200 7 600
16 8 540 8240 8400 8200
17 8900 8540 8 240 8400

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie whasne, fragment tab. 1.12.40 z przykla-
dowa zmiana warto$ci obserwacji od 7. do 9.

Tabela 1.12.55

Zestawienie sumaryczne dla ,,Spozycie masta”

08-12-2007 Variable Mean Standard Regression Standard t value
16:21:16 Name Deviation Coefficient Error
Dependent Y 7 104,71 1132,41
Y —intercept Constant 288,66 427,92 0,67
1 Y(-1) 6 898,82 1103,41 0,22 0,26 0,85
2 Y(-2) 6 702,35 1.090,20 0,37 0,24 1,52
3 Y(-3) 6 506,47 1 095,80 0,44 0,26 1,7
R — square = 0,95 R — adjusted = 0,94

zZ

r 6 d t o: Opracowanie wlasne w WinQSB.

321




Wedlug tablicy I z Aneksu wartosci krytycznych rozktadu #-Studenta przy poziomie
istotnosci a = 0,05 i przy ilosci stopni swobody iss =n - k=17 -4 =13,1, = t* =
=2,1604 (k — 4 parametry, n = 17 — ilo§¢ obserwacji danych dla modelu autoregresyjnego).

Z tabeli regresji (1.12.55) wynika, ze zaden parametr dla modelu autoregresyjnego
trzeciego rzedu nie speinia warunku |t0;,]| (t value) > r*. W tej sytuacji przeanalizujmy
tabele wspolczynnikoéw korelacji migdzy zmiennymi, korzystajac z opcji (Correlations
Analysis...).

Tabela 1.12.56
Wspotczynniki korelacji miedzy zmiennymi
LY YD L Y(-2)7 L Y(-3)”

08-13-2007 Variable Variable Correlation
1 Y Y(-1) 0,9597
2 Y Y (-2) 0,9634
3 Y Y(-3) 0,9672
T T T T T YT T T Y™ T T T 09ses |
5 Y(-1) Y (-3) 0,9635

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w WinQSB.

Najstabsza zalezno$¢ wystepuje migdzy spozyciem masta w okresie biezacym
a spozyciem w okresie poprzednim i wynosi 0,9597. Przeprowadzmy zatem obliczenia
dla modelu:

Y =a, +a,Y(-2)+a,Y(-3).
Tabela 1.12.57

Zestawienie sumaryczne dla modelu bez zmiennej ,, Y(-1)",, Spozycie masta”

08-13-2007 Variable Mean Standard Regression Standard t value
10:09:26 Name Deviation Coefficient Error
Dependent Y 7 104,71 1132,41
Y-intercept | Constant 369,19 413,41 0,89
1 Y (-2) 6 702,35 1090,20 0,46 0,21 2,18
2 Y (-3) 6 506,47 1 095,80 0,56 0,21 2,63
R —square = 0,95 R — adjusted =| 0,94

Z 16 dto: Opracowanie wtasne w WinQSB.

Wedlug tablicy 1 Aneksu przy zmienionej ilosci parametrow (iss = 17 — 3 = 14,
o = 0,05), t* = 2,1448. Z powodu braku statystycznej istotnosci |t value| > t* w modelu
autoregresyjnym mozna pomina¢ stata ao = 369,19. Tak wigc bez tej statej model jest
nastepujacy:

Y =0,46-Y(=2)+0,56-Y(-3).

Okreslmy zatem wygaste prognozy oraz prognoze na okres 21. (czyli 18. w tab.
1.12.58). Obliczmy rowniez pierwiastek $redniego biedu wygastych prognoz RMSE.
Wiyniki tych prac przedstawiono na wykresie 1.12.17 oraz zapisano w tab. 1.12.58.
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Z 1t 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.
Wykres 1.12.17. Dane empiryczne i teoretyczne
— modelowe spozycia masta
Tabela 1.12.58
Tabela pomocnicza do okreslenia prognozy
Okres % Y (-2) Y (-3) YA U, =Y-Y (Y- Y
491 ANAAANNMMNNN
5 200 N\\\\\\\\\\\\\\\
5 400 4910
1 5300 5 200 4910 | 5141,60 158,4 25 090,56
2 5 750 5400 5 200 5396 354,0 125 316
3 5 500 5300 5400 5462 38,0 1444
4 6 000 5 750 5300 5613 387,0 149 769
5 6 500 5 500 5 750 5750 750,0 562 500
6 6 100 6 000 5 500 5 840 260,0 67 600
7 6 700 6 500 6 000 6 350 350,0 122 500
8 6 800 6 100 6 500 6 446 354,0 125 316
9 7 400 6 700 6 100 6498 902,0 813 604
10 7350 6 800 6 700 6 880 470,0 220 900
11 7 500 7 400 6 800 7212 288,0 82 944
12 7 600 7 350 7 400 7525 75,0 5 625
13 8 200 7 500 7 350 7 566 634,0 401 956
14 8 400 7 600 7 500 7 696 704,0 495 616
15 8 240 8 200 7 600 8028 212,0 44 944
16 8 540 8400 8 200 8 456 84,0 7056
17 8 900 8 240 8400 | 849440 4056 164 511,36
18 Prognoza 8 542,80 p3 3416 691,92
ST 200 981,88
RMSE 448,31

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu, i =1-20; ¥" — Y.
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Przyktad

W omawianym modelu Y =046 Y (-2) + 0,56 - Y(-3) sprawdzmy normalno$é
sktadnika resztowego, postugujac sig testem Jarque'a-Bery (JBT czasem okreslanym
rowniez jako JB), ktory stuzy do weryfikacji hipotezy zerowej (rozktad sktadnika resz-
towego jest rozkladem normalnym). Obliczmy JBT wedtug wzoru (1.1.15), a nastgpnie
sprawdzamy, czy JBT < y* przy dwoch stopniach swobody i przy okreslonym poziomie
istotnosci a:

n—k , 1 ,
JBT = ASTH—=(K-3) |.
6 4

W celu szybkiego okreslenia sko$nosci S oraz kurtozy K skorzystajmy z opcji Exce-
la (Analiza danych/Statystyka opisowa). Uwzgledniamy 17 reszt od us do uy na bazie
obliczenia w kolumnie u; = Y — Y (tab. 1.12.58).

Tabela 1.12.59

Statystyka opisowa dotyczqca reszt

Statystyka opisowa reszt (Y - Y*)
Srednia 378
Btad standardowy 60,26
Mediana 354
Odchylenie standardowe 248,45
Wariancja prébki 61729
Kurtoza -0,24
Skos$nos¢ 0,63
Zakres 864
Minimum 38
Maksimum 902
Suma 6 426
Licznik 17
Najwiekszy(1) 902
Najmniejszy(1) 38

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.
Obliczamy JBT dla n = 17, k = 2 (dwa parametry modelu: a; = 0,46, a, = 0,56),
S — sko$no$¢ = 0,63, K — kurtoza = - 0,24.

JBT = % 1(0,63)> +%(—o,24 ~3)*]1=7.55.

Jak juz wspomniano, test oparty jest na rozkladzie > z dwoma stopniami swobody.
Hipoteza zerowa H, zaklada, ze rozktad sktadnika jest rozkladem normalnym. Hipoteza
alternatywna H, zaktada, ze rozktad ten nie jest rozktadem normalnym. Hipoteza zerowa
jest spetniona, gdy JBT < y*.

Przy poziome istotnosci a = 0,05 i r =2 y* = 5991 (tab. Il w Aneksie). Poniewaz
JBT > y* = 5,991, odrzucamy hipoteze H, o normalnosci sktadnika resztowego na rzecz
hipotezy alternatywnej H;, mowiacej o niezgodno$ci rozktadu sktadnika losowego
z rozktadem normalnym.
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Przyktad

W hurtowni regionalnej kwiatéw sprzedaz wiazanek gerberéw po pig¢ sztuk w po-
szczegolnych miesiacach czterech lat, poczawszy od stycznia do grudnia w przeliczeniu
na jeden punkt sprzedazy, ksztattowala sig jak w tab. 1.12.60. Obliczamy prognozg¢ na
miesiac styczen nastgpnego roku przy zastosowaniu modelu autoregresyjnego.

W celu sformutowania modelu autoregresyjnego rozpoczniemy jak w poprzednich
przyktadach od modelu trzeciego rzgdu zmiennych opdznionych Y(-1), ¥(-2), Y(-3).
Obserwacje (4-16) jako (1-13) wprowadzamy do modutu FC programu WinQSB.

Model wejsciowy ma postaé: ¥ =ag + a; - Y(-1)+ a - Y(-2)+ a3 - Y(-3)

Tabela 1.12.60

Sprzedaz wiqzanek gerberow

Okres Y
; 192 \\\\\\\\\\\\\\\\\
S G
5 9 11 8 9
6 8 9 11 8
7 6 8 9 11
8 8 6 8 9
9 7 8 6 8
10 7 7 8 6
11 6 7 7 8
12 8 6 7 7
13 6 8 6 7
14 5 6 8 6
15 3 5 6 8
16 5 3 5 6

Z 16 d to: Opracowanie wasne w Excelu.
Obliczamy wspotczynniki korelacji.

Tabela 1.12.61

Wspolczynniki korelacji miedzy zmiennymi
» Y”’ » Y(_l) ”} ”» Y(-z) ”, ” Y(-3) 7

08-13-2007 Variable Variable Correlation
1 Y Y(-1) 0,5830
2 Y Y (-2) 0,5350
3 Y Y (-3) 0,5356
4 Y(-1) Y (-2) 0,5606
5 Y(-1) Y (-3) 0,4547
6 Y (-2) Y (-3) 0,4605

Z 16 d to: Opracowanie wiasne w WinQSB.
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Biorac pod uwagg tylko wspdtczynniki korelacji migdzy zmienng objasniang
a zmiennymi objasniajacymi, pomijamy Y(-2) i model z tego punktu widzenia moze by¢
nastepujacy:

Y =a+a - Y1)+ a - ¥(-3).

Sprawdzamy zalozony model analiza korelacyjna dla »"= 13 obserwacji (4-16).

Dlan=13,iss =n—k=13 -3 =10, a = 0,05, warto$¢ krytyczna to = 2,2281 roz-
ktadu #-Studenta (tabl. I w Aneksie).

Wartos$¢ krytyczna wspotczynnika korelacji (wzoér 1.6.9):

P =2 (2 +n-2) =4/2,2281% /(2,2281% +13-2) = 0,5576.

Sprawdzamy, czy || < r* . Gdy porownamy z tab. 1.12.61, takimi zmiennymi sa
Y(-2) oraz Y(-3). Pozostalo tylko ¥(-1), dla ktorego |r,| = max|r;] = 0,583. Nastepnie
sprawdzamy warunek: |r,| > r*. Wedlug tego kryterium eliminujemy Y(-2). Pozostaje
jednak zmienna Y(-3), ale ta zmienna juz wczesniej wypadta.

Sformutowanie modelu:

Y- ay+a, - Y(-1).

Dokonajmy estymacji parametrow a; regresji liniowej funkcja REGLINP dla ob-
serwacji 4-16 zmiennej objasniajacej Y(-1).

Tabela 1.12.62

Raport z funkcji REGLINP

aq | do
0,6 2,6] parametry
0,252 1,847| standardowy btad szacunku a;
0,340 1,727] wspdtczynnik determinacii; standardowy btad oceny Y
5,665 11| statystyka F; ilo$¢ stopni swobody
16,892 32,800 regresyjna suma kwadratéw; resztowa suma kwadratow

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Posta¢ analityczna modelu: ¥ =2,6 + 0,6 - Y(-1).

Badanie istotno$ci parametrow strukturalnych ay, a; powyzszego liniowego modelu
ekonometrycznego polega na sprawdzeniu, czy zmienna objasniajaca Y(-1) istotnie
wplywa na zmienna objasniana Y. Weryfikujemy hipotez¢ zerowa:

H, :[a =0], i=12
wobec hipotezy alternatywne;:
H, :[a; #0],

a sprawdzianem tej hipotezy jest statystyka:

2.6 0,6
fo =1L = 1,408, == =2380.
1,847 0,252
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Okreslamy wartos¢ krytyczng ¢, = t* = 2,201 dla przyjgtego poziomu istotnosci
o = 0,05 i ilosci stopni swobody r = 13-2 = 11 (tabl. I w Aneksie).

Przyjmujemy, ze w modelu pozostaje parametr a,. Poniewaz |t,| > ¢*, to hipotezg
zerowa H, odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej H,. Parametr ¢, r6zni si¢ w spo-
sob istotny od zera i zmienna objasniajaca Y(-1) wplywa w sposob istotny statystycznie
na zmienng objasniang Y.

1.12.10.1. Pytania

1. Podaj 1 objasnij nastgpujaca posta¢ modelu autoregresyjnego:
Y =0,694 + 0,44 - Y(-1)+ 0,376 - ¥(-3).

2. Wymien kolejno$¢ postepowania w okresleniu parametrow linii regresji
powyzszego modelu dwoma sposobami:

— funkcjami Excela,

— modulem prognozowanie (Forecasting) programu WinQSB.

3. W jaki sposob i czym musimy dysponowaé, aby sprawdzi¢ statystyczna
istotno$¢ parametréw modelu w pytaniu pierwszym?

1.12.10.2. Zadania

1. Okresl model autoregresyjny trzeciego rzedu na podstawie danych
o imporcie w handlu zagranicznym wedlug cen biezacych w USD w przeli-
czeniu na mieszkanca Polski w latach 1985-2005 (tab. 1.12.63). Zastosuj ar-

kusz kalkulacyjny Excel.
Tabela 1.12.63

Import w latach 1985-2005

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X | 291 | 299 | 288 | 323 | 271 | 250 | 406 | 415 | 490 | 559
t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

X | 753 | 962 | 1094 |1217|1188[1266]1301|1442]1781[2303 2664

Z 16 d to: Opracowanie whasne; fragment tabeli 1.8.6.

2. Sprawdz istotnos$¢ statystyczna modelu, ktory otrzymasz w zadaniu
pierwszym, zweryfikuj zmienne, a nast¢pni okresl btad RMSE wygastych juz
prognoz dla przedziatu okresow 1-21.

3. Zastosuj test JBT do sprawdzenia normalno$ci szeregu czasowego
sktadnika resztowego (u =Y — Y)z wykorzystaniem opcji (Statystyka opiso-
wa) programu Excel.
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Tabela 1.12.64

Skiadnik resztowy
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
u, | 0,71 | -0,11 | 0,38 | -0,29 | 1,21 | 0,76 | -0,41 | 0,95 | 1,23 | 1,73 | 0,01

t 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

u, | 0,06 | 2,18 | 091 | 042 | 0,73 | 2,58 | 1,02 | 1,43 |-0,01 | 2,61 | 1,02
Z 16 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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1.13. Wyréwnywanie trendu z zastosowaniem
modelu Holta-Wintersa

Do modelu Holta-Wintersa (bez sezonowos$ci) wprowadza si¢ drugi pa-
rametr B w celu wygladzania trendu'” . Wygladzona jest wartos¢ trendu z po-
przedniego okresu, by usuna¢ bledy przypadkowe. Nastepujace réwnania shu-
73 do zapisu tego modelu:

Sp=0Y,+ (1 —a)  (Sp1+ bn1),

by =+ (Sp—Sp-1) + (L= f) * by,
Fn+m=Sn+bn'm.

Wiele z zastosowanych symboli znamy z wczesniejszych modeli, wyja-
$nienia wymaga jednak b, ktore oznacza wyréwnywany trend w okresie 7.

W obliczeniach z uzyciem modelu Holta-Wintersa przyjmujemy nastgpu-
jace wartosci poczatkowe:

Si="1 b]z[(Yz—Y1)+(Y4—Y3)]/2.

Staramy si¢ dobra¢ parametry a, £ tak, aby doprowadzi¢ do minimalne;j
warto$ci pierwiastka kwadratu sredniego btedu RMSE prognozy ex post. Mo-
del Holta-Wintersa stosuje si¢ wtedy, gdy wystepuje trend i wahania okreso-
we.

Przyktad

Skorzystajmy z danych szeregu czasowego o zmiennym trendzie (tab. 1.12.41) uzy-
tych do modelu Browna. Przyjmijmy poczatkowo, ze a = 0,4, a = 0,2. W obliczaniu
wygastych prognoz i prognozy na okres 21. przyjmujemy m = 1, natomiast do prognozy
na okres 22. m = 2.

139 Ibidem, rozdz. 2.14.
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Tabela 1.13.1

Obliczenia pomocnicze oraz okreslenie prognoz na okres 21. i 22.

as= 0,4 B= 0,2
Okres A S, b, Fom=ap,+b, m,m=1|Y-F, (btad)| (v-F,)?
1 4,91 4,910 0,095
2 5,20 5,083 0,111 5,005 0,195 0,038
3 5,40 5,276 0,127 5,194 0,206 0,043
4 5,30 5,362 0,119 5,403 -0,103 0,011
5 5,75 5,588 0,140 5,481 0,269 0,072
6 5,50 5,637 0,122 5,729 0,229 0,052
7 6,00 5,856 0,141 5,759 0,241 0,058
8 6,50 6,198 0,182 5,997 0,503 0,253
9 6,10 6,268 0,159 6,380 -0,280 0,078
10 6,70 6,536 0,181 6,427 0,273 0,075
11 6,80 6,750 0,188 6,717 0,083 0,007
12 7,40 7,123 0,225 6,938 0,462 0,213
13 7,35 7,348 0,225 7,347 0,003 0,000
14 7,50 7,544 0,219 7,573 0,073 0,005
15 7,60 7,698 0,206 7,763 0,163 0,027
16 8,20 8,022 0,230 7,904 0,296 0,088
17 8,40 8,311 0,241 8,252 0,148 0,022
18 8,24 8,428 0,216 8,553 0,313 0,098
19 8,54 8,602 0,208 8,644 -0,104 0,011
20 8,90 8,846 0,215 8,811 0,089 0,008
21 9,062 b3 1,158
Prognoza
22 9,277 /19 0,061
RMSE 0,247

Z 16 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.

Przyktadowo na okres 2.:

S=al,+(1-a) (S;+b)=0,4-520+(1-0,4)(4,91+0,095)=5,083,

by=8-($-S)+(1-p)-b,=0,2-(5083-4910)+(1-0,2)-0,095=0,111,

F,=8+b-1=4910+0,095 - 1=5,005.

Majac dane z okresu 20., obliczamy prognozy np. na okres 21. oraz 22. (réznica
wynikow w tab. 1.13.1 oraz ponizszych spowodowana jest wigksza precyzja obliczen
w Excelu):

F20+1 = S20 + b20 -1= 8,846 + 0,215 = 9,061,

Fooa=580+ by 2=28,846+ 0,215 -2 =9,276.

Blad wygastych prognoz RMSE (wedtug tab. 1.13.1) réwna si¢ 0,247. W
celu zminimalizowania tego blgdu proponuje si¢ Czytelnikowi przeprowadze-
nie symulacji na kombinacji dwoch parametréw: o 1 S. Efekt koncowy tej wie-
lokrotnej symulacji przedstawia tab. 1.13.2.
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A teraz dla zobrazowania dopasowania modelu omawianego przykiadu
z danymi empirycznymi przedstawmy oba szeregi danych Y oraz ¥ na wykresie.

9,40 )‘y‘ A

8,90 b
8,40 Q Aﬁ/m
7,90 IS
7,40 O J—)ﬂ

6,90 /I

6,40 A o

spozycie [kg]

SO

5,90
5,40 O
4,90
123 456 7 8 91011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22

okresy [lata] =O=Y == YA
Z 1 6 d to: Opracowanie whasne w Excelu.

Wykres 1.13.1. Dane empiryczne i teoretyczne zmiennej ,,Spozycie”

Przyktad

Wykonajmy symulacj¢ parametréw « i f, bazujac na zapisanej w arkuszu kalkula-
cyjnym tab. 1.13.1 oraz warto$ciach wyjsciowych a = 0,4 i f = 0,2. Zmieniajac najpierw
parametr a powyzej a pozniej ponizej 0,4, przy stalej wartosci f = 0,2, wybieramy naj-
lepsze a. Nastepnie, postgpujac podobnie z f wzgledem najlepszego a, réwnego jednak
0,4, otrzymamy zestaw tych parametréw dajacy najmniejsze RMSE.

Tabela 1.13.2

Wyniki symulacji parametrow o.i 8

a B RMSE
0,5 0,2 0,252
0,4 0,2 0,247
0,3 0,2 0,252
0,4 0,1 0,265
0.4 0.3 0.243

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

W tabeli wyrézniono podkresleniem najlepszy zestaw parametréow a = 0,41 5 =10,3.
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1.13.1. Wprowadzenie skltadowej sezonowej do modelu
Holta-Wintersa (z uzyciem Excela)

Zmiany w czasie wywolane sa takimi przyczynami, jak trend, wahania se-
zonowe/okresowe, wahania cykliczne oraz wahania przypadkowe'*. Tren-
dem nazywamy dhuigookresowe zmiany powodujace wzrost lub spadek
zmiennej objasniajacej. Wahania sezonowe to zmiany poziomu badanego
zjawiska w tym samym czasie kazdego roku. Jesli wystepuja nieregularne
zmiany okreslonego zjawiska (badanej zmiennej) 1 maja one charakter falowy
wokét trendu, to mowimy o wahaniach cyklicznych. Wahania przypadkowe
(losowe) to zaktocenia w regularnych zmianach obserwowanej zmiennej obja-
$niajace;.

W rzeczywistych szeregach czasowych zmiany nie wystepuja tylko
w wymienionych formach, lecz sa z nich ztozone. Jesli np. dla kolejnych okre-
so6w amplituda zmian jest stata przy istniejacym trendzie 1 wahaniach cyklicz-
nych, to taki model nazywamy addytywnym, a jesli nie — to modelem multi-
plikatywnym.

W modelu Holta-Wintersa bez sezonowosci wystgpowaly dwa parametry
wyréwnywania, przy czym o odnosilo si¢ do wartosci szeregu zmiennej obja-
$nianej, a parametr S dotyczyt trendu.

Wyréwnywanie sezonowosci w modelu Holta-Wintersa przeprowadza sig
wedlug okreslonej procedury poprzez zastosowanie parametru y (gamma),
stosowanego do obliczania indeksow sezonowosci. Sezonowos$¢ multiplika-
tywna modelu Holta-Wintersa ma postac:

Y;H—l = (Sn + bn) ’ In—L+l + ZrH—l H

gdzie:

1,.;+1 — wyrownana warto$¢ indeksu sezonowosci na okres n + 1,

z,+1 — blad w okresie n + 1,

L — dtugos¢ cyklu sezonowosci (12 dla danych miesigcznych, 4 dla kwartalnych).

Wyréwnana wykladniczo warto$¢ Y, po usunigciu sezonowosci :
Sy =0 (Y/lr) + (1 —a) (Sp1+ byi).
Wyréwnana wyktadniczo warto$¢ trendu w okresie #:
by = p (Su—Sp-1) T(1 =) * b1

Wyréwnany wyktadniczo indeks sezonowosci w okresie #:

0 Ibidem, rozdz. 2.2.
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L=y (Y/Sw) + (1 =) L.
Prognoza na okres n + m, przy czym m to horyzont prognozy:
Fn+m:(Sn+bn'm)'In-L+1. (1131)

Przyktad

Spozycie masta jako jednego z podstawowych thuszczy jest wigksze w porach
chlodnych, a mniejsze w cieptych. Obserwacja zuzycia masta w gospodarstwie domo-
wym pozwala na wstgpne oszacowanie §rednimi wspotczynnikami zuzycia calorocznego
w kwartatach na okoto:

— 0,25 (styczen, luty, marzec),

— 0,30 (kwiecien, maj, czerwiec),

— 0,10 (lipiec, sierpien, wrzesien),

— 0,35 (pazdziernik, listopad, grudzien).

Suma wspolczynnikoéw = 1.

Rozpatrzmy cztery kolejne lata — od 2000 do 2003 — pod wzgledem spozycia masta
wyrazonego w gramach, stanowiace dane statystyczne przeliczone na mieszkanca kraju.
Roczne wartosci spozycia (tab. 1.12.32) zostaly rozpisane na kwartaly z uwzglgdnieniem
podanych wspoélczynnikéw sezonowosci.

Tabela 1.13.3

Indywidualne spozycie masta w kwartatach

ok Kwartal/wspot- 1/0,25 2/0,30 3/0,10 4/0,35 Spozycie/rok
czynnik
2000 1050 1260 420 1470 4200
2001 1075 1290 430 1505 4300
2002 1125 1350 450 1575 4500
2003 1175 1410 470 1 645 4700

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Przedstawmy przytoczone dane na wykresie punktowym z zaznaczeniem warto$ci
kwartalnych nieco zréznicowanych, aby przypominaly dane rzeczywiste. Linia prosta
zaznaczono trend liniowy, a linia przerywang potaczono wartosci obserwacji w kwartale
drugim.

333



1650
1550
1450
1350
1250
1150
1050

950

850

750

spozycie na mieszkanca [g]

650
550
450
350

104

445

5 6 7 8

9 10 M

kwartaty lat 2000-2003

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

12 13 14 15 16

Wykres 1.13.2. Dane modelowe i trend liniowy indywidualnego
spozycia masta w kwartatach

Postegpowanie z uwzglednieniem sezonowosci byto nastepujaco:

a])4 1Okreélenie warto$ci poczatkowych na podstawie siedmiu poczatkowych obser-

wacji

Dla ustalenia sredniej wartosci trendu migdzy kolejnymi latami przyjmijmy trzy

kwartaty (1, 2, 3).

Obliczenia pomocnicze do ustalenia trendu

Tabela 1.134

Rok/kwartat Ys— Y, Y- Y, Y- Y; Suma
2000.1 1 040 1270 415 1475
2001.1 1 085 1280 435 1500

) 45 10 20 75

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, kwartaty zapisano jako rok.kw.

"' M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 2.15.
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Dzielimy sumg 75 przez liczbg¢ wszystkich okresow (16), traktujac wynik jako
Srednia warto$¢ trendu: 75/16 = 4,6875.

b) Obliczamy:
S, — $rednig arytmetyczna pierwszych czterech wartosci Y:
S1=8,=8;=58,= (1040 + 1270 + 415 + 1475)/4 = 1050; wartos¢ ta jest scen-
trowana na kwartale 1,5.

¢) Dokonujemy korekty wartosci trendu b, odpowiednim mnoznikiem, np. dla
pierwszych czterech kwartatow (w zalezno$ci od wzrostu czy spadku spozycia wzgle-
dem warto$ci $redniej wynoszacej 1050.
1 —1040/1050 (-0,1),
2-1270/1050 (1,2),
3-415/1050  (-2,5),
4—1475/1050  (+1,4).
Na przyktad kwartat trzeci: 1050/415 = 2,53 = 2,5, spadek (-2,5)

Tabela 1.13.5

Wstepnie skorygowana wartoS¢ trendu w kwartatach

Kwartat Trend b,
1 -0,1 - 4,6875 = -0,469
2 1,2 - 4,6875 = 5,625
3 -2,5-4,6875=-11,719
4 1,4 - 4,6875=6,563

Z 16 dto: Opracowanie wasne w Excelu.
d) Obliczamy wyréwnang wyktadniczo warto§¢ zmiennej i trendu na koniec pierw-
szych czterech kwartatow.

Tabela 1.13.6

Wyrownana wartos¢ ,,S, + b,”

Kwartat Formuta Obliczenie
1 Sy + by 1050 0,469 = 1 049,531
2 Sy + by 1050 + 5,625 =1 055,625
3 Ss + by 1050-11,719=1 038,281
4 Sy + by 1050 + 6,563 = 1 056,563

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

e) Wyznaczamy indeksy sezonowosci:

L, =Y./(S, + by
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Tabela 1.13.7

Wstepnie ustalone indeksy sezonowosci

Kwartat Y, S, + b, I
1 1 040 1 049,531 0,991
2 1270 1 055,625 1,203
3 415 1 038,281 0,400
4 1475 1 056,563 1,396

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

f) Ponowne ustalenia warto$ci poczatkowych:
— skorygowane S, o indeks sezonowosci dla czwartego kwartatu:

Sy = Y41, =1475/1,396 = 1056,590,
— ustalenie by = 4, 6875 (warto$¢ wstepnego trendu),

— wstepne przyjecie wartosci parametrow jednakowo: a = 0,2; f=0,2; y=0,2.
g) Przeprowadzenie obliczen prognoz przy dhugosci cyklu L = 4 oraz przyjetych pa-

rametrach a, S, y.

Zastosowane wzory na przykladzie obserwacji piatej i umiejscowienia danych w

arkuszu kalkulacyjnym wedtug tabeli 1.13.8:
Ss=a (Ys/ls.1) + (1 —a)(Ss.1+ bs.y),
bs=p (S5 —Ss.1) +(1 =) - bs.y,
Is=y-(Ys/Ss)+ (1 —y) Is., Fso1=(Ss+bs)  Is.p+ .

Tabela 1.13.8

Zastosowane wyrazenia Excela

Przyktad wyrazen Excela i obliczenia manualnego dla obserwacji 5

Ss =($B$59*C65/G61)+((1-5B$59)"F64)

(0,2 * 1085/0,991) +((1-0,2)* 1061,278 = 1067,993

=($D$59*(D65-D64))+((1-$D$59)"E64)

b
° (0,2*(1067,993 - 1056,590)) + (1 - 0,2) * 4,6875)

=D65+EG5

Ss+b
5o 1067,993+6,0305 = 1074,023

| =$F$59*C65/D65)+((1-$F$59)*G61)
5

(0,2 * 1085/1067,993) + ((1 - 0,2) * 0,991)

=D64-E64)*G61
Fs

(1056,590 + 4,6875) * 0,991

=C65-H
Y. -Fs C65-H65

1085 - 1276,717 = -191,717

) =165%2
(Ys-Fs)

1276,717° = 36755,344

=($D$76+3E$76)*G76
FZO

(1179,97 + 11,150) * 1,395 = 1661,219

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wilasne.
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Obliczenia pomocnicze wartosci danych do okreslenia prognoz

Tabela 1.13.9

a=0,2 =02 y=02 L=4
Okres kw. Yk Sy b, S, +b, In

1 20001 | 1040 NI 72495377 0,997 MM
2 20002 | 7270 Al AAMNMMIAMNNN 10556251 7,20 AAh-; ;I;,I;;: I HENNBTNIINRNY
3 2000.3 475 AALRMMIMINNY 1022817 o4Al;;;:HITBH R ANHMTNININY
4 20004 | 1475 | 1056590 46875]  1061278] 13% Alannnnjjy
5 20011 | 1085 | 1067,993] 6,0305]  1074,023] 0996] 1051,726] 33,274] 1107,159
6 2001.2 | 1280 1072,02] 56299  1077.650] 1,201] 1292,050] -12,050] 145203
7 2001.3 435 1079,62] 60239 1085644 0401] 431,060 3,940 15,524
8 20014 | 1500 | 1083415 55781 1088,993] 1394] 1515559] 15569 242,073
9 20021 | 1115 | 1095003] 6,7982]  1101,891] 1,000] 1084,620] 30,380] 922,921
10 20022 | 1360 | 1107,953] 80105] 1115964 1208 1323594] 36406] 1325425
11 2002.3 445 1114,947]  7,8071 1122,754]  0400] 447,037 2,037 4,150
12 20024 | 1580 | 1124,937] 8.2438]  1133.181] 1,396 1564,784] 15216] 231,520
13 20031 | 1185 | 1143444] 10296] 1153741] 1,008] 1133.661] 51,339] 2635,709
14 20032 | 1400 | 1155077] 10564] 1165641 1,208 1391941 8,059 64,947,
15 2003.3 475 1169,839] 11403 1181243 0401 466,59 8,404 70,626
16 20034 | 1640 | 1179974 11,150]  1191,123] 1,395] 1648.857] -8,857 78,451
17 1200,185] % 6843,706,
18 1438,371] 312 570,309
19 478,166] RMSE 23,881
20 1661,219

716 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Prognozy na kwartaty kolejnego roku bazuja na danych okresu 16., mianowicie:

Sl6; b16: 1133 1143 1153 116-

Wyrazenie do ich obliczenia podaje tabela 1.13.8.

h) Obliczamy btad wygastych 16 prognoz, czyli RMSE = 23,881.

Realizujac dalej, mozemy dokona¢ symulacji na parametrach a, S, y tab.
1.13.9 (bedacej w arkuszu kalkulacyjnym programu Excel) w celu zmniejsze-
nia RMSE. Przyktadowo dla a = 0,2; f = 0,6, wprowadzenie zamiast y = 0,2
parametru y = 0,6 co daje poprawe RMSE na 20,797.

Tabela 1.13.10

Obliczone prognozy dla
a=02,=067y=006
Okres Y Y =F
5 1085 1052
6 1280 1295
7 435 433
8 1500 1522
9 1115 1100
10 1360 1321
11 445 450
12 1580 1566
13 1185 1158
14 1400 1411
15 475 469
16 1 640 1661
Z 16 dto: Opracowanie wlasne
w Excelu.
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Przedstawmy ten wariant rozwiazania na wykresie punktowym.
1670

J R N

1170{ v |

spozycie masta [g]

920

670

420 T : ;
5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16

okresy [kwartaty] —O— Y =1 =Y~
Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.13.3. Dane empiryczne i teoretyczne wedlug
modelu multiplikatywnego Holta-Wintersa

Widzimy bardzo dobre dopasowanie modelu do danych empirycznych
spozycia masta w kwartatach lat 2000-2001.

Warto jeszcze poda¢ réwnania stanowiace model Holta-Wintersa z sezo-
142,

nowoscig addytywna ":
Sn =a (Yn - In—L) + (1 - a)(Sn—l + bl‘l—l)) bn ﬂ (Sn - Sn—l) + (1 _ﬂ) bn-],
L=y (Y, =8)+ (=, Foim= (S + bym)+ L.1+1.

Manualne obliczenia oraz wykres wspomagane Excelem sporzadzamy
analogicznie do przedstawionego modelu multiplikatywnego.

(1.13.2)

142 Ibidem, s. 94.
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1.13.2. Przykiady doboru najlepszych parametréw modelu
(zastosowanie modutu FC programu WinQSB)

Manualne budowanie modeli adaptacyjnych jest pracochtonne. Z tego
wzgledu stosuje si¢ programy komputerowe do automatyzacji obliczen,
zwlaszcza w celu doboru najlepszych z punktu widzenia miary prognozy, np.
RMSE parametrow wyrownywania wyktadniczego. Podano procedury korzy-
stania z programu WinQSB dotyczace modelu podwdjnego wyrownywania
wyktadniczego z trendem (DEST) oraz modelu Holta-Wincersa z sezonowo-
$cig multipikatywna.

1.13.2.1. Podwdéjne wyréwnywanie wyktadnicze z trendem

Procedura realizacji bazujaca na danych statystycznych (lata 70. i 80.)
podanych w tab. 1.12.41 jest nastgpujaca:

— WinQSB; (Forecasting); (File); (New Problem), (Time Series Forecast-
ing).

— (Problem Title) (DEST — podwdjne wyréwnywanie wyktadnicze z tren-
dem); (Time Unit) (rok); (Number of Time Units) (Periods) (12); OK,

— (Historical Date)...; (File); (Save Problem AS) (DEST fcc),

— (Solve an Analyze), (Perform Forecasting); (Double exponential
smoothing with trend — DEST); (Metod Parameters); (Assign Valuses) lub
(Search the best); (Search Criterion) (MSE); (Number of periods to forecast)
(2); (Smoothing constat alpha) (0.1); (Initial value F() if known); (MSE =;
Enter Search Domain Alpha Start) (0) (End) (1) (Step) (0.01).

Obok opcji podano wprowadzone informacje:

— tytut problemu: DEST — podwojne wyrdwnywanie wyktadnicze,

— jednostka szeregu czasowego — rok, liczba okreséw — 12,

—nazwa pliku: DEST. fcc, horyzont prognozowania — 2,

— krok iteracji — 0.01 (z kropka dziesigtna).

Rozwiazanie przebiega w zaleznosci od zadanej opcji:

— przypisanie wartosci poczatkowej parametru o,

— komputerowy — automatyczny dobor parametru a w kolejnych krokach
dla osiagnigcia minimum RMSE.

Rozwiazanie modelu przy pierwszej opcji (4ssign Values) (przypisanie
wartosci) modutem FC jest analogiczne do wykonanego wczesniej funkcjami
Excela (tab. 1.12.41).
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Tabela 1.13.11

Raport z prognozowania wedtug podwojnego wyrownywania wyktadniczego
z trendem opcja ,, Assign Values”

08-15-2007 Actual |Forecast by| Forecast CFE MAD MSE MAPE [%]
Rok Data DEST Error
1 4,91
2 52 4,91 0,29 0,29 0,29 0,084 5,577
3 54 4,968 0,432 0,722 0,361 0,135 6,788
4 53 5,057 0,243 0,965 0,322 0,11 6,052
5 5,75 5,113 0,637 1,602 0,4 0,184 7,308
6 55 5,25 0,25 1,852 0,37 0,16 6,755
7 6 5,316 0,684 2,535 0,423 0,211 7,529
8 6,5 5,471 1,029 3,564 0,509 0,332 8,714
9 6,1 5,702 0,398 3,962 0,495 0,31 8,44
10 6,7 5,818 0,882 4,844 0,538 0,362 8,965
11 6,8 6,034 0,766 5,61 0,561 0,385 9,196
12 74 6,235 1,165 6,775 0,616 0,473 9,79
13 7,35 6,524 0,826 7,6 0,633 0,49 9,911
14 7,5 6,757 0,743 8,343 0,642 0,495 9,91
15 7,6 6,982 0,618 8,961 0,64 0,487 9,783
16 8,2 7,189 1,011 9,972 0,665 0,523 9,953
17 8,4 7,481 0,919 10,892 0,681 0,543 10,015
18 8,24 7,764 0,476 11,367 0,669 0,524 9,765
19 8,54 7,968 0,572 11,939 0,663 0,513 9,595
20 8,9 8,196 0,704 12,643 0,665 0,512 9,506
21 8,456
22 8,583
CFE 12,643
MAD 0,665
MSE 0,512
MAPE 9,506
Trk.Signal 19
R — sqaure 1
Alpha = 0,1
F(0)=4,91
F'(0) = 4,91

Z 16 d to: Opracowanie wtasne w WinQSB, modut FC, opcja DEST.

Blad wygastych prognoz wedtug MSE w tabeli 1.13.11:

niach manualnych (tab. 1.12.41, rozdz. 1.12.9.6).

RMSE = MSE =4/0,512 = 0,715.
Prognozy dla o = 0,1 na okres 21. oraz 22. sa identyczne jak w oblicze-

Wykonajmy teraz automatyczny dobdr parametru a druga opcja (Search
the best)z punktu widzenia minimum RMSE.
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Tabela 1.13.12

Raport z prognozowania z wyborem DEST i z uzyciem opcji wyboru najlepszego

rozwiqzania
08-15-2007| Actual Forecast by | Forecast CFE MAD MSE MAPE [%]
Rok Data DEST Error
1 4,91
2 52 4,910 0,290 0,290 0,290 0,084 5,577
3 54 5,113 0,287 0,577 0,289 0,083 5,446
4 53 5,349 -0,049 0,528 0,209 0,056 3,941
5 5,75 5,386 0,364 0,892 0,248 0,075 4,541
6 55 5,705 -0,205 0,687 0,239 0,069 4,379
7 6 5,671 0,329 1,016 0,254 0,075 4,564
8 6,5 5,985 0,515 1,531 0,291 0,102 5,043
9 6,1 6,470 -0,370 1,160 0,301 0,107 5,171
10 6,7 6,399 0,301 1,462 0,301 0,105 5,096
11 6,8 6,752 0,048 1,510 0,276 0,095 4,658
12 7,4 6,965 0,435 1,946 0,290 0,103 4,769
13 7,35 7,454 -0,104 1,841 0,275 0,096 4,490
14 7,5 7,620 -0,120 1,722 0,263 0,089 4,267
15 7,6 7,761 -0,161 1,560 0,256 0,085 4,114
16 8,2 7,859 0,341 1,901 0,261 0,087 4,117
17 8,4 8,289 0,111 2,012 0,252 0,082 3,942
18 8,24 8,600 -0,360 1,652 0,258 0,085 3,967
19 8,54 8,594 -0,054 1,598 0,247 0,080 3,782
20 8,9 8,759 0,141 1,739 0,241 0,077 3,666
21 9,053
22 9,266
CFE 1,739
MAD 0,241
MSE 0,077
MAPE 3,666
Trk.Signal 7,204
R —qaure 1
Alpha = 0,35
F(0) =491
F(0) =491

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.

Program ustalil parametr wyréwnujacy a = 0,35. Blad prognozy ulegt
znacznemu zmniejszeniu:

RMSE =~MSE = /0,077 =0,277.
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1.13.2.2 Model Holta-Wintersa z sezonowoscia
multiplikatywna

We weczesniejszej tab. 1.13.9, opracowanej w Excelu, model Holta-
-Wintersa z sezonowos$cia multiplikatywna (do okreslenia prognoz na okresy
17-20) zbudowano dla:

— jednakowych warto$ci parametrow a, 5, y = 0,2,

— dhugosci cyklu sezonowosci L =4,

—wyznaczonych wartosci poczatkowych S, b, na okres 4.,

— okreslonych wstepnie indekséw sezonowosci na okresy 1-4.

Wedtug tabeli 1.13.9 blad RMSE wynosi 23,881. Nastgpnie podjgto ma-
nualng probg dobierania parametrow i1 zmniejszono RMSE do 20,797.

Skorzystajmy jednak z automatycznego doboru parametrow opcja (Holt-
-Winters Multiplicative Algorithm — HWM) modulu FC programu kompute-
rowego WinQSB, aby RMSE osiagngto minimum. Dobor przeprowadzono ze
skokiem co 0.01 (z kropka dziesigtna) bez podawania uzyskanych wartosci
poczatkowych. W celu lepszego poréwnania wykonajmy dwie wersje:

a) wersj¢ (Assign Values) — podanie wartosci parametrow

Tabela 1.13.13

Raport z prognozowania z sezonowosciq multiplikatywnq z podaniem wartosci
poczqtkowych a=021=02;y=0,

08-17-2007| Actual Forecast by | Forecast CFE MAD MSE MAPE [%]
Kwartat Data HWM Error
1 1040
2 1270
3 415
4 1475
5 1085 1040 45 45 45 2025 4,1475
6 1280 1283,189 -3,1885 41,8115 24,0942 | 1017,583 2,1983
7 435 419,7778 15,2222 57,0337 21,1369 755,627 2,632
8 1500 1507,371 -7,3708 49,6628 17,6954 | 580,3026 2,0968
9 1115 1072,107 42,8932 92,556 22,7349 | 832,2072 2,4468
10 1360 1315,924 44,0757 | 136,6317 | 26,2917 | 1017,284 2,5792
11 445 438,0271 6,9729 143,6046 | 23,5319 | 878,9033 2,4346
12 1580 1561,356 18,6438 | 162,2484 | 22,9209 | 812,4893 2,2778
13 1185 1126,505 58,4949 | 220,7433 | 26,8735 | 1102,396 2,5731
14 1400 1390,384 9,6162 230,3595 | 25,1478 | 1001,404 2,3845
15 475 460,5273 14,4727 | 244,8322 | 24,1774 | 929,4088 2,4447
16 1640 1651,602 -11,6021 | 233,2302 | 23,1294 | 863,1753 2,3
17 1198,017
CFE 233,2302
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cd. tab. 1.13.13

08-17-2007| Actual Forecast by | Forecast CFE MAD MSE MAPE [%]
Kwartat Data HWM Error
MAPE 2,3
Trk.Signal 10,0837
R-sqaure 1
c=4
Alpha = 0,2
Beta = 0,2
Gamma =0,2
F(0) = 1050
7(0)=0
S(1) = 0,9905
S(2) =1,2095
S(3) =0,3952
S(4) =1,4048

Z 16 d to: Opracowanie whasne programem WinQSB, modut FC, prognozowanie z op-

cja (HWM).

Program przyjat jako prognoze poczatkowa F(0) = 1050, czyli $rednia
arytmetyczna z obserwacji 1-4 1 okreslil indeksy sezonowosci S(1), S(2), S(3),
S(4). Po uwzglednieniu indeksu sezonowosci dla kwartalu pierwszego pro-
gnoza F; =~ 1040. Gdy poréwnamy wyniki z tab. 1.13.9, zauwazymy duze
przyblizenie z wynikami realizacji manualnej modelu. Blad wygastych pro-
gnoz jako pierwiastek z wartosci MSE (tab. 1.13.13) wynosi 29,380; jest wigc
rzedu obliczonego z zastosowaniem funkcji elementarnych Excela, ktory wy-
nosi 23,881;

b) wersja z wyszukaniem najlepszej warto$ci parametrow (Search the

best).
Tabela 1.13.14
Raport z realizacji prognozowania z opcja wyboru najlepszego rozwiqzania
wedtug kryterium MSE
08-17-2007 Actual Forecast by Forecast CFE MAD MSE MAPE (%)
Kwartat Data HWM Error
10401
2 1270
3 415
4 1475
5 1085 1040 45 45 45 2025 4,1475
6 1280 1285,387 -5,3866  |39,6134| 25,1933 1027,008 2,2841
7 435 422,049 12,951 (52,5644 21,1125 740,5815 2,5152
8 1500 1521,002 21,0015 |31,563| 21,0848 665,7015 2,2364
9 1115 1104,046 10,9545  |42,5174] 19,0587 556,5612 1,9856
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cd. tab. 1.13.14

08-17-2007 Actual Forecast by Forecast CFE MAD MSE MAPE (%)
Kwartat Data HWM Error
10 1360 1327,577 32,4229 74,94 21,286 639,01 20,052
11 445 449,07 -4,07 70,87 18,827 550,09 1,8895
12 1580 1572,617 7,3834 78,2537 17,3962 488,1409 1,7118
13 1185 1163,858 21,1422 |99,3959 17,8124 483,5689 1,7198
14 1400 1418,912 -18,9124 80,4836 17,9224 470,9797 1,6829
15 475 468,5322 6,4678 86,9513 16,8811 431,9663 1,6537
16 1640 1662,922 -22,922 64,0293 17,3845 439,7539 1,6324
17 1236,599
CFE 64,0293
MAD 17,3845
MSE 439,7539
MAPE 1,6324
Trk.Signal 3,6831
R —sqaure 1
c=4
Alpha =0,14
Beta = 1
Gamma = 0,64
F(0) = 1050
T(0)=0
S(1) = 0,9905
S(2) = 1,2095
S(3) = 0,3952
S(4) = 1,4048

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Zastosowanie automatyzacji pozwolito zmniejszy¢ btad wygastych pro-
gnoz RMSE.

RMSE =/ MSE = \/439,7539 =20,97.

Wiynik jest bliski wartosci RMSE = 20,797, uzyskanej wcze$niej metoda
prob 1 bledow przy parametrach o = 0,2, f= 0,6, y = 0,6.

1.13.3. Pytania

1. Podaj oraz objasnij rownania opisu modelu Holta-Wintersa (bez sezo-
nowosci).

2. Podaj przyktad doboru warto$ci poczatkowych w budowie tego modelu.

3. Napisz 1 objasnij réwnania modelu Holta-Wintersa z sezonowoscia

multiplikatywna.
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4. Wyjasnij r6znic¢ migdzy modelem z sezonowoscia multiplikatywna a

addytywna.
5. Napisz procedure korzystania z modutu prognozowania (Forecasting)
pakietu WinQSB.

1.13.4. Zadania

1. Okresl brakujace informacje w tab. 1.13.15 dla modelu Holta-Wintersa
(bez sezonowosci), a wige: wartosci poczatkowe, prognozy ex post, prognoze
ex ante dla okresu piatego, przyjmujac oo = 0,2, £ =0,1.

Tabela 1.13.15

Ramka inicjujqca do obliczen prognoz wedlug modelu Holta-Wintersa

Okres Y, S, b, F.,=a,+b, m Y,—F, (Y—F,)
1 [ a5 )0

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne.

2. W supermarkiecie kwartalny popyt na wodg¢ mineralna, w tys. litrow,

w latach 2000-2003 byt nastgpujacy:
Tabela 1.13.16.

Popyt na wode mineralng

Rok
kwartaty ! 2 3 4
2000 5 12 25 10
2001 7 20 40 15
2002 11 32 56 19
2003 15 40 75 27

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wilasne.

Zbuduj model Holta-Wintersa z sezonowos$cia multiplikatywna dla
o=02, =02 oraz y = 0,1, wczesniej okreslajac: srednia wartos¢ trendu,
srednia warto$¢ zmiennej dla kwartatu/sezonu L = 4, indeksy sezonowosci.
Okresl prognozg ex post dla 16 obserwacii.

3. Oblicz btad RMSE prognozy okreslonej w zadaniu drugim.
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4. Wykonaj analiz¢ podanego wykresu punktowego popytu na wodg mi-
neralna, okreslonego na podstawie danych zadania drugiego.

o i

A
o A

[
> N\ R
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/
] R\ g
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[tys. 1]

| i
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o \ R\ VR >
20 /\ ,,[““"J\ / \ /
S A AN G Y. 9
10 ;{‘""‘- \\ / \1/
s Y |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12 13 14 15 16
okresy [kwartaty lat 2000—2003]

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.13.4. Dane empiryczne oraz trend liniowy
popytu na wodg mineralna
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1.14. Model trendu, sezonowosci i autoregresji
(przyktad w programie GRETL)

1.14.1. Wielomianowe modele trendu

Procesy ekonomiczne charakteryzuja si¢ niestacjonarno$cia Sredniej. Do
celow prognozowania stosowane sa zlozone modele trendu, sezonowosci
i autoregresji danych rzeczywistych zmiennej objasnianej. Istnieje potrzeba
okreslenia stopnia wielomianu trendu, amplitud sezonowosci, np. w kwarta-
tach roku, oraz rzedu autokorelacji. W tym celu oraz do ostatecznej estymacji
parametréow modelu ztoZzonego interesujace jest zastosowanie funkcji ogolnie
dostgpnego (bezptatnie w internecie) programu GRETL.

Zaldzmy, ze mamy do czynienia z procesem niestacjonarnym typu tren-
dowo-sezonowo-autoregresyjnym o podejsciu okreslonym modelem:

Yy, :Pt+St+ARp+e't

r ) m—1
Y = Zajt’ +Zdl.Qi, +prYt_p +e',
j=0 t=1

gdzie:

P, —wielomian j-ty trendu,

S; — sezonowo$¢ w m kwartatach roku,

AR, — autoregresja stopnia p,

e’;,—reszta.

t—zmienna czasowa, t= 1,2, ..., n.

a;—parametr wielomianu j-tego stopnia.

Pozostate symbole wyjasnione w podrozdzialach 1.14.211.14.3.

Wedtug T. Kufla'*® przy zatozeniu stacjonarnoéci wariancji sktadnikowy
model procesu ekonomicznego mozemy zapisa¢ rowniez jako:

=P +S8+C+ s,
gdzie:
P,— wielomian j-ty trendu,
S; — sezonowo$¢ w m kwartatach roku,
C;— sktadnik koniunkturalny zalezny od rozwoju gospodarczego,
n, = e’;— sktadnik przypadkowy, czyli reszta, obliczana jako réznica migdzy wartoscia ob-
serwacji a wynikiem z modelu dla danego ¢.

T K ufel, Ekonometria. Rozwigzywanie probleméw..., op.cit., rozdz. 6.

347



Trend jako wielomian zmiennej czasowej r-tego stopnia przed oszacowa-
niem parametréw okre§lamy wzorem:

r

Y, =Zajtj +17,.

j=0

Aby okresli¢ stopien wielomianu r, oprzemy si¢ na przyktadzie liczby tu-
rystow (w tys.) korzystajacych z noclegéw w pewnym miescie Polski, porow-
nujac modele »= 1, 2, 3 dla zmiennej czasowej kwartatéw z lat 2001-2005.

Tabela 1.14.1

Turysci korzystajqcy z noclegow

Rok
Kwartat 2001 2002 2003 2004 2005
1 133 137 134 150 188
2 238 257 258 302 336
3 262 267 273 333 393
4 159 170 177 224 265

Z 1 6 dto: Opracowanie whasne na podstawie: R. Czy zewski, M. Hundert,
R. K16 s k a, Wybrane zagadnienia z prognozowania, Szczecin 2006, przyktad 1.7.

Przedstawione dane charakteryzuja si¢ trendem rosnacym oraz sezonowo-
$cia w poszczegoOlnych kwartatach roku. Obliczenia utatwi funkcja (Mo-
del/Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow...) programu GRETL, ktory,
jak juz wspomniano, mozna zainstalowa¢ na wlasnym komputerze ze strony
[www kufel.torun.pl]. Program ten w wersji 1.6.5 wchodzi w sktad bezptatne-
go oprogramowania (Open Source).

Przed dokonaniem estymacji danego modelu trendu stopnia » musimy do-
da¢ zmienne czasowe: ,,time”, ,time2”, ,,time3” do bazy danych, ktéra w na-
szym przykladzie obejmuje 20 obserwacji (5 lat x 4 kwartaty) zmiennej obja-
$nianej ¥ w okresach ¢. Zmienne niezalezne definiujemy jako:

time2=time"2,

time3=time"3.

Whpierw inicjujemy baze¢ danych sktadajaca si¢ z 20 obserwacji (2001.1—
2005.4), stosujac funkcje¢ (Plik/Nowy zbior danych), wprowadzajac zmienna
niezalezna Y nazwang ,,Nocleg”. Nastgpnie dodajemy zmienna czasowa (Do-
dawanie zmiennych/time-zmienna czasowa t) (1-20). W kolejnosci definiuje-
my zmienne ,,time2” oraz ,,time3”, wprowadzajac powyzsze formuly. Rezulta-
tem jest baza danych dla poszczegolnych kwartatow Q1-04; wydruk uzyska-
ny z programu GRETL prezentuje tabela 1.14.2:
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Wydruk bazy danych z programu GRETL

Tabela 1.14.2

obs Nocleg time time2 time3
2001Q1 133 1 1 1
2001Q2 238 2 4 8
2001Q3 262 3 9 27
2001Q4 159 4 16 64
2002Q1 137 5 25 125
2002Q2 257 6 36 216
2002Q3 267 7 49 343
2002Q4 170 8 64 512
2003Q1 134 9 81 729
2003Q2 258 10 100 1 000
2003Q3 273 11 121 1331
2003Q4 177 12 144 1728
2004Q1 150 13 169 2197
2004Q2 302 14 196 2 744
2004Q3 333 15 225 3375
2004Q4 224 16 256 4 096
2005Q1 188 17 289 4913
2005Q2 336 18 324 5832
2005Q3 393 19 361 6 859
2005Q4 265 20 400 8 000

obs — identyfikator kolejnej obserwacji w kwartale roku,
Nocleg — liczba turystow korzystajacych z noclegow,

time — zmienna czasowa kwartatow lat 2001-2005,
time2 — kwadrat zmiennej czasowej fime,
time3 — sze$cian zmiennej czasowej fime.

Z 16 d to: Opracowanie wlasne na podstawie opisu kolumn bazy danych w GRETL.

Teraz dokonujemy estymacji kolejnych trzech modeli trendu:

— liniowego:

— kwadratowego:

Y=a,+at,

A

Y=a,+at+a,t

2
’
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— wielomianu trzeciego stopnia:

A

2 3
Y=a,+at+a,t” +at.

Zastosujemy funkcje GRETL-a (Model/Klasyczna metoda najmniejszych

kwadratow...), traktujac kolejno jako zmienne objasniajace:

t = time,
T time2,
t3 = time3.

I tak dla zmiennej objasnianej Y oraz zmiennej czasowej ¢ uzyskamy sta-

tystyke, ktorej fragment opisuja modele.

Model 1

Estymacja KMNK z wykorzystaniem 20 obserwacji 2001.1-2005.4.
Zmienna zalezna: Nocleg

Zmienna Wspblezynnik Blad standardowy Statystyka ¢
const 165,221 30,9422 5,3397
time 6,43609 2,583 2,4917

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej =232.8,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 75,1872,
Suma kwadratéw reszt =79862,7,
Btad standardowy reszt S, = 66,6094,
Wspblczynnik determinacji (R*) = 0,256463,

Skorygowany wspdtczynnik determinacji (R*) =0,215155,
Ilo$¢ stopni swobody (iss) = 18.

Y =165,221+6,43609¢.

Model ten mozemy zapisac jako ikong sesji GRETL-a. Wykazuje on bar-
dzo niskie dopasowanie do danych empirycznych R’ = 0,256463.

A teraz kolejne dwa modele (trendu kwadratowego oraz wielomianu trze-
ciego stopnia) réwniez dla 20 obserwacji zmiennej zaleznej Nocleg.

Model 2
Zmienna Wspodtczynnik Blad standardowy Statystyka ¢
const 198,844 49,9128 3,9838
time -2,73377 10,9467 -0,2497
time2 0,43666 0,506334 0,8624

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej =232.8,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 75,1872,
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Suma kwadratow reszt=765153,

Blad standardowy reszt = 67,0887,

Wspotezynnik determinacii (R?) = 0,287628,
Skorygowany wspdlczynnik determinacji (R*) = 0,20382,
Io$¢ stopni swobody (iss) = 17.

Y =198,844 —2,73377¢ +0,43666t°.

Model 3

Zmienna Wspotczynnik Blad standardowy Statystyka ¢
const 180,809 75,2872 2,4016
time 6,46852 30,2928 0,2135
time2 -0,632584 3,30941 -0,1911
time3 0,0339442 0,103755 0,3272

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej =232.8,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 75,1872,
Suma kwadratow reszt = 76006,8,

Blad standardowy reszt = 68,9233,

Wspotezynnik determinaciji = (R*) =0,292362,
Skorygowany wspdtezynnik determinacji (R”) = 0,15968,
Ilo$¢ stopni swobody (iss) = 16.

Y =180,809 + 6,46852¢ — 0,632584¢> +0,0339442¢> .

Do poréwnywania modeli wykorzystamy wariancje resztowa S,” dla par
modeli na podstawie proby oraz zastosujemy test F'** ktory jest analogiczny
dowzoru (1.1.21):

a) model trendu liniowego (/) 1 kwadratowego (k):

_(52) 66,6094
P(S%) 67,0887

=0,9858.

Przyjmijmy hipotezy dotyczace wariancji resztowej populacji:
H0=521=52k, H =6 >0

Gdy a = 0,05 oraz r; = 18, r, = 17, to wartos¢ krytyczna odczytana z tabli-
cy rozktadu F wynosi F, = 2,26. Jezeli F,y < F,, czyli brak istotnego spadku
wariancji resztowej, nie mozemy odrzuci¢ hipotezy zerowe;.

14 Ibidem, rozdz. 6.1.
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Okreslenie wartosci krytycznej F,, umozliwia rowniez funkcja GRETL-a
(Narzedzia/Tablice statystyczne):

F(18, 17):

prawostrone prawdopodobienstwo = 0,05,

prawdopodobienstwo dopelnienia = 0,95,

krytyczna warto$¢ = 2,25667 ~ 2,26;

b) model trendu kwadratowego (k) 1 wielomianu trzeciego stopnia (s):

_(S2) 67,0887
P(S2) 68,9233

=0,9475.

Gdy o= 0,05, r; = 17, r, = 16, warto$¢ krytyczna F, = 2,30, rdwniez wy-
stepuje ta sama sytuacja.

Sprobujmy oceni€ istotno$¢ zestawu parametréw strukturalnych poszcze-
golnych modeli, bazujac na n = 20 obserwacjach, liczbie zmiennych objasnia-
jacych m oraz wspotczynniku determinaciji (R%). Skorzystajmy ze statystyki
analogicznej do wzoru (1.1.6), okreslonej w publikacji J. Dziechciarza'*:

F _n—m—l_ R?
Mmoo 1-RY

Wartosci F, oraz warto$ci krytyczne F, wedlug tablicy rozktadu F (o =
=0,05, r1 =m, r» = n- m -1) dla poszczegdlnych modeli trendu wynosza:

— liniowego: m = 1, R* = 0,256463, F,; =621, F, =441, zatem F 5 > F,,

— kwadratowego: m = 2, R*= 0,287628, Fop = 3,43, F, = 3,59, zatem
Fopi < F,

— wielomianu trzeciego stopnia: m = 3, R*=0,292362, to Fp = 2,20, F,, =
=324, Fo < Fy.

Poniewaz ocena parametréw wielomianu trzeciego stopnia jest nieistotna
statystycznie, przyjmujemy trend kwadratowy, czyli stopien wielomianu
zmiennej czasowej » = 2. Informacje o potrzebie takiego wyboru podaje row-
niez program GRETL w wys$wietlonej pelnej statystyce opisowej modelu
trzeciego (pozostawia to si¢ do sprawdzenia Czytelnikowi).

Warto nadmieni¢, ze poszczegolne modele mozemy zapisaé w formie
ikony, ,,przeciagna¢ myszka” do ikony zbiorczej sesji (Tabela model), a na-
stepnie wyswietli¢ prezentacje wszystkich modeli, ktérych moze by¢ maksy-
malnie dwanascie.

145 J. Dziechciarz (red.), Ekonometria. Metody..., op.cit.
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1.14.2. Model Kleina ze zmiennymi sezonowymi

Nasz wielosktadnikowy model procesu ekonomicznego ma juz okreslony
stopien wielomianu zmiennej czasowej. W modelu wystepuje jednak tez czton
S; obejmujacy zmienne Q; czterech kwartaldow roku. Do estymacji modeli
z trendem kwadratowym 1 zmiennymi sezonowymi umieszczamy dodatkowo
w bazie danych zmienne o warto$ci zero lub jeden w zalezno$ci od odniesienia
do okreslonego kwartatu. Przyjmijmy, Ze nasz wstepny (z oszacowanymi pa-
rametrami) model jest bez ostatniej zmiennej sezonowej dla kwartalu czwarte-
g0, a parametr (tzw. amplitudg) ostatniej zmiennej okreslamy z podanego wa-
runku, ze suma parametréw (amplitud) rowna si¢ zero:

m—1

m
2 A ~ ~ ~ ~
Y =a,+at+a,t +Zd0kat +e',, Zdok =0, dy, =—(d, +dy,+d,,).
i=1

k=1

Do zbudowania modelu trendu kwadratowego z periodycznymi sktadni-
kami sezonowymi w kwartatach roku zastosujmy model Kleina'*, korzysta-
jac z rachunku macierzowego 1 wyrazenia na wektor parametrow.

a=(T"T)" T'y.

1 1 1 1 0 0 133 ]
1 2 4 0 1 0 238
1 3 9 0 0 1 262
a 1 4 16 -1 -1 -1 159
. o N
Zﬂi 1 6 36 0 1 0 257
dy, 1 7 49 0 0 1 267
1 8 64 -1 -1 -1 170
1 20 400 -1 -1 -1 265 |

Kolumny macierzy T dotycza w kolejnosci zmiennych:
ty— przy parametrze a, tozsamosciowo rowne;j 1,

“R.Czyzewski, M.Hundert, R.K106ska, Wybrane zagadnienia z progno-
zowania..., op.cit., rozdz. 1.21.
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t (time) — w bazie danych programu GRETL,

1% (time2),

O, — I kwartalu, przyjmujacej, w zaleznosci od obserwacji w kwartatach roku, wartosci
1Iub O,

0, — I kwartatu,

Q; — Il kwartatu,

T’ — macierz transponowana (zamiana kolumn wierszami),

y — wektor zmiennej objasniane;.

Zastosowanie programu GRETL

Do oszacowania modelu trendu 1 sezonowos$ci musimy wprowadzi¢ do
bazy GRETL-a dodatkowo zmienne Q;, O, (Os. Skorzystamy wstegpnie
z funkcji (Dodawanie zmiennych/Periodyczne zmienne (—I). Program definiu-
je zmienne sezonowe 1 generuje je automatycznie jako dgl, dg2, dg3, dg4 dla
danych kwartalnych, przy czym np. warto$¢ dgl dla kwartalu pierwszego wy-
nosi jeden, a dla pozostatych zero.

Aby wprowadzi¢ do macierzy T metodg Kleina, wykonujemy korekty co
czwartej zmiennej z (1) na (-1), stosujac funkcj¢ (Dane/Edycja wartosci).
Przeprowadzamy estymacje¢ parametréw modelu trendowo-sezonowego, sto-
sujac klasyczna metode najmniejszych kwadratow dla zmiennych:

— objasnianej Y (Nocleg),

— zmiennych objasniajacych z macierzy T (const, time, time2, dgl, dg2,
dg3).

Fragment statystyki opisowej modelu z procesu estymacji KMNK dla 20
obserwacji 2001.1-2005.4 podaje model 1 wedlug metody Kleina, uzyskany
z programu GRETL:

Model 1
Zmienna Wspotczynnik Blad standardowy Statystyka ¢

const 208,783 8,644 24,1535
time -4,6083 1,88721 -2,4419

time2 0,504562 0,0871991 5,7863
dql -75,9233 4,52516 -16,7780
dq2 48,8983 4,47889 10,9175
dq3 70,3108 4,47889 15,6983

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej =232,8,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 75,1872,
Suma kwadratow reszt = 1866,74,
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Blad standardowy reszt = 11,5472,

Wspbtczynnik determinacji (R%)= 0,98262,

Skorygowany wspdlczynnik determinacji (R*) = 0,976413,
Statystyka F' (5, 14) = 158,308,

Statystyka testu Durbina-Watsona = 1,79609,

Autokorelacja reszt rzedu pierwszego = 0,0735706,
Kryterium informacyjne Akaike'a = 159,482.

Na uwagg zastuguje bardzo dobre dopasowanie nastgpujacego modelu do
danych rzeczywistych (R* = 0,98262);
ft = 208,783 — 4,6083¢ + 0,504562¢* — 75,9233Q, + 48,89830, +70,31080;.

Obliczmy jeszcze brakujacy parametr dla okresu czwartego:

6;104 =—(—75,9233 + 48,8983 + 70,3108) = —43,2858.

Tak wigc do prognozowania wszystkich kwartalbw mozemy stosowac
model:

f, =208,783-4,6083¢+0,504562¢* —75,92330, +48,89830, +
+70,31080, —43,28580,.

Realizacja w Excelu

Migdzyprogramowa konwersja bazy danych z GRETL-a do Excela jest nastg-
pujaca:

Gretl: (Dane/Zaznacz wszystko/Pokaz wartosci); (Prezentacja danych/Kopiwy),
Excel: (Edycja/Wklej); usuwamy time3, zamieniamy dgl, dg2, dg3 na zmienne
01, O», O 1dopisujemy Q4 dla kwartatu 4,

obliczenie wartosci teoretycznych Noclegt dla zmiennej zaleznej (objasnianej)
wedtug podanego modelu Y, , w ktérym nie wystepuje time3.
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Tabelatl.14.3

Baza danych w Excelu po imporcie z bazy GRETL-a
oraz estymacja funkcjq REGLINP

Rok kw. Nocleg time time2 Q; Q, Q3 Q4 Noclegt [Noclegtr
20011 133 1 1 1 0 0 0 128,8 128,8
20012 238 2 4 0 1 0 0 250,5 250,5
20013 262 3 9 0 0 1 0 269,8 269,8
20014 159 4 16 0 0 0 1 155,2 155,1
20021 137 5 25 1 0 0 0 122,4 1224
20022 257 6 36 0 1 0 0 248,2 248,2
20023 267 7 49 0 0 1 0 271,6 271,6
20024 170 8 64 0 0 0 1 161,0 160,9
20031 134 9 81 1 0 0 0 132,3 132,3
20032 258 10 100 0 1 0 0 262,1 2621
20033 273 1 121 0 0 1 0 289,5 289,5
20034 177 12 144 0 0 0 1 182,9 182,9
20041 150 13 169 1 0 0 0 158,2 158,2
20042 302 14 196 0 1 0 0 292,1 292,1
20043 333 15 225 0 0 1 0 323,5 323,5
20044 224 16 256 0 0 0 1 221,0 220,9
20051 188 17 289 1 0 0 0 200,3 200,3
20052 336 18 324 0 1 0 0 338,2 338,2
20053 393 19 361 0 0 1 0 373,7 373,7
20054 265 20 400 0 0 0 1 275,2 275,2

-32 81,5966 | 60,1841 | -64,6375| 0,5046 | -4,6083 | 197,497
ag as a, a, a, a, a,

Z 16 dto: Opracowanie wtasne w Excelu.

Do estymacji parametrow modelu trendowo-sezonowego zastosowano al-
ternatywnie funkcjg arkusza kalkulacyjnego Excel o przykladowe;j sktadni:

=REGLINP(C3:C22;D3:122;PRAWDA;PRAWDA)

gdzie:

C3:C22 — obszar zmiennej zaleznej Y, czyli Nocleg,

D3:122 — obszar kolumn zmiennych objasniajacych (time, time2, Oy, O,, O3, O4).

Efekt oszacowania parametréw modelu podano w mate;j tabelce na zakon-
czenie tabeli 1.14.3 oraz obliczono wartosci teoretyczne zmiennej ¥ w kolum-
nie Noclegtr.

Warto zauwazy¢, ze wedtug REGLINP parametr stalej ay oraz parametry
przy zmiennych sezonowych réznig si¢ od obliczenia wedlug modelu Kleina,
lecz wyniki mozna przyjac za identyczne.

Excel umozliwia réwniez sporzadzenie wykresu zmiennej objasnianej YV
(Nocleg) oraz Noclegt. Na wykresie 1.14.1 zaznaczono réwniez trend kwadra-
towy, ktorego dopasowanie wzgledem zmiennej Nocleg jest niskie. Wspot-
czynnik determinacji wynosi bowiem: R* = 0,2876. Przedstawiony graficznie
model jest zblizony do wieloréwnaniowego modelu Holta-Wintersa z sezo-
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nowoscia addytywna, ktory, przypomnijmy sobie z podrozdziatu 1.13.1, sto-
sowany jest do okre$lenia prognozy F na przyszly okres n+m'*’. W modelu
tym amplituda wahan zjawiska w czasie jest stala.

F. =(S+bm)+1

n—L+m?>

Sn = a()ln - [n—L) + (1 - a)(Sn—l + bn—l)’

bn = ﬁ(Sn _Sn—l)—l_(l_ﬂ)bn_]a
L=y, =S)+ A=, 4,

gdzie:

S, — wyréwnana wyktadniczo warto$¢ zmiennej ¥, po usunigciu sezonowosci,

b, — wyréwnana wykladniczo warto$¢ trendu na koniec okresu #,

m — horyzont prognozy,

n — liczba obserwacji,

1,1 —wyrownany wyktadniczo indeks sezonowosci w okresie n-L+1,

L — dhugos¢ rocznego cyklu sezonowosci,

Y, — wartos¢ rzeczywista zmiennej w okresie 7,

o — parametr wyrownywania; f — parametr wyrownywania do oszacowania trendu b,
y — parametr wyrownywania stosowany do obliczania indeksow sezonowosci.

y =‘0,43El7x2 ‘ 2,73‘38)( +‘ 198,L4 A
T A
w A A AT
wd N\ f N AT R

R VARR Y

Wl LY

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

N
o
o

w
a1
o

-
-

T~
S —]

liczba turystow korzystajacych z noclegow

okresy [kwartaly, lat] —O0— Nocleg == Noclegt Wielom. (Nocleg)
Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 1.14.1. Wartosci empiryczne i teoretyczne zmiennej ¥

"7 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2: Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 2.15.
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1.14.3. Przykiad modelu autoregresyjnego

W procesach ekonomicznych trendowo-sezonowo-autoregresyjnych rzad
modelu autoregresyjnego p wyznaczany jest z reszt obliczonych wedlug mo-
delu trendu i sezonowosci'*®, ktory okreslilismy wezesniej jako:

Y =208,783—4,60831 +0,5045621> —75,92330, +48,89830, +
+70,31080, —43,28580, .

Model autoregresyjny procesu stacjonarnego o rzedzie opodznienia p,
w ktoérym warto$¢ biezaca okreslana jest na podstawie wartosci z poprzednich
okresOw, ma postac:

Y=0,+0Y +a,Y ,+..+aY  +e.

Nawiazujac do rozdziatu 1.10 niniejszej pracy, warto przypomniec, ze
procesem stacjonarnym nazywamy taki proces, dla ktorego szereg czasowy
ma statg Srednia 1 wariancje, 1 kowariancja zalezy od rzedu opdznienia a nie od
czasu'® .

Rzad opoznienia mozna okresli¢ funkcja autokorelacji czastkowej, ktora
wyraza zalezno$¢ pomigdzy wspotczynnikiem autokorelacji czastkowej a rze-
dem opdznienia (rozdz. 1.10.1). Warto$¢ wspolczynnika autokorelacji czast-
kowej zawiera si¢ w przedziale <-1:1>.

Przyktadowo, wspolczynnik autokorelacji czastkowej p = 3 bada zalez-
no$¢ migdzy Y; i Y3, gdy pominiemy wptyw zmiennych Y. oraz Y:,. Gdy
funkcja autokorelacji zanika, tj. warto$ci wspotczynnikow autokorelacji maleja
wyktadniczo 1 funkcja ta urywa sig, to rzad autoregresji jest rtowny p.

W GRETL-u, oceniajac skladnik autoregresyjny procesu, skorzysta¢
mozna z opcji (Wykresy/Wykres reszt modelu/Korelogram), przyjmujac rzad
opdznienia 4 w menu okna wynikow statystyki opisowej dla opisanego mode-
lu trendowo-sezonowego. Maksymalna liczba op6Znienia pma.x nie powinna
przekracza¢ 15-20% diugosci szeregu.

Dla ilo$ci obserwacji n = 20:

Pmax = [(0,15 - 20); (0,20 - 20)] = 3; 4.

Podana jest tu funkcja autokorelacji (ACF) oraz autokorelacji czastkowe;j
(PACF) procesu resztowego. Fragment uzyskanych wynikéw z GRETRL-a,

8T K ufel, Ekonometria. Rozwiqzywanie..., op.cit., rozdz. 6.3.
9 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 2; Ekonome-
tria..., op.cit., rozdz. 3.3.
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zawiera tab. 1.14.4, przy czym nie wystgpuje tu wyrazna tendencja wyktadni-
cza zanikania oraz, w koncu, urywania si¢ (przyjmowanie wartosci bliskich
zeru) autokorelacji czastkowej PACF. Zaobserwowanie tego wymaga znacz-
nie wigkszej liczby obserwacji zmiennej zaleznej.

Tabela 1.144

Wartosci funkcji autokorelacji i funkcji autokorelacji
czaqstkowej dla rzedu opoznien ,,p”

p ACF PACF
1 0,0695 0,0695
2 -0,2720 -0,2782
3 -0,2226 -0,1950
4 0,0199 -0,0338

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w GRETL.

Wspotezynnik korelacji czastkowej okreslonego rzedu op6znienia p przy
poziomie istotnosci a = 0,05 poréwnujemy z wartoscia krytyczna, dla n = 20
obserwacii, ktéra obliczana jest wedtug wzoru'’:

PACF, =u, /\Jn =1,96/~/20 = 0,438.

Zadna z wartoéci opoznien 1, 2, 3, 4 nie spelnia warunku |PACF| >
PACF, 1 niska jest rowniez warto$§¢ wspotczynnika autokorelacji. Wszystkie
warto$ci oszacowanych wspotczynnikéw autokorelaciji czastkowej co do war-
tosci bezwzglednej sa mniejsze od wartosci granicznej PACF,,.

W celu skrocenia rozwazan 1 dalszej prezentacji przyktadu wielosktadni-
kowego modelu procesu ekonomicznego niestacjonarnego typu trendowo-
-sezonowo-autoregresyjnego przyjmijmy, ze wystepuje autokorelacja rzedu
pierwszego:

Y=0,+aY  +¢,.

W tej sytuacji model bedzie miat postaé:

i}z =a, +at +a,t’ +a;0, + a,0, + a0y + a0, +a ¥, ;.

W uzupehieniu bazy danych o zmienna Y, skorzystamy z funkcji (Do-
dawanie zmiennych/Definiowanie nowej zmienney):

Noclego = Nocleg (-1).

0T K u fel, Ekonometria. Rozwiqzywanie..., op.cit., rozdz. 6.3.
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Uzyskalismy wektor zmiennej objasnianej przesunigty o jeden kwartat.
Pozwolilo to na dokonanie estymacji programem GRETL jednoczesnie trzech
cztonow klasyczna metoda najmniejszych kwadratow dla obserwacji 2-20
(2001.2-2005.4) dla zmiennej zaleznej Nocleg i uzyskanie modelu 1.

Model 1
Zmienna Wspodtczynnik Btad standardowy Statystyka ¢
const 185,171 66,7923 2,7723
time -3,33253 3,17657 -1,0491
time2 0,426265 0,201907 2,1112
dql 73,2031 13,382 -5,4703
dq2 56,3966 23,5836 2,3913
dq3 66,2029 15,2764 4,3337
Noclego 0,0922543 0,301296 0,3062

Srednia arytmetyczna zmiennej zaleznej = 238,053,
Odchylenie standardowe zmiennej zaleznej = 73,3806,

Suma kwadratow reszt=1817,96,

Blad standardowy reszt = 12,3084,

Wspotezynnik determinacii (R?) = 0,981244,

Skorygowany wspdtezynnik determinacji (R*) = 0,971865,
Statystyka F' (6, 12) = 104,63,

[lo$¢ stopni swobody iss =n—k=20—-(m+1)=20-7=13.

Ze wzgledu na nieznaczne pogorszenie si¢ wspotczynnika determinacji po

wprowadzeniu czlonu z autoregresja pierwszego rzedu sprawdzmy istotnos$¢
tego parametru przy pomocy testu z-Studenta dla a = 0,05 1 iss= 13:

1] > 7, =2,1604.

Warunku tego nie spelniaja parametry zmiennych time oraz wyraznie
Noclego, wigc zrezygnujmy ze zmiennej Noclego 1 wstgpny model pozostaje
w postaci wezesniej juz zdefiniowanej, a wige trendowo-sezonowe;.

> 2
Y =a,+at+at” +a,0 +a,0, +a,0,+a0,.

W niniejszym rozdziale zaprezentowano jedno z podejs¢ do formutowania
modelu trendowo-sezonowo-autoregresyjnego niestacjonarnego procesu eko-
nomicznego. Zar6wno bowiem struktura modeli, jak 1 etapy ich uzyskania
moga by¢ réznorodne. Wystepuje jednak znaczna pracochtonnos¢ ich budowy
1 weryfikacji. Z tego wzgledu juz w trakcie studiowania ekonometrii, jak
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1w praktyce gospodarczej powinniSmy intensywnie korzysta¢ ze wspomaga-
nia komputerowego, w tym z obszernych mozliwosci, jakie daje bezptatnie
dostepny w internecie program GRETL. Probke tych mozliwosci w formie
instrukcji korzystania z oprogramowania podano w niniejszej pracy.

Autorzy maja nadziejg, ze bedzie to kluczem do dalszego przesledzenia
przydatnos$ci tego programu w celu poznania kolejnych metod 1 testow.
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Czeéé 2

Elementy badan operacyjnych

30x, + 20x, = 18000

200
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2.1. Zastosowanie programu WinQSB
oraz rozszerzenia Excel-Solver

2.1.1. O pakiecie WinQSB w zakresie badan operacyjnych

Pakiet WinQSB sktada si¢ z nastepujacych modutow:

— zagregowane planowanie,

— alokacja $rodkow,

— zarzadzanie zapasami,

— planowanie pracy,

— procesy Markowa,

— gospodarka materiatowa,

— karty kontrolne,

— teoria kolejek,

— symulacja systemu kolejek,

— programowanie celowe,

— programowanie kwadratowe,
a takze modutéw bedacych obiektami naszego szczegdlnego zainteresowania
W niniejszej czgsci opracowania, mianowicie:

— analizy decyzji,

— programowania dynamicznego,

— prognozowania i regresji liniowe;j,

—modeli sieciowych,

— programowania nieliniowego,

—PERT CPM,

— programowania liniowego 1 calkowitoliczbowego.

Korzystanie z menu tego pakietu zostanie zademonstrowane na przykta-
dzie modutu (Linear and Integer Programming) programowanie liniowe
i catkowitoliczbowe. Podstawowe menu gtéwne tego modutu obejmuje rozwi-
jalne opcje:

—plik (File):

nowy problem,
otwarcie istniejacego problemu,
zapisanie problemu,
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wydrukowanie,
wyjscie;
— edycja (Edit):
wycigcie,
kopiowanie,
wklejanie;
— format:
format zapisu liczbowego,
czcionka,
wyréwnanie do lewe;j,
wysrodkowanie,
wyrownanie do prawej,
wysoko$¢ wiersza,
szeroko$¢ kolumny;
— rozwigzanie 1 analiza (Solve and Analize):
rozwiazanie,
rozwiazanie wedtug kolejnosci tablic simpleksowych,
metoda graficzna;
—wyniki (Results):
rozwiazanie sumaryczne (Solution Summary),
podsumowanie ograniczen (Contraint Summary),
raport kombinowany (Combined Report) stanowiacy zestawienie
dwoch powyzszych zestawien.

Przyktad

Zaktad stolarski produkuje drzwi X i okna X, drewniane, w sztukach. Do produkcji
zuzywa si¢ drewno w mb okreslonej szerokosci desek oraz lakier w litrach. Normy jed-
nostkowe tych materialdbw oraz ograniczenia zasob6w podano w tab. 2.1.1:

Tabela 2.1.1
Normy jednostkowe materialow oraz ograniczenia zasobow
X X, Znak (kierunek) Zasob (limit)
5 3 < 200
2 1 < 50

Z 1 6 d 1o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Zaktad dazy do maksymalizacji zysku z produkcji. Zysk jednostkowy ze sprzedazy
drzwi wynosi 150 zt, a ze sprzedazy okna 100 zt. Funkcja celu dazy do maksimum:
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FC =150 X, + 100 X; — maksimum

X, —ilo$¢ produkowanych drzwi,
X; —ilo§¢ produkowanych okien.
Ze wzgledow magazynowych X; < 30, X, <40.

Zastosujemy modut programowania liniowego i catkowitoliczbowego (LP-ILP) —
zwany dalej LP — na okre§lenie produkcji zaktadu stolarskiego przy warunkach brzego-
WyChZ X1 > O, Xz >0.

Po wywotaniu modutu pojawia si¢ okno dialogowe, do ktorego wpisujemy lub de-
finiujemy opcje:

Tytut problemu (Problem Title) — maksymalizacja zyskow,

[lo$¢ zmiennych (Number of Variables) — 2,

[lo$¢ ograniczen (Number of Contraints) — 4,

Kryterium (Objective Criterium) — maksymalizacja (Maximization),

Format danych wejsciowych (Data Entry Format) — arkusz (Spreadsheet Matrix

Form),

Typ zmiennej (Default Variable Type) — (catkowitoliczbowe) Integer.

Naciskamy OK i otrzymujemy tab. 2.1.2, do ktorej nastgpnie wpisujemy dane.

Tabela 2.1.2
Definiowanie zadania decyzyjnego
LP MatrixFormat | Maksymalizacja zysku 2 4
Variable —> X1 X2 Direction| RHS
Maximize 150 100
Cc1 5 3 <= 200
Cc2 2 1 <= 50
C3 1 0 <= 30
C4 0 1 <= 40
LowerBound 0 0
UpperBound M M
VariableType Integer Integer

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wilasne.

gdzie:
Direction — znak (kierunek); wedlug zapisu w module LP programu WinQSB,
RHS — zasob (limit).

Po wywotaniu z menu funkcji (Solve and Analyze) rozwiaz i analizuj otrzymujemy
rozwigzanie optymalne funkcji celu przy danych ograniczeniach i warunkach brzego-
wych.
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Tabela 2.1.3

Rozwiqzanie sumaryczne maksymalizacji zysku

08-31-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
17:10:00 Variable Value Profit C(j) Contribution

1 X1 5 150 750

2 X2 40 100 4000

Objective Function Max = 4750

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne.
Rozwiazanie sumaryczne podaje X; = 5 oraz X; = 40, a funkcja celu:

FC=1505+100-40=4750 zl.

2.1.2. Rozszerzenie arkusza kalkulacyjnego Excel (Solver)

Wedhug instrukcji podanej w menu (Pomoc Excela) instalowanie dodatku
Solver przebiega nastepujaco:

a) W menu (Narzedzia) klikamy na polecenie (Dodatki). Jezeli dodatek
Solver nie zostat umieszczony w oknie dialogowym (Dodatki), klikamy przy-
cisk (Przegladaj) 1 szukamy stacji dyskoéw 1 folderu, gdzie znajduje si¢ plik
dodatku Solver o nazwie (solver.xla). Przewaznie jest to folder (Libra-
ry/Solver). Po odnalezieniu pliku naciskamy klawisz Enter i nastepuje zainsta-
lowanie dodatku Solver. Mozemy go p6zniej wywola¢ z otwartego skoroszytu
arkusza kalkulacyjnego. Gdy nie odnajdujemy pliku, uruchamiamy program
instalacyjny Excel.

b) W oknie dialogowym (Dodatki) zaznaczamy pole wyboru (Solver).
Dodatki, ktorych pola wyboru zaznaczono w oknie dialogowym, sa aktywne
do czasu ich usunigcia.

Solver wykorzystuje zalezno§¢ migedzy komodrkami arkusza kalkulacyjne-
g0. Mozna poszukiwa¢ maksymalnej lub minimalnej warto$ci jednej komorki
przez zmiang wartosci innej lub innych. Przyklad podany w tab. 2.1.4 bazuje
na opisie funkcjonalnosci Solvera zawartym w (Pomocy Excel) oraz modelu
marketingowym. Model ten pokazuje wzrost sprzedazy w zaleznosci od na-
ktadow na reklamg. Umozliwia sprawdzenie, czy np. budzet na reklamg nie
jest za maty, jak go podzieli¢, zwlaszcza jesli wystepuje czynnik sezonowosci
na okreslony produkt w kwartatach roku.

W tabeli 2.1.4 danymi wejsciowymi sa: wydatki shuzbowe, naktady na re-
klame, sezonowos$¢, cena produktu, koszt produktu, model prognozy sprzeda-
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zy, wedhug ktdrego szacuje si¢ poziom sprzedanych jednostek w przysztych
kwartatach roku.

Manewrujac danymi wejsciowymi (ograniczeniami) poszukujemy do-
godnej dla biznesu wartosci funkcji celu, w przykladzie zysku ze sprzedazy
produktu.

Tabela 2.14
Dane wejsciowe, obliczenia posrednie oraz wynikowe
A B [ D E F G
Kwartat roku: 1 2 3 4 Razem:
Sezonowosd 0,8 1,2 0,9 1,1
Przyktady dia
kolumny E:

Sprzedane jednostk| 2156 | 4852 2729 | 4077 | 13815 | =3S'ES(EM+
2000)%0,5

Przychdd ze sprzedazy [2f]] 53 912 121303 68 233 101928 | 345376 |=E5*$B$18
Koszt zakupu [2f]] 32 347 72782 40 940 61157 | 207225 |=E5*$B$19
Marza brutto [zt]] 21 565 48 521 27293 40771 138 150 | =E6-E7

Wydatki stuzbowe [zf]] 3 000 4000 3000 3600 13 600
Reklama [zt]] 3932 11 346 5507 9215 | 30000

Koszt ogéinozaktadowy [zt]] 5 391 12130 6823 10 193 34538 |=0,1"E6
Koszt catkowity [z]] 12 323 27 477 15 331 23007 78138 | =SUMA(E10:E12)

Zysk z produktow [f]] 9 242 21044 11963 17 764 60013 | =E8-E13
Rentownos¢ sprzedazyl]  17% 17% 18% 17% 17% =E15/E6

Cena produktu 25 zt|l4—— B18
Koszt produktu 15z B19

Z 1 6 d to: Opracowanie whasne na przykladzie modelu marketingowego w Excel-Solver.

¢) Wyszukiwanie wartosci maksymalizujacej inng warto$¢

Poszukujemy maksymalnego zysku, zmieniajac wydatki na reklame.
W menu (Narzedzia) klikamy polecenie Solver. W polu (Komorka celu) wpi-
sujemy B15 lub zaznaczamy w arkuszu komorkg B15 (zysk w pierwszym
kwartale). Wybieramy opcje (Maks). W polu (Komorki zmieniane) wpisujemy
BI11. Klikamy przycisk (Rozwigz). Na pasku stanu pojawi si¢ komunikat
0 rozpoczeciu rozwiazywania, pozniej, ze Solver znalazt rozwiazanie wielko-
$ci naktadow na reklame w pierwszym kwartale. Nast¢pnie przywracamy war-
to$¢ wyjsciowa w komorce B11 (Reklama — kwartat 1).

Jesli chcemy przywréci¢ wszystkie poczatkowe ustawienia, klikamy
przycisk (Przywro¢ wszystko).
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d) Wyszukiwanie warto$ci przez zmiang kilku wartosci

Mozna znalez¢ budzet na reklame w kazdym kwartale, tak aby uzyskac
najwigksze zyski w catym roku. Tak wigc Solver moze shuzy¢ do okreslenia
najlepszego sposobu podziatu naktadéw na kwartaty.

W tym celu w menu (Narzedzia) klikamy polecenie Solver. W polu (Ko-
morka celu) wpisujemy F15 (Zysk z produktow w zt). Wybieramy opcj¢ mak-
symalizacji, a jako komorki zmieniane wpisujemy B11:E11. Klikamy przycisk
(Rozwiqz). W ten sposob mozna rozwiazac problem nieliniowy, gdyz w wier-
szu piatym wystepuje potggowanie w wyrazeniu na ,,Sprzedane jednostki”.

W rzeczywistosci w problemach modelowania wystepuja czynniki ogranicza-
jace do pewnych wartosci. Dotyczy to zardéwno komoérki docelowej, jak 1 komoérek
zmienianych, dowolnych warto$ci powiazanych formutami (wyrazeniami).

e) Dodawanie ograniczen

Jesli nie ma pewnosci, ze odpowiedz rynku na reklame bedzie odpowied-
nia przy danym modelu marketingowym, wprowadza si¢ ograniczenie (wigzy)
poziomu wydatkéw na reklame, zamiast, jak w przykladowym modelu, swo-
bodne inwestowanie. W menu (Narzedzia) klikamy polecenie (Solver), a na-
stepnie naciskamy przycisk (Dodaj). W oknie (Dodaj warunek ograniczajqcy)
wpisyjemy F11 <= 30 000, przy czym F11 — catkowite naklady na reklame
(tab. 2.1.4). Naciskamy przycisk (Rozwigz).

f) Zmiana ograniczen

W menu (Narzedzia) klikamy polecenie (Solver), nastgpnie polecenie
(Zmien ograniczenie) na $F$11<=35 000, a nastgpnie przyciski (Rozwiqz).
Solver znajduje optymalne rozwiazanie w komorce F13 — catkowity zysk (tab.
2.1.5). Dzigki Solverowi mozemy eksperymentowac i poprawia¢ poprzedni
wynik finansowy firmy.

370



Tabela 2.1.5

Znalezienie optymalnego rozwiqzania po zmianie ograniczenia

A B C D E F G 1
Kwartat roku: 1 2 3 4 Razem: 2
Sezonowos¢, 0,8 1.2 0,9 1.1 Przyktady dla 3
kolumny E: 4
Sprzedane jednostki| 2294 5161 2903 4 337 14 696 +:23050*(i?\;(_§11 5
Przychod ze sprzedazy [zi] 57 350 129 037 72 583 108 427 367 396 =E5*$B$18 6
Koszt zakupu [zt] | 34 410 77 422 43 550 65 056 220 437 =E5*$B$19 7
Marza brutto [f]] 22 940 51615 29 033 43 371 146 958 =E6-E7 8
Wydatki stuzbowe [z{]] 3 000 4000 3000 3600 13 600 190
Reklama [zi] 4712 13 102 6 495 10 690 35 000 1"
Koszt ogélnozaktadowy [zt]] 5735 12 904 7258 10 843 36 740 =0,1"E6 12
Koszt catkowity [zf]] 13 447 30 006 16 753 25133 85 340 =SUMA(E10:E12)] 13
14
Zysk z produktow [z{] 9493 21609 12 280 18 238 61619 =E8-E13 15
Rentowno$¢ sprzedazy 17% 17% 17% 17% 17% =E15/E6 16
Cena produktu 25zt 4— B18
Koszt produktu 15 zt B19

Z 1 6 d to: Kolejna wersja rozwiazania na podstawie tab. 2.1.4.

g) Zapisywanie modelu problemu

Jesli klikniemy polecenie (Zapisz) w menu plik, ostatnie dokonania
w oknie dialogowym (Solver — Parametry) zostana przytaczone do arkusza i
zachowane przy jego zapisywaniu. Mozna zdefiniowa¢ wigcej niz jeden mo-
del (problem) w arkuszu, zapisujac problemy oddzielnie za pomoca przycisku
(Zapisz scenariusz). Wywolanie scenariusza nastgpuje poprzez (Narzedzia
Scenariusze...). Pojawia si¢ okno dialogowe (Menedzer scenariuszy). Wskazu-
jemy interesujacy nas scenariusz i pojawiaja si¢ komorki 1 zmienne wprowa-
dzone do danego modelu.
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2.2. Analiza proceséw decyzyjnych

2.2.1. Drzewo celow

Korzystajac z teorii grafow, przedstawiamy struktur¢ problemu metoda
drzewa celow. W drzewie celow wyrdzniamy:

X —wezel pierwszego poziomu (cel gtéwny),

Uy — tuki (wiaza cel gtoéwny z celami czastkowymi),

Y; — wezel/element drugiego poziomu (cele czastkowe),

Y’;— wezelelement kolejnego poziomu.

Drzewa celéw dzielimy na:

a) decyzyjne drzewa celow,

b) robocze drzewa celow.

Decyzyjne drzewa celow skladaja si¢ z celow czastkowych alternatyw-
nych, z wyjatkiem elementéw bedacych koncami grafu. Robocze drzewo ce-
l6w zawiera tylko elementy, ktdre wymagaja rozwiazania pozycji bezposred-
nio je poprzedzajacych. Niniejszy rozdzial opracowano na podstawie procedur
i wzoréw zawartych w publikacji M. Lipiec-Zajchowskiej''.

Procedura postgpowania:

1. Okreslenie struktury drzewa celow.

2. Opracowanie systemu oceny elementéw drzewa celow.

3. Podanie wskaznikow oceny.

4. Analiza wynikow obliczen.

Przyktad procedury:

1) Opracowanie struktury drzewa celow do problemu ,,Uruchomienie w Europie
Wschodniej produkcji skrzyn biegéw do samochodow firmy J ™.

Etap ten powinien zawiera¢: opis, zatwierdzone warunki zgodne z przyj¢tymi zasa-
dami w firmie macierzystej J, zdefiniowanie celéw czastkowych i elementarnych za-
rowno ze strony ilo$ciowej, jak i jakosciowej, okreslenie terminow realizacji poszcze-
gblnych celow. Elementy drzewa celow tego samego poziomu to grupa elementow,
natomiast elementy drzewa celow z rd6znych poziomow tworza gataz drzewa celow.

Niech celem gtéwnym, czyli problemem kompleksowym X, bgdzie uruchomienie
w Europie Wschodniej produkcji skrzyn biegdw do samochodow firmy J.

Cele posrednie, obejmujace problemy czastkowe:

51 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 3: Badania
operacyjne..., op.cit., rozdz. 1.
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Y, — wybdr i zatwierdzenie lokalizacji fabryki,
Y, — wybor technologii oraz wybudowanie, wyposazenie i uruchomienie wstgp-
ne produkcji.
Zadania elementarne (Z, i Z, zwiazane z Y|, natomiast Z3, Z,, Zs dotycza 1>):
Z, — analizy i prace koncepcyjne,
Z,—uzgodnienie z wladzami lokalnymi,
Z; — wykonanie dokumentacji budowlane;j,
Z,— realizacja budowy 1 wyposazenia,
Zs — testowanie technologii produkcji czgsci i montazu.

W naszym drzewie celow wyrozniamy galgzie, np. wedlug wykresu 2.2.1 Z;-Y;-X]
oraz grupy na tym samym poziomie, takie jak X, Y, Z. Opracowanie wielowariantowego
drzewa celow powstaje w wyniku modelowania konceptualnego, np. w wyniku ,,burzy
mozgoéw” w gronie specjalistow. Nastgpnie po analizie dokonany jest wybor wlasciwego
wariantu. Etapem kolejnym jest rozpisanie problemu kompleksowego na problemy
czastkowe i elementarne. Pozostaje jeszcze solidne przedyskutowanie i zatwierdzenie
struktury drzewa celow.

2) Ocena elementow drzewa celow

Do oceny znaczenia kryteriéw oraz oceny zadan elementarnych Z;-Zs (zob. wykres
2.2.1) przyjmijmy trzy kryteria: ki, k», k3, ktorym przypiszmy wagi w skali dziesigcio-
punktowej. Oceng t¢ w punktach przeprowadzi grupa specjalistow.

Tabela 2.2.1
Ocena punktowa kryteriow ,,k” oraz zadan ,,Z;”
Znaczenie punktowe
Kryteria kryterium 7 Zs > 7 Z4 Zs >
Ok
ki 8 6 4 10 6 3 8 17
2} 6 4 7 11 7 2 6 15
ks 6 5 4 9 9 4 8 21

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Sprowadzmy oceny punktowe kryteriow do wartosci wzglednych:

qk:m 2

ZQI'

i=1

2g=1

gdzie:

0O,— ocena punktowa znaczenia kryterium dla danego zadania elementarnego i,
i=1,2,.,m.

Ocena normatywna elementu zadan drzewa celow w tym przyktadzie: i=1, 2, 3... /
przy k-tym kryterium:
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Jj=1

gdzie:
k=1,..m
YZz,=1,

j=L2,..,n

Ocena normatywna elementow Z; i Z, zwiazanych z elementem Y.
Tabela 2.2.2

2

Ocena normatywna elementow ,,2,” i ,,Z,

Kryteria Gk Z) 7> >
k 0,4 0,6 0,4 1,0
ks 0,3 0,36 0,64 1,0
ks 0,3 0,56 0,44 1,0
7 0,516 0,484 1,0

r,— wskaznik wzglednej waznosci /-tego elementu w realizacji ele-
mentu nadrzednego, czyli ¥; okre§lony ze wzoru:

r/ :iqi ,Z:_
i=1

Dla elementéw jednego poziomu : Xr;=1, [=1,2, .., n.
716 d t o: Opracowanie wlasne; obliczenia pomocnicze.
Ocena normatywna elementow Z3, Z4 1 Zs zwiazanych z elementem Y.

Tabela 223

2

Ocena normatywna elementow ,, 23", ,, 24", ,,Zs

Kryteria qr 73 Zy Zs >
ki 0,4 0,35 0,18 0,47 1,0
ke 0,3 0,47 0,13 0,40 1,0
ks 0,3 0,43 0,19 0,38 1,0
7 0,41 0,17 0,42 1,0

Z 1 6 d t o: Opracowanie wlasne; obliczenia pomocnicze.

Ocena normatywna elementow Y, Y, zwiazanych z celem gtownym X| (wcze$niej-
sza ocena punktowa ekspertow).

Tabela 224
Ocena punktowa elementow ,,Y,”, ,, Y,” wedtug kryteriow
Kryteria Znaczenie punktowe kryterium Oy Y Y, >
ky 8 7 5 12
ky 6 6 8 14
ks 6 5 7 12

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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Tabela 225

Ocena normatywna elementow ,,Y,”, ,, Y,” wedtug kryteriow

Kryteria qr Y Y, >
k 04 0,583 0,417 1,0
ke 0,3 0,429 0,571 1,0
ks 0,3 0,417 0,583 1,0
7 0,487 0,513 1,0

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; obliczenia pomocnicze.

3) Ogdlny wskaznik wzglednej waznosci /-tego elementu z uwagi na realizacjg celu

glownego.

gdzie:

YR=1,
o.— indeksy elementow tworzacych wspolna gataz, np. (Y1-X)):

Przyktadowo:

R, ZHQ:’; o7 v =0,516-0,487-1=0,251.

R =1IIr,

R, =]1r=r, r, =0.487-1=0,487.

a=y

a=z

Dla pozostatych analogicznie.

X1 Symbol
elementu
1,0 1,0 rj R;
Y, Y2
0,487 | 0,487 0,513 0,513
Z, Z, Z, Z, Zs
0,516 | 0,251 0,484 | 0,236 0,41 | 0,21 0,17 | 0,087 0,42 | 0,215

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 2.2.1. Wyniki obliczen drzewa celow

4) Analiza wynikow
Jezeli ogdlny wskaznik wzglednej waznosci jest wysoki (R, > 1,2 Ry), to elementy
majg istotny wptyw na osiagnigcie celu gldownego. Natomiast jesli warto$¢ jest przecigt-
na (1,2 - Ry > R;> 0,6 - Ry), to w planie realizacji elementy powinny by¢ uwzglgdnione
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na ogodlnych zasadach. Jesli warto$¢ R, jest niska (R, < 0,6 - Ry), to nie musza one wyste-
powaé w planie realizacji danego przedsigwzigcia'*”.
W najnizszym poziomie (w naszym trzecim przyktadzie) R, jako $rednia warto$¢
ogoblnego wskaznika wzglgdnej wazno$ci wynosi:
Ry=1(0,251+0,236 + 0,21 + 0,0087 + 0,215)/5 = 0,1998.

Zatem dla elementu Zj: RZ4 =0,6-0,1998 =0,1188. Poniewaz RZ4 =0,087<0,1188,
to moze by¢ wyeliminowane z planu realizacji przedsigwzigcia.

2.2.2. Drzewo decyzyjne jako narzedzie do podejmowania
decyzji w warunkach niepewnosci

Drzewo decyzyjne jest obrazem etapow oceny i wyboru w procesie roz-
wiazywania problemu decyzyjnego'>’. Komputerowy pakiet WinQSB jest
interakcyjnym systemem wspomagajacym podejmowanie decyzji i zawiera
modut (Decision Analysis — DA) narzgdzia analizy decyzji.

Przyktad

Na poczatku biezacego roku wystapita korzystna koniunktura na rynku budowla-
nym. Szef firmy dekarskiej wykonujacej pokrycia dachowe wobec licznych zamowien
rozwaza podjgcie decyzji:

— czy powigkszy¢ znacznie swoja ekip¢ budowlana i zrealizowaé zamowienia jesz-
cze w tym roku?

— czy poczekaé z realizacja do roku nastgpnego?

Ksiggowy oszacowatl warianty.

Tabela 2.2.6
Warianty
Zatrudnienie Koniunktura Zysk/strata [zt]
Powigkszy¢ (p) dobra d 120 000
zalamanie” rynku z -40 000
Utrzymac (u) dobra d 85000
zalamanie” rynku z 60 000

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Prawdopodobienstwo recesji z wynosi 0,25, koniunktury » 0,75. Decyzja poczatko-
wa o powigkszeniu lub utrzymaniu stanu ekipy dekarskiej nalezy do decydenta, pozosta-
fe zalezne sa od losu zwanego tu ,,stanem natury”.

152 Ibidem, s. 11.
153 Ibidem, rozdz. 1.2.
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Wykorzystajmy do rozwiazania tego problemu modut pakietu WinQSB (Decision
Analysis). Proponujemy wybra¢ z tego modutu opcje (Decision Tree Analysis) analiza
drzewa decyzyjnego. Na poczatku nadamy nazwe problemowi: ,,Zatrudnienie w firmie”
oraz okreslimy liczbg wszystkich weztow (Number of Nodes/Events) — 7. Liczba weztow
problemu decyzyjnego wynika z tabeli 2.2.6, a graficznie z wykresu 2.2.2. Definicj¢
problemu w formie tekstowej z pliku modutu (DA) przedstawiono w tab. 2.2.7.

Tabela 2.2.7
Definicja sieci zaleznosci miedzy siedmioma weztami
DA Zatrudnienie w firmie DT
Node/Event Node Name or Node Type Immed!ate Node Payoff Probability
Number Description (enter D or | Following (+ profit, cost) (if available)
P C) Node profit,
1 Event1 D 2,3
2 Event2 C 4,5
3 Event3 C 6,7
4 Event4 C 120 000 0.75
5 Event5 C -40 000 0.25
6 Event6 C 85 000 0.75
7 Event7 C 60 000 0.25

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie whasne; modut (DA) programu WinQSB; prawdopodobienstwo
zapisane z kropka dziesigtna.

gdzie:

np. eventl —nazwa wezla (wydarzenia) nadana przez modut (DA),

D lub C - typ wezta (decyzyjny, zmieniany przez program),

Immediate Following Node — wgzly nastgpne,
profit, cost — zysk, strata,
probability — prawdopodobienstwo.

Wyniki analizy w formie graficznej przedstawiajace sie¢ zalezno$ci pobrane z mo-
duhu (DA) niniejszego problemu przedstawia wykres 2.2.2:

B Decizion @ Chance

09-01-2007 07:51:53

o mmr
Ev;nﬂ I(:Er:\ll EE?E?EEQD * Eveni®
Egg gﬂngﬂ Event?

Z 16 d to: Opracowanie wlasne modut (DA); kotko gorne wezet 2., dolne wezet 3.

Wykres 2.2.2. Sie¢ zaleznosci problemu decyzyjnego
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Na wykresie modut podaje prawdopodobienstwo w procentach (tab. 2.2.7) oraz zy-
ski/straty. Z tabeli 2.2.8 wynika, Ze najlepsza jest decyzja powigkszenia obsady ekipy dekarskiej

jeszcze w tym roku i wowczas warto$¢ oczekiwanego zysku wyniesie 80 000 zt.

Tabela 2.2.8

Wartosci okreslone na podstawie drzewa decyzyjnego (wykres 2.2.2).

Analiza drzewa decyzyjnego ,, Zatrudnienie w firmie”

9.01.07 Node/Event Type: D, C Expected value [z4] Decision
1 Event1 D 80 000 Event2
2 Event2 C 80 000
3 Event3 C 78 750
4 Event4 C 0
5 Event5 C 0
6 Event6 9 0
7 Event7 C 0
Qverall Expected Value = 80 000

Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (DA).

Sprawdzenie wartos$ci weztow 1,2,3:
120 000 - 0,75 =90 000 zt,

-40 000 - 0,25 =- 10 000 zt,

Suma: 90000 — 10 000 = 80 000 zi.

85000 - 0,75 =63 750 zl,

60 000 - 0,25 =15 000 zt.

Suma: 78 750 zt.

Tak wigc Sciezka od wezta 1. do 2. i nastgpnie sumarycznie dla wezta 4. 1 5. daje
wigkszy zysk. Potwierdza to modut DA, wskazujac na wezet 2. (Event2).

wezly 2-4,
wezly 2-5.

Warto zauwazy¢, ze obliczenie efektu wezla pierwszego jest wyborem sposrod
srednich wazonych efektow oraz prawdopodobienstw dla weztéw drugiego i trzeciego.

2.2.3. Przedstawienie sytuacji decyzyjnej za pomoca
macierzy

Macierz decyzyjna obrazuje sytuacj¢ decyzyjna m.in. ksztaltowania si¢
popytu na rynku na okreslony produkt. Tym produktem moga by¢ iglaki w do-
nicach w supermarkecie ogrodniczym.

Przyktad

Obserwacje przez kolejne 100 dni wykazaty, Zze dni, w ktorych nie sprzedano zad-
nego iglaka, bylo pigé. Natomiast liczbg dni ze sprzedaza w przedziale ,,od do” oraz
oszacowaniem prawdopodobienstwa jako czgstoSci ich wystgpowania podano w tab.
2.29.
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Tabela 2.2.9

Czestosci wystepowania okresow

Popyt (od — do) 0 1-5 6-10 11-15 16-20 21-25
Liczba dni sprzedazy 5 10 15 30 25 15
Prawdopodobienstwo 0,05 0,1 0,15 0,3 0,25 0,15

Zr 6 d to: Opracowanie wtasne; dane umowne.

Przyjmijmy, ze koszt produkcji iglaka wynosi 3 zl, a cena sprzedazy 5 zt. Zatem
zysk wynosi 2 zt. Rotacja dostawy jest tygodniowa (stare niesprzedane iglaki sa zabiera-
ne). Iglaki na sali supermarketu wymagaja podlewania. Dzienny koszt wody i obstugi
wynosi 0,1 zt /sztuke, co zmniejsza zysk w zaleznosci od dni magazynowania. Iglaki
oferowane do sprzedazy uktadane sa na dostawianych stolikach w przej$ciu gtdéwnym.
Mozliwosci magazynowania iglakow wedhug decydenta wynosza: 0, 5, 10, 15, 20 sztuk.

Kierownika supermarketu interesuje, jaki powinien by¢ zapas iglakow, aby przy
okreslonym prawdopodobienstwie straty byly najmniejsze. Sformutujmy macierz decy-
zying!™.

Tabela 2.2.10

Macierz potencjalnych zyskow ze sprzedazy iglakow

Popyt (srednio) 0 3 8 13 18 23 Warto$é oczeki-
Prawdopodobienistwo 0,05 0,1 | 0,15 | 03 | 0,25 | 0,15 wania T,
0 0 0 0 0 0 0 0
5 2 44 | 44 | 44 | 44 | 44 4,08
Zapas [szt.] 10 -4 32 | 152 | 152 | 152 | 152 13,04
15 -6 1,2 | 132 | 252 | 252 | 25,2 19,44
20 -8 0,8 | 11,2 | 232 | 352 | 352 22,24

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Zapas stanowi ograniczenie mozliwo$ci magazynowania w cyklach tygodniowych.
Elementami macierzy sa w naszym przykladzie zyski obliczone jako $rednia wartosé
popytu, przy zatozeniu $rednio czterech dni magazynowania przy rotacji tygodniowe;.

Na przyklad przy zapasie pigciu sztuk i zerowym popycie strata wynosi: 5 - 4 - 0,1
= 2 zk. Przy zapasie tym samym, lecz sredniej sprzedazy trzech sztuk z dwuzlotowym
zyskiem kazda i koszcie magazynowania (podlewania) 0,1 zl/dzien przy czterech dniach
magazynowania zysk wynosi:

3:2-2-4-0,1=4,4 7z

Warto$¢ oczekiwana 7, stanowi sumg iloczynow elementéw macierzy (zyskow)
i prawdopodobienstw. Warto$¢ oczekiwana zysku, przy zapasie np. pigciu sztuk, jest
nastgpujaca:

T,=-2-0,05+44-0,1+44-0,15+44-03+4,4-025+4,4-0,15=4,08 zt.

Z tabeli 2.2.10 wynika, ze sktadowanie 20 sztuk iglakow tygodniowo jest najlepsza
decyzja przy obecnej mozliwosci powierzchni magazynowania.

'3 Tbidem, analogia do tablicy 1.13.
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2.2.4. Reguly decyzyjne, gdy nieznane jest
prawdopodobienstwo

Jesli zalozymy, ze w rozwiazywaniu problemu wystapia tylko nieprzewi-
dywalne sytuacje, mozemy to okresli¢ jako ,,gre z natura”, oparta na regutach
decyzyjnych wedtug kryteriow:

— Walda (reguta maksimum),

— Hurwicza (reguta wspotczynnika ostroznosci),

— Bayesa (regula najwigkszej przecigtnej wygranej),

— Savage (reguta minimalizacji oczekiwanych strat).

Przyktad

Developer zamierza w okresie jesieni i zimy danego roku kontynuowaé budowe
osiedla doméw jednorodzinnych. Zdaje sobie sprawe, ze pomys$lnos$¢ realizacji jego
przedsigwzigcia oraz osiagnigcie zyskow zaleza od niepewnos$ci zwiazanych z pogoda.
Rozwazyl warianty kontynuacji inwestycji oraz ,,stany natury” — sytuacje pogodowe.

Warianty kontynuacji inwestycji:

By — zamykanie etapéw zwiazanych z elewacja, uporzadkowaniem terenu, nasadze-
niami, ogrodzeniem, robotami instalacyjnymi na dachu,

B, — (B; + podjegcie budowy drogi osiedlowej),

B; — (B; + wykonanie fundamentéw pod pi¢¢ kolejnych doméw jednorodzinnych),

B4 — (B; + wybudowanie stanu surowego pigciu domoéw jednorodzinnych),

Bs — (B; + wykonanie trafostacji),

Bg — (B; + odwodnienie terenu).

Sytuacje pogodowe:

P, — w miarg sucha i ciepta pogoda w okresie jesienno-zimowym,

P, — deszczowa jesien i fagodna bez$niezna zima,

P; —sucha i ciepta jesien, lecz $niezna zima,

P, — mokra jesien i mrozna zima.

Specjalista okreslil przewidywane zyski z realizacji przedsigwzigcia w mln zt w za-
leznosci od ,,standéw natury” (sytuacji pogodowej).

Tabela 2.2.11

Przewidywane zyski

Kontynuacja/Stany pogody P, P, P Py Min Max Srednia
B 1 0,5 0,6 0,25 0,25 1 0,588
B, 1,5 0,8 0,7 0,3 0,3 1,5 0,825
B; 1,2 0,6 0,5 0,4 0,4 1,2 0,675
By 3 1,5 1 0,8 0,8 3 1,575
Bs 1,3 0,6 0,4 0,3 0,3 1,3 0,625
Bs 1,1 0,5 0,4 0,2 0,2 L1 0,550

Zr 6 d to: Opracowanie wtasne; dane umowne.
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Okre$lmy cztery kryteria na na podstawie publikacji M. Lipiec-Zajchowskiej'>:

— kryterium Walda — wybieramy z tab. 2.2.11 minimalna warto$¢ zysku (dla kazde-
go wariantu inwestycyjnego); wedhug tego kryterium nalezy wybra¢ wariant B4 kontynu-
acji inwestycji, gdyz ma najwigkszy zysk sposrod minimalnych,

— kryterium Hurwicza — wybor wspotczynnika ostroznosci ryzyka 0 < r < 1 dla wy-
liczenia zysku przecigtnego:

V(i) =r - min a; + (1 —r) max oy,

gdzie:

a; — warto$¢ zysku z kontynuacji przedsigwzigcia wedtug wariantu i przy sytuacji pogo-
dowej (stanie natury) ;.

Przyjmijmy » = 0,8 (nieduze ryzyko, bo warto$¢ r jest wysoka) i obliczmy przecigt-
ny zysk kazdego z wariantow:

V(B))=0,8-025+(1—-0,8)-1=04mn zk,
V(By)=0,8-03+(1-0,8)-1,5=0,54 mln z,
V(B3)=0,8-04 +(1-0,8)-1,2=0,56 mln z,
V(B)=0,8-08+(1—0,8)-3=124mlnz,
V(Bs)=0,8-03+(1-0,8)-1,3=0,5 mln zt,
V(Bg)=0,8-02+(1-0,8)-1,1 =0,38 mln zk.

Zatem powinni$my wybra¢ wariant By, dla ktorego V(B,) = 1,24 min zt.

— kryterium Bayesa — wedlug sredniej arytmetycznej warto$ci zysku, przy zatozeniu
jednakowego prawdopodobienstwa zaistnienia dowolnego sposrod ,,stanéw natury” Py,
P,, P5;, P,. Wyliczone $rednie arytmetyczne wpisano w tab. 2.2.11. Najwyzsza warto$¢
wedlug tego kryterium ma réwniez wariant Bj.

— kryterium Savage — minimum maksymalnych strat okreslonego wariantu.

Rozpatrujemy tab. 2.2.11 i bierzemy pod uwagg maksymalne straty, jakie mozemy
ponies¢ w wyniku przyjgcia wariantu gorszego niz najlepszy z mozliwych danego ,,stanu
natury”, np. dla wariantu (B, — P;)to 1 =3 =2.

Tabela 2.2.12

Straty w stosunku do najlepszego wariantu

Kontynuacja/Stany pogody P, P, P; Py Max
B, -2 -1 -0,4 -0,55 -2
B, -1,5 -0,7 -0,3 -0,5 -1,5
By -1,8 -0,9 -0,5 -0,4 -1,8
By 0 0 0 0 0
Bs -1,7 -0,9 -0,6 -0,5 -1,7
Bs -1,9 -1 -0,6 -0,6 -1,9

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; obliczenia pomocnicze.

155 Ibidem, rozdz. 1.4.
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Po przeanalizowaniu kolumny Max w tab. 2.2.12 stwierdzamy, ze najwigksza strata
wystgpuje dla wariantu B, natomiast najmniejsza dla wariantu B4. W podsumowaniu
wyboru sposrod szedciu wariantow wedhug czterech kryteriow mozliwosci zaistnienia
przyjetych standw natury (P;-P4) otrzymaliSmy propozycjg¢ wariantu B, jako najlepsza
do realizacji.

2.2.5. Bilans przeplywow input — output

Do analizy powiazan techniczno-ekonomicznych, np. pomiedzy gal¢ziami
gospodarki, stosowane sa metody input — output (wejscia — wyjscia). Wyko-
nywany bilans przeptywdéw migdzygateziowych stuzy do tworzenia i podziatu
produktu globalnego. Zamieszczone tu wzory zaczerpnigto z publikacji
M. Lipiec-Zajchowskiej'*°. Bilans jest ukladem réwnan liniowych-bilanso-
wych zapisanych jako:

)(i = Xi1 +)Ci2 + ... +xif + ... +X,'n +yl',

gdzie:

X; — warto$¢ produkcji globalnej gatezi (sektora) 7,

x; — warto$¢ produkcji i-tej galezi, ktora zuzywana jest na cele produkcyjne gatezi j-tej
(zuzycia produkcyjne),

v; —produkt koncowy gatezi i.

Po wprowadzeniu wspotczynnikow technologicznych a = x;/X;, gdzie X;
jest suma produkcji zuzywana przez galezie, uktad rownan mozna zapisac:

Xi=an-Xitapn - X+ . +on, X+ yi

Zalozenie: znane y; oraz o, nieznane X;.

Po przeksztatceniu powstaje uktad rownan zwany uktadem Leontiewa:

I-an) - Xitan - Xo+.. -0, X, =y,
—op X1 t(1—0) Xo+ ... —02, - Xy = 2,

— Onl ‘Xl — 02 'Xz— ..t (1— Otnn) ‘Xn = Vn-

W zapisie macierzowo-wektorowym:

156 Ibidem, rozdz. 1.5.
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1

X=(I-A)y, (2.2.1)

gdzie:

I — macierz jednostkowa,

(I— A" — macierz odwrotna do macierzy (I — A), okreslanej jako macierz strukturalna,

A — macierz wspdlczynnikow technologicznych a; zwana macierza Leontiewa, gdzie:
ij=1,2,.,n,

y — wektor produkcji koncowej o elementach y; (i =1, 2, ..., n),

X — wektor produkgji globalnej o elementach X; (i=1, 2, ..., n).

Analizg przeptywdw migdzygaleziowych prowadzi si¢ w jednostkach fi-
zycznych lub pieni¢znych.

Odpowiednio przeksztatcony ukiad Leontiewa zastosowano do analizy
nakladow inwestycyjnych przy danych przyrostach produkc;ji:

AX =(1-A)" Ay.

Zalozenia:

A =[a] (i=1, 2, ..., n) macierz wspotczynnikéw technologicznych podana przyktadowo
w zt,

AX — wektor kolumnowy przyrostow produkcji,

Ay — wektor kolumnowy przyrostow produktu koncowego.

Wprowadzmy wspotczynnik kapitatochtonnosci  przyrostu produkceji
w galezi i-tej:
m; = J/ AX,',
gdzie:
J—naklady inwestycyjne niezbedne do uzyskania przyrostow produkgji.

Przeptywy mozna bada¢ réwniez migdzy przedsigbiorstwami w ramach
sektora 1 wowczas wektor produkcji koncowej dotyczy produkcji, ktora wy-
chodzi poza sektor. Ponadto tablica przeplywéw migdzyproduktowych moze
stuzy¢ do rozdysponowania produkcji przedsigbiorstwa do odbiorcow.

Przyktad

Cieptownia wytwarza dwa produkty dwoma sposobami.

Produkty:

P, — ciepta woda na potrzeby mieszkancoéw osiedla mieszkaniowego oraz jako me-
dium w instalacji CO w tys. m’,

P, — cieplo grzewcze do centralnego ogrzewania domow na osiedlu mieszkanio-
wym i do ogrzewania wody w tys. dzuli, przy czym 1 kaloria = 4,1868 J (dzula).

W cieplowni pracuja dwa zestawy piecow grzewczych o technologii:

S — spalanie koksu,

S, — spalanie wegla brunatnego.
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Przyjmijmy, ze do wytworzenia okreslonego produktu potrzebny jest drugi produkt,
ale nie on sam. Macierz wspotczynnikow technologicznych (normy) w tys. zt podano
w tab. 2.2.13.

Tabela 2.2.13

Macierz wspolczynnikow technologicznych

S] SZ
Produkt
Py Py P Py
P, 0 0,1 0 0,2
P, 0,2 0 0,4 0

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Réwnania bilansowe produkcji ma dwa sposoby wytwarzania'>’:
0Py’ +0,1- P! +0-P* + 0.2 P>+, = Py,
0,2 Py' +0-Py' +0,4-Py>+0- Py +y =P,

Wiemy, ze:

P'+P’=P, P+ P} =P,
Plzl :Pll,Puz:Plz,lel :le,Pnz:Pzz,
P'+P2-0,1-P'-02 P’ =y,
P+ P02 P~ 04- P =p,

09-P'+0.8-P’=y,
0,8 P,' +0,6- Py =y

Ustalone wielko$ci planowane:
— produkty koficowe (y; =5, y, = 2),
— wskazniki produkcji danego produktu okre§lonym sposobem:

P'=1/4-P, P?=3/4-P, P,'=2/5-P),P,’=3/5P,.
Biorac to pod uwagg, uktad rownan jest nastepujacy:

09-0,25-P+0,8-0,75- P, =5, 0,825 P, =5, P, = 6,06 tys. m’,
0,8-0,40-P,+0,6-0,60-P,=2, 0,68 - P,=2, P, =294 tys. kJ.
Przyktad

Dana jest tablica przeplywdéw migdzygateziowych (migdzy galezia i a j). Oblicz
przyrost produktéw koncowych w gatezi 1. i 2., jezeli przyrost produktu globalnego
wyniesie: AX; = 20; AX, = 30. Okresl ponadto macierze A, I, (I-A), (I-A)" oraz uklad
rownan modelu Leontiewa.

157 Ibidem, rozdz. 1.5.2.
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Tablica przeplywow miedzygaleziowych

Tabela 2.2.14

- Xij
Jli Vi X;
1 2
1 30 60 10 100
2 80 100 20 200

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Procedura:
— macierz wspotczynnikow technologicznych okre$lona wedlug wzoru: a; = x;/X:

0,3 0,6
A= ,
0,4 0,5

1 0
I= ,

0 1,

— macierz strukturalna (odejmowanie odpowiadajacych sobie elementow):
0,7 -0,6
I-A= R
-0,6 0,5

— macierz odwrotna do macierzy strukturalnej: (I — A)" = 1/det (I — A) - (Dl»j)T:
det (I-A)=(0,7-0,5)-[(-0,6 ) - (-0,6)] =0,35-0,36 =-0,01.

— macierz jednostkowa:

Elementy macierzy dopehnien algebraicznych D;; obliczamy wedhug:
(_ 1 )Hj ’ dl]a

przy czym d; otrzymujemy przez pominigcie kolumny j i wiersza i elementu obliczanego
i wstawienie w to miejsce elementu, ktory pozostaje, np. 0,5.
Przed transpozycja:

0,5 0,6] [-50 -607
(I—A)':(l/(—0,0l))[ } :[ } .
0,6 0,7 -60 -70
Po transpozycji macierz nie ulega zmianie:
L [-50 —60
(I-A)"' = .
-60 -70

Mozna tez skorzysta¢ z funkcji Excela do obliczenia macierzy odwrotnej [MA-
CIERZ.ODW(...)]. W migjsce kropek wpisujemy obszar zajety w arkuszu kalkulacyjnym
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przez macierz (I — A), wstawiamy podana funkcj¢ do pierwszej komorki z lewego gor-
nego rogu, po czym naciskamy jednoczesnie trzy klawisze: Shifi+Ctri+Enter (prawy).
Wynik jest zgodny z uzyskanym po transpozycji.

Uktad rownan — model Leontiewa:
(1 =an) X1 +an-X2 =y,
— o1 X1t (1-a12) - X2 = s,
I-A)X=y,
— zastosowane wspotczynniki wedlug macierzy strukturalnej:

_[0,7 —0,6
(I‘A){—Oﬁ 0,5}

0,7-X,-0,6 - X, =10,
-0,6 - X, +0,5- X, =20.
Przyrost produktu koncowego obliczamy wedtug wzoru:

Ay=(I-A)-AX,

0,7 -0,6|]20 2
Ay = . = 5
-0,6 0,5 | |30 3

— wielko$¢ produktu koncowego: y;” =y; + Ay

yr=10+2=12,
v =20 +3=23.
2.2.6. Pytania

1. Wymien elementy drzewa celow.

2. Objasnij na przykladzie sposob obliczania ogdlnego wskaznika wazno-
$ci [-tego elementu.

3. Podaj procedurg korzystania z modutu (DA4) programu WinQSB do
rozwigzywania problemu za pomoca drzewa decyzyjnego.

4. Opisz kryteria Walda, Hurwicza, Bayesa, Savage, ktore sa stosowane,
gdy nieznane jest prawdopodobienstwo wystapienia okreslonej sytuacji.

5. Napisz i objasnij uktad réwnan Leontiewa.

6. Wyjasni elementy zapisu macierzowego do okreslenia przyrostow na-
ktadow inwestycyjnych.
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2.2.7. Zadania

1. Narysyj strukture drzewa problemu kompleksowego — zagospodarowa-
nie dziatki budowlanej po wybudowaniu domu. Wyodrebnij problemy czast-

kowe i elementarne.
2. Podane sa oceny punktowe kryteridow zdarzen elementarnych. Spro-
wadz te oceny do wartosci wzglednych oraz opracuj oceny normatywne.

Tabela 2.2.15

Oceny punktowe zdarzen
Znaczenie
Kryteria| Kryterium Z Z Y Z Z Y
Ok
ki 7 5 4 9 6 5 11
ky 8 6 7 13 7 3 10
k3 6 5 3 8 8 4 12

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

3. Oblicz czasy oczekiwania, znajac popyt tygodniowy (,,od do””) w skle-
pie odziezowym na koszule, oszacowane prawdopodobienstwo sprzedazy
z danego przedziatu, liczbe oraz mozliwosci magazynowania (zapasu). Oblicz
takze zyski ze sprzedazy koszul, przyjmujac ceng jednostkowa okoto 30 zt.

Tabela 2.2.16

Ramka do obliczenia zyskow oraz czasow oczekiwania

Popyt ($rednio) 0 5 10 15 20 T
Prawdopodobienstwo 0,05 | 0,40 | 0,30 | 0,15 | 0,10 ¢
0
5
Zapas [szt.] 10
15
20

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne.

4. Dane sa warianty inwestycyjne i ,,stany natury”” oraz przewidywane zy-
ski z realizacji wariantow oszacowane przez specjaliste. Wybierz wariant,
rozpatrujac wedlug kryteriow Walda, Hurwicza, Bayesa, Savage. Przyjmij
brakujace parametry.
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Warianty inwestycyjne i ,,stany natury”

Tabela 2.2.17

Wariant/Stan natury N, N, N;
W, 2 1 1,5
W, 2 1,8
W 1,5 1 0,5
W, 3 1,5 2
Ws 2,5 1 0,5
Wy 1 0,5 04

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

5. Dana jest tablica przeplywow migdzygateziowych. Okresl:
— macierz wspotczynnikow technologicznych,

—macierz strukturalna,

— macierz odwrotna do macierzy strukturalnej,

—uklad réwnan modelu Leontiewa.

Tabela 2.2.18
Przeplywy miedzygateziowe

Jli e v X
1 2 3
1 15 25 10 10 60
2 30 20 15 15 80
3 20 10 5 5 40
Z 16 dto: Opracowanie wlasne; dane umowne.
gdzie:

»;— produkt koncowy,
Xj — produkt globalny.

6. Dana jest macierz Leontiewa oraz wektor przyrostow produkcji kon-
cowej. Oblicz przyrosty produkcji globalnej, stosujac rachunek macierzowy.

0,6 0,3 0,4 20
I-A)=[0,2 0,7 0,5], (Ay)=|15 |.
0,5 0,11 0,3 30
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7. Na wykresie podano wskazniki wzglednej waznosci i-tego elementu.
Oblicz:

—wskazniki realizacji elementu nadrzednego (o poziom wyzej),

— $rednia warto$¢ ogolnego wskaznika wzglednej waznosci poziomu z e-
lementami Z;.

Y4 Y3
0.4] 0,5]

Z, Z, Z, Z,
0,5] 0,5] 0.4] 0,2]

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Wykres 2.2.3. Wskazniki wzglednej wazno$ci elementow
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2.3. Rozwigzywanie programow liniowych

2.3.1. Idea algorytmu simpleks

Jedna z metod rozwiazywania zadan programowania liniowego jest algo-
rytm simpleks. Badamy kolejne rozwiazania bazowe programu liniowego
w postaci kanonicznej, czyli takiej, w ktorej wszystkie warunki ograniczajace
sa rownosciami. Rozpoczynamy od dowolnego rozwiazania podstawowego,
sprawdzamy, czy jest optymalne, potem znajdujemy nastgpne, lepsze rozwia-
zanie z punktu widzenia funkcji celu dazacej do minimum lub maksimum.
Jesli uznamy, ze aktualnego rozwigzania bazowego nie mozna juz poprawic,
konczymy proces iteracyjny. Przejs¢ mozemy rdéznymi sposobami, np. two-
rzac kolejne tablice simpleksowe na podstawie przeksztatcenia — macierzowe
lub algebraiczne. W niniejszym rozdziale zastosowano wzory zamieszczone
w publikacji K. Kukuty'®.

Posta¢ programu liniowego jest nastgpujaca:

— funkcja celu:

c1 Xy tey xyt . te, x, > max,

— ograniczenia:
an-xitanx2t .o tay - x,<b,

ami X1t am X2t ...t au X, < bma

— warunki brzegowe:
X1, X2y eee s X > 0.

Posta¢ macierzowa tego modelu zadania decyzyjnego:

€X — max,

Ax <b,

x>0,
przy czym macierz wspolczynnikow oraz wektory kolumnowe przedstawiamy
jako:

138 K. Kukuta (red.), Badania operacyjne w przykladach i zadaniach, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2004, rozdz. 1.4.
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Pierwszym krokiem jest zamiana nierownos$ci na rOwnosci w ogranicze-
niach przez wprowadzenie dodatkowych zmiennych; i tak jesli:

<, to do lewych stron dodajemy zmienne swobodne, wchodzace do po-
czatkowego rozwiazania bazowego,

>, to od lewych stron odejmujemy zmienne swobodne 1 dodajemy zmien-
ne sztuczne, w zakresie niezbednym dla macierzy jednostkowej, co przedsta-
wione bedzie na przyktadach.

Do funkgcji celu zmienne swobodne wchodza ze wspdtczynnikami zero,
natomiast zmienne sztuczne ze wspotczynnikami M, przy czym M jest liczba
bardzo duza (M — ). Zmienne swobodne moga znalez¢ si¢ w koncowym
rozwiazaniu zadania programowania liniowego (PL), lecz zmienne sztuczne
nie. Jesli funkcja celu jest maksymalizowana, to zmienne sztuczne wystepuja
ze wspOlczynnikami -M, a gdy minimalizowana, to +M.

Pierwsza tablicg w postaci macierzowej mozna zapisac jak tab. 2.3.1:

Tabela 23.1
1 tablica w postaci macierzowej — tablica bazowa
c 25 10 0 0 0 N
Rozwigzanie
Co Zmienne b,
bazowe x X1 X2 Xs Xa Xs
0 X3 1 3 1 0 0 500
X4 1,5 1 0 1 0 600
0 X5 2 0 0 0 1 700
Zj 0 0 0 0 0 0
kj=cj-z; 25 10 0 0 0
Z 16 dto: Opracowanie wlasne.
1 3 500 ¥ 100
A=|15 1|, b=[600]|, F[ﬂ, ¢=[2510 0 0 0], I={0 1 O]
2 0 700 ’ 001
gdzie:

A —macierz wspolczynnikéw wystepujacych po lewej stronie warunkéw ograniczajacych,
b — wektor wyrazow wolnych warunkow ograniczajacych,

¢ —wektor wierszowy wspolczynnikow funkcji celu,

x;, — wektor zmiennych bazowych,
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¢, — wektor kolumnowy bazowy wspotczynnikow funkcji celu,
I — macierz jednostkowa o wymiarach m x m,
0 — wektor zer (w wierszu z)).

Liczba kolumn modelu w postaci kanonicznej odpowiada tacznej liczbie
zmiennych:

— decyzyjnych,

— swobodnych,

— sztucznych.

Wspoltczynniki przy zmiennych bazowych tworza macierz jednostkowa.
Wartosci z; poszczegOlnych zmiennych oblicza si¢ jako sumg iloczynow
wspolczynnikow a;, odpowiadajacych poszczegdlnym zmiennym, i wspot-
czynnikéw funkcji celu zmiennych bazowych c;:

m
Zp= Z% “Cpi
i=1

Wiersz (kj = ¢; — zj) — kryterium simpleks — informuje, o ile zmieni sig ak-
tualna w danej iteracji warto$¢ funkcji celu FC, jezeli jednostke tej zmiennej
wprowadzimy do kolejnej bazy. Kryterium to stuzy do sprawdzenia, czy aktu-
alne rozwiazanie jest juz optymalne, i tak:

FC — max, k<0,

FC— min, k; > 0.

W niektoérych publikacjach stosowane jest kryterium:

§&=z—¢

Kazda kolejna tablice simpleksowa mozna przedstawi¢ w postaci zapisu
macierzowego, ktora wyglada w /-tej iteracji nastgpujaco:

Tabela 232
Kolejna tablica simpleksowa
Zmienne c Rozwigzanie b;
bazowe
Cp/ Xp/ B/_1 A B/-1 B/-1 b
z; c,’ B A ¢, B'e,” B'b
kj=c¢ -zj|c; - ch B,'1 A -ch B,

gdzie:
B, — macierz odwrotna do wartosci zmiennych bazowych danej /-tej iteracji,
c;,TB['b — warto$ci funkcji celu.

Z 1 6 dto: Opracowanie na podstawie: K. Kukuta, (red.), Badania operacyjne w przykia-
dach i zadaniach, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004, tabl. 40.
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Zatem elementem podstawowym w przeksztatlceniach macierzowych ko-
lejnych tablic iteracji jest macierz odwrotna B;'. Na przyktadzie tab. 2.3.3
widzimy, ze macierz odwrotna zast¢puje macierz jednostkowa w tablicy ba-
ZOWe].

Tabela 233
Przeksztatcona tablica bazowa

Cj 25 10 0 0 0 Rozwigzanie

b | Zmienne [ N N N N b,
bazowe ! 2 3 4 5

0 X3 3 1 0 -0,5 150
0 X4 1 0 1 -0,75 125
25 X4 1 0 0 0 0,5 350

z; 25 0 0 0 12,5 8750

716 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Sposdb obliczenia elementow tej tablicy przedstawiony zostanie w dalszej
czgscl opracowania. Z tablicy simpleksowej wynika, Zze rozwiazanie nie jest
nadal optymalne, wystepuje bowiem warto$¢ dodatnia (10) w wierszu kryte-
rium przy zatozeniu, Ze:

FC — max.

Wartos¢ 8750 to obliczona funkcja celu wedhug:
FC =Y ¢, b= (0-150)+(0-125)+(25-350) =8750 .

1

2.3.2. Formutowanie zadan decyzyjnych

Problemy, dla ktorych szukamy najlepszego rozwigzania przy pomocy
programowania liniowego, wymagaja najpierw sformutowania zadania decy-
zyjnego, a w ramach niego okreslenia funkcji celu oraz ograniczen. Przed-
stawmy to na przyktadach.

Przyktad 1

Firma betoniarska produkuje duze bloczki betonowe oraz kregi do studzienek Scie-
kowych. Do produkcji wykorzystuje dwa materiaty: zwir i cement (nie liczac wody,
ktora ma bezptatnie z wlasnego stawu). Do wykonania bloczka betonowego potrzebne
jest 10 kg zwiru i 2 kg cementu. Wykonanie krggu wymaga 100 kg zwiru oraz 25 kg
cementu. Aktualnie w magazynie znajduje si¢ 30 t zwiru oraz 5 t cementu. Firma dazy
do maksymalizacji przychodu. Sformutujemy zadanie decyzyjne, przyjmujac ceny:
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—bloczek — 3 zl/szt.,
—kreg — 50 z1.
Zadaniem naszym jest utozenie liniowego zadania decyzyjnego (LZD).

Tabela 234

Normy jednostkowe i zasoby

Wyrob
Bloczek Kreg Zasoby
Materiat
Zwir [kg] 10 100 30 000
Cement [kg] 2 25 5000
Cena [z1] 3 50

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

x; — liczba bloczkow,
X, — liczba kregow.
Funkcja celu oraz ograniczenia:

FC:3-x1+50-x2 > max,
C1:10 - x1 + 100 - x2 <30 000,
C2:2-x1+25-x2 <5000,
x1,x2 >0,

x1, x2 € C (liczby catkowite).

Przyktad 2

Ogrodnik uprawiajacy astry w doniczkach przyjmuje, ze wymagaja one sktadnikow
nawozowych, ktorych dzienne dawki wynosza przynajmniej: azot — 25 g, potas — 15 g,
wapn — 20 g, magnez — | g.

Moze zakupi¢ trzy rodzaje nawozow, ktdrych ceny za 1000 g wynosza odpowied-
nio: Ny — 1 zt, N, — 2 zt, N3 — 1,5 zk. Aby nie przedawkowa¢ azotu, nalezy go stosowac
nie wigcej niz 50 g dziennie na doniczkg. Zawarto$¢ sktadnikéw nawozowych w 1000 g
poszczegdlnych nawozow podaje tab. 2.3.5. Utézmy liniowe zadanie decyzyjne minima-
lizujace koszt uprawy astrow.

Tabela 235
Zawartos¢ sktadnikow nawozowych
Nawoz
N, N, N; Dawki

Sktadniki

S —azot [g] 250 150 100 25

S, — potas [g] 150 200 100 15

S5 — wapn [g] 50 70 150 20

S4 — magnez [g] 1 0 0 50

Cena [z] 1 2 1,5

Zr 6 d to: Opracowanie wtasne; dane umowne.

394



x; — liczba kg nawozu Ny,

X, — liczba kg nawozu N,,

x3 — liczba kg nawozu N;,

x4 — liczba kg nawozu N;.

Funkcja celu oraz ograniczenia:
FC:x1+2 - x+ 1,5 x3— min,
C:250 - x; + 150 - x, + 100 - x5 > 25,
Cz: 150 - X1 +200 - X, + 100 * X3 > 15,
C3: 50'X|+70')C2+ 150')63220,
C4: X1 < 50,

X1, X2, X3 >0.

Przyktad 3

Zaktad stolarski planuje produkowa¢ dwa nowe rodzaje okien drewnianych O, i O,.
Mozliwosci uruchomienia sa limitowane zdolno$ciami produkcyjnymi trzech warszta-
tow; toczenia — T, montazu — M, lakierni — L. Pracochtonnosci jednostkowe w godz./szt.,
zdolnosci produkcyjne warsztatow w miesiacu oraz zyski ze sprzedazy danego rodzaju
okna podaje tab. 2.3.6. Zaktad dazy do maksymalizacji zysku. Sformutujmy ten problem
w postaci zadania decyzyjnego.

Tabela 2.3.6
Pracochionnosci jednostkowe [godz./szt.]
Okno Zdolnosci
O, [szt] 0, [s2t]
Warsztat [godz.]
T 5 4 190
M 8 6 250
L 3 2 150
Zysk [21] 200 250

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

x; — liczba okien O,

X, — liczba okien Os.

Funkcja celu oraz ograniczenia:
FC:200 - x; +250 - x, —» max,
C]I 5 'x1+4'x2S 190,

Cz: 8-x1+6'x2S250,

C3I 3 -x1+2~x2S 150,

X1, X2 20,

X1, % € C.

Przyktad 4

Hodowca drobiu podaje kurcz¢tom niezbgdne witaminy w tygodniowych dawkach:
— witamina D, przynajmniej 100 j. (jednostek),

— witamina A, nie wigcej niz 150 j.,

— antybiotyk, nie wigcej niz 100 j.
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Stosuje mieszanki paszowe, ktorych cena za kg wynosi: M| — 1 zt, M, —1,5 zt, M5 —
2 zt. Zawarto$¢ witamin oraz antybiotyku w poszczegdlnych paszach podaje tab. 2.3.7.
Utozmy zadanie decyzyjne, minimalizujace koszt tygodniowy hodowli drobiu.

Tabela 2.3.7
Zawartos¢ witamin i antybiotyku w paszy
Mieszanka .
Ml M2 M3 Porcje
Sktadnik
Dj] 25 20 30 100
Aljl 10 15 25 150
Antybiotyk [j.] 30 35 20 100
Cena [kg/zt] 1 1,5 2

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

x) — liczba kg mieszanki M|,
x, — liczba kg mieszanki M,,
x3 — liczba kg mieszanki Ms.

FC:x;+1,5 x,+ 2 x;— min,
Ci:25-x1+20-x,+30-x3>100,
Cz: 10'X1+15'X2+25'X3S150,
C3:30-x; +35-x,+20 - x3<100,
X1, X2, X3 = 0.

Przyktad 5

Zaktad blacharski produkuje o$miolitrowe konewki do podlewania wody. Z arkuszy
blachy ocynkowanej wycina elementy poszycia (dno, ptaszcz, lejek, zwegzka, sitko)
trzema sposobami na réznych wycinarkach. Proces technologiczny warunkuje, ze trzeci
sposob cigcia nie moze przekraczaé 60% pierwszego. Liczbg elementéw uzyskanych
z arkusza podaje tab. 2.3.8. Na konewke potrzebny jest komplet elementéw: dwie zwez-
ki i dwa lejki, a sitko, denko i ptaszcz po sztuce. Zaktad dysponuje 100 arkuszami blachy
i zamierza wykona¢ co najmniej 150 konewek po cenach zaleznych od sposobu cigcia
w zl/szt., dazac do maksymalizacji przychodu. Sformutujemy problem jako zadanie PL.

Tabela 2.3.8
Liczba elementow z arkusza
Sposoby
Elementy S [szt.] S, [szt.] S5 [szt.]

D (denko) 10 15 8

P (ptaszcz) 5 7 4

L (lejek) 20 25 25

Z (zwezka) 25 20 20

S (sitko) 30 25 40

Cena [zl/szt.] 30 25 40

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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x; — liczba sposobu cigcia S,
x, — liczba sposobu ciecia S,
x3 — liczba sposobu ciecia S;.

FC:30-x;+25-x,+40 - x3 > max,
C]I)C]+)C2+X3S 100,

Cz: 10'X1+15')C2+8'X32150,
C3:5'X1+7')C2+4‘X32150,
C4I20'X1+25')C2+25‘X32300,
C5:25'x|+20'x2+20'x32300,
Cﬁ: 30'X|+25')C2+25'X32150,
C7: X3SO,6')C1,

xl,xz,x320,

X1, X2, X3 € C.

Przyktad 6

Hodoweca bydta oprocz produkcji podstawowej posiada rowniez trzy tereny upraw-
ne: 20, 10, 25 ha. Uprawia na nich koniczyng, zyto oraz zbiera siano na paszg. Plony
liczone sa w kwintalach z ha:

Tabela 2.3.9
Plony [q/ha]
Uprawa .
Koniczyna Zyto Siano Obszar [ha]
Teren
T, 20 30 50 10
T, 35 40 60 20
T; 25 35 40 25

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Gdyby sprzedat produkty, to uzyskalby ceny: koniczyna — 10 zl/q, zyto — 50 zt/q/,
siano — 10 zl/q. Farmer moze hodowa¢ co najmniej 110 krow dojnych. Kazda krowa
zjada w ciagu roku co najmniej: 7,5 q koniczyny, 2,5 q zyta w formie otrgbéw oraz 10 q
siana, ktore musi skarmi¢ w petni (gdyz nie ma gdzie zby¢) oraz wlasna stomg z wymto-
conego zyta. Uzyskuje 1500 litréw mleka od krowy w ciagu roku, ktore przekazuje mle-
czarni po 1,5 zVlitr. Farmer chce uzyska¢ maksymalny zysk w danym roku. Wyznaczmy
wigc zadanie decyzyjne, ktdre umozliwi rozwiazanie tego problemu.

X;; — obszar uprawy na i-tym terenie j-tego produktu, i=1,2,3, j=1,2,3,

x) — liczba kréw dojnych [szt.].

Zysk stanowi r6znicg miedzy przychodem ze sprzedazy mleka a kosztami wynika-
jacymi z karmienia krow.

xp 1500 - 1,5 —x - ((7,5 - 10) + (2,5 - 50) + (10 - 10)) = 1955 - xy,

FC: 1955 - x; —» max.

Ograniczenie areatu:

Cr:xpy +x1p +x13 <20,

Co: X1 + x20 + X3 10,

C3I X31 T X3+ x335< 25.
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Ograniczenie wykarmienia:

C4: 20)(]1 + 35)C21 + 25)(31 > 7,5x|,
C5: 3OX]2 + 40)C22 + 35X32 > 2,5x1,
Cé: SOX]3 + 60)C23 + 4OX33 = 10)614
Ograniczenie obory:

C7: x < 110.

Ograniczenia brzegowe:
x;20x21x €C.

Przyktad 7

Zaktad ogodlnobudowlany zatrudnia trzech murarzy, ktorym w danym dniu trzeba
wyznaczy¢ roboty do wykonania. Mistrz oszacowat czas pracy w godzinach na wykona-
nie zadan w zaleznosci od do$wiadczenia robotnikow.

Tabela 2.3.10
Pracochlonnos¢ zadan

Murarz
Zadanie M, [godz.] M, [godz.] M; [godz.]
7, 1 2 1,5
Z, 3 4,5 2
Z; 2 2,5 1,5
Zy 4 6 5
Zs 2,5 3 4

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Przyjmijmy zatozenie: kazdy murarz moze wykonywac nie wigcej niz dwa zadania,
a kazde zadanie musi by¢ wykonywane tylko przez jednego pracownika. Ut6zmy linio-
we zadanie decyzyjne, ktorego rozwiazanie minimalizuje faczny czas pracy murarzy.

Zmienne w tym przyktadzie bazuja na liczbach binarnych {0, 1}.
x;— i-ty murarz wykonuje j-te zadanie,
0 — gdy M; nie wykonuje zadania Z;;

1 — gdy M; wykonuje zadanie Z;.

Z opisu wynikaja mozliwosci wykonywania zadan, co przedstawiono w tab. 2.3.11:

Tabela 2.3.11

Mozliwosci wykonywania zadan przez murarzy

Zr 6 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne.
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Murarz
Zadanic M, [godz.] M, [godz.] M; [godz.] Suma

Z 1 0 0 1
Z, 0 1 0 1
Zs 1 0 1 1
Zy 0 1 0 1
Zs 0 0 1 1
< 2 2 2




FC: X11 + 2)C12 + 1,5X13 + 3)C21 + 4,5)C22 + 2)(23 + 2.X31 + 2,5)632 + l,SX33 + 4)C41 + 6X42 +
+ 5)(43 + 2,5)(51 + 3X52 + 4X53 — min.

Ograniczenia poziome:

Cixptxptxsz=l1,

Coixp + x0T x23 =1,

Csixzp txptx=1,

Coixgy + x40 T x43= 1,

Cs: x5+ x5 T xs53 = L.

Ograniczenia pionowe:

Co: X171+ X1+ X31 T X41 T X351 £ 2,

Crxpptxntxntxytx;<2,

Cg: X153+ X3 + X33 + X453 + X533 < 2.

Ograniczenie na liczbach binarnych:

X1y +eey X53 {0, 1}

2.3.3. Zastosowanie modutu (LP) pakietu WinQSB

Stormutowali$my siedem ro6znych przyktadéw na liczbach catkowitych,
rzeczywistych 1 binarnych. Rozwiazania mozemy szybko uzyska¢, postugujac
si¢ modutem programowania liniowego 1 catkowitoliczbowego (LP) pakietu
WinQSB. Poszczegolne prezentacje danego przyktadu obejmuja:

— sformutowanie zadania decyzyjnego w uktadzie arkusza kalkulacyjnego,

— rozwiazanie sumaryczne.

W wersji komputerowej zmienne oznaczono jako X1 X2 ..., natomiast
ograniczenia jako C1, C2...

Ad 1) Dane wedlug tab. 2.3.4. Maksymalizacja przychodu z produkcji
prefabrykatow betonowych (bloczki, kregi).

Tabela 2.3.12

Sformutowanie zadania decyzyjnego produkcji prefabrykatow

LP MatrixFormat | Maksymalizacja przychodu 2 2
Variable --> X1 X2 Direction| RHS
Maximize 3 50
C1 10 100 <= 30 000
C2 2 25 <= 5000
LowerBound 0 0
UpperBound M M
VariableType Integer Integer
gdzie:

[lo$¢ zmiennych (Variable) — 2, ilos¢ ograniczen — 2,

RHS — warto$¢ ograniczenia; Direction (kierunek) — znak nieréwnosci,
Integer — okreslenie catkowitoliczbowos$ci zmiennych,

LowerBound, UpperBound — przedziat zmiennos$ci (warunki brzegowe).

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.
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Tabela 2.3.13

Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego maksymalizacji przychodu

09-06-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
16:36:19|Variable Value Profit C(j) Contribution
11X 1 0 3 0
2|X2 200 50 10 000
Objective Function Max = 10 000

Z 16 dto: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Rozwigzaniem optymalnym jest produkcja tylko kregow betonowych w ilosci
200 szt. Przychod wynosi 10 000 zt.

Ad 2) Dane wedtug tabeli 2.3.5. Minimalizacja kosztu uprawy astrow.

Tabela 2.3.14

Sformutowanie zadania decyzyjnego uprawy astrow

LP MatrixFormat Astry 3 4

Variable --> X1 X2 X3 Direction RHS
Minimize 1 215

C1 250 150 100|>= 25
C2 150 200 100|>= 15
C3 50 70 150|>= 20
C4 1 0 0f<= 50
LowerBound 0 0 0

UpperBound M M M

VariableType Continuous Continuous Continuous

Continuous — dane rzeczywiste, przy czym w tabeli wejSciowe]j zamiast przecinka wstawiamy
kropke dziesigtna.
Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Tabela 2.3.15

Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego minimalizacji kosztu

09-06-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
16:56:48|Variable Value Profit C(j) Contribution
11X1 0,0538 1 0,0538
2|X2 0 0
3|X3 0,1154 1,5 0,1731
Objective Function (Min.) = 0,2269

Z 16 d t o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB, wyniki w kg.

Optymalne rozwiazanie nawozenia doniczki astrow: Ny — 53,8 g, N; — 1154 g.

Koszt nawozenia —
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Ad 3) Dane wedtug tabeli 2.3.6. Maksymalizacja zysku ze sprzedazy okien.

Tabela 2.3.16

Sformutowanie zadania decyzyjnego sprzedazy okien

LP MatrixFormat Okna 2 3
Variable --> X1 X2 Direction RHS
Maximize 200 250

C1 5 4|<= 190
C2 8 6|<= 250
C3 3 2|<= 150
LowerBound 0 0

UpperBound M M

VariableType Integer Integer

Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Tabela 2.3.17

Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego maksymalizacji zysku
ze sprzedazy okien

09-07-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
08:38:11|Variable Value Profit C (j) Contribution
1]X1 0 200 0
2|X2 41 250 10 250
Objective Function (Max.) = 10 250

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.
Program proponuje produkcje tylko okien O, i uzyskanie dzigki temu zysku 10 250 zt.

Ad 4) Dane wedhug tabeli 2.3.7. Minimalizacja kosztu tygodniowego chowu kurczat.

Tabela 2.3.18

Sformutowanie zadania decyzyjnego chowu kurczqt

LP MatrixFormat Kurki 3 3

Variable --> X1 X2 X3 Direction RHS
Minimize 111.5 2

C1 25 20 30|>= 100
C2 10 15 25|<= 150
C3 30 35 20|<= 100
LowerBound 0 0 0

UpperBound M M M

VariableType Continuous Continuous Continuous

Z 16 d to: Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.
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Tabela 2.3.19
Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego minimalizacji
kosztu chowu kurczqt

09-07-2007 Decision Solution  |Unit Cost or Total
08:50:42|Variable Value Profit C(j) Contribution
1|X1 2,5 1 2,5
2|X2 0 1,5 0
3[X3 1,25 2 2,5
Objective Function [(Min.) = 5

Z 16 d t o: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.

Koszt tygodniowy wynosi 5 zt.

Ad 5) Dane wedhug tabeli 2.3.8. Maksymalizacja przychodu z produkcji konewek.

Tabela 2.3.20
Sformutowanie zadania decyzyjnego produkcji konewek

LP MatrixFormat Konewki 3 7

Variable --> X1 X2 X3 Direction RHS
Maximize 30 25 40

C1 1 1 1|<= 100
C2 10 15 8[>= 150
C3 5 7 4]>= 150
C4 20 25 25[>= 300
C5 25 20 20[>= 300
C6 30 25 25(>= 150
C7 -0.6 0 1]|<= 0
LowerBound 0 0 0

UpperBound M M M

VariableType Integer Integer Integer

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.

Tabela 2.3.21
Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego maksymalizacji przychodu
z produkcji konewek

09-07-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
08:59:49|Variable Value Profit C(j) Contribution
11X 1 63 30 1890
2(X2 0 25 0
3|X3 37 40 1480
Objective Function (Max.) = 3370

W tabelach rozwiazania sumarycznego:

Unit Cost or Profit C() — jednostka kosztu lub zysku,

Total Contribution — podsumowanie (ilo$¢ rozwiazania - cena),
Reduced Cost, Basic Status — redukcja kosztu, status bazowy.

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.

Rozwiazanie: 63 rozkroje blachy sposobem S; oraz 37 rozkroi blachy sposobem S;.



Ad 6) Dane wedlug tabeli 2.3.9. Maksymalizacja zysku ze sprzedazy mleka.
Tabela 2.3.22

Sformutowanie zadania decyzyjnego sprzedazy mleka

LP MatrixFormat |[Mleko| 10 7

Variable --> | X 11 X12 [X13]X21[X22 |X23|X31|X32|X33|X1 |Direction|RHS
Maximize 0 ol of O 0 0 0 0 0[ 1955

C1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0f<= 20
c2 0 ol O 1 1 1 0 0 0 0f<= 10
C3 0 o] of O 0 0 1 1 1 0f<= 25
Cc4 20 0| o] 35 0 0] 25 0 0[-7.5 |>= 0
C5 0 30f Of O] 40 0 0] 35 0[-2.5 |>= 0
C6 0 0] 50f O 0| 60 0 0| 40| -10|= 0
c7 0 ol of O 0 0 0 0 1]<= 110
LowerBound 0 of O 0 0 0 0 0 0 0

UpperBound (M M MM M M M M M (M

VariableType |Continuous |C c |C |C C C C C |Integer

C — typ zmiennej (continuous); Integer — catkowitoliczbowe

Z 16 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.

Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego maksymalizacji zysku

Tabela 2.3.23

ze sprzedazy mleka

09-10-2007 Decision |Solution Unit Cost or Total
10:36:22| Variable |Value Profit C (j) Contribution

1 X11 0 0 0

2 X12 0 0 0

3 X13 20 0 0

4 X21 9,5 0 0

5 X22 0 0 0

6 X23 0,5 0 0

7 X 31 17,6 0 0

8 X32 7,4 0 0

9 X33 0 0 0

10 X1 103 1955 201 365
Objective |Function (Max.) = 201 365

Z 16 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), programu WinQSB.

Farmer powinien zebrac:
—siano z 20 ha terenu 77, z 0,5 ha terenu 75,
— koniczyng jako paszg zielona z 9,5 ha terenu 75, z 17,6 ha terenu T,
— zyto z 7,4 ha terenu T3.
Pozwoli to utrzymacé 103 krowy dojne, a ze sprzedazy mleka uzyska¢ 201 365 zt.
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Ad 7) Dane wedlug tabeli 2.3.10. Minimalizacja tacznego czasu pracy murarzy

Tabela 2.3.24

Sformutowanie zadania decyzyjnego czasu pracy murarzy

Variable --> X1 X12 | X13| X21]| X22| Xx23| X31| X 32| X33| X41| X42| X 43| X51]| X52| X53] Direction | RHS
Minimize 1 2 15| 3 |145| 2| 2 |25|15| 4] 6| 5|25| 3| 4
C1 1 1 1JojojofjfojojofojJojofjo]oOo}|oO = 1
C2 o] O oj1]1]11]0f0]J]O0JOJO]JO]JO]JO]O = 1
C3 o] O ojojojoyj1f1]1Jo0jojojojo]o = 1
Cc4 o] 0 ojojojojofojof1j1)]1jo0jo]o = 1
C5 o] 0 oJojJojojojojojojojof|1f|1]1 = 1
C6 1 O oj1jJ]o0joj1fojoj1jJojo|l1j0]o0 <= 2
Cc7 o] 1 ojojJ1jojof1jojoj1j]0joj1]o0 <= 2
Cc8 o] 0 1tjojojt1fojofj1fojoj1fojof1 <= 2
LowerBound o] 0 oJojJojojofjfojojJojo]jojojo]oO
UpperBound 1 1 1Tttt 111p1p1]111111]11]1
VariableType | Binary |Binary| B | B| B | B|B|B|B|B|B|B|B|B|B

B (Binary) — format danych binarny.
Z 16 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.

Tabela 2.3.25
Rozwiqzanie sumaryczne problemu decyzyjnego minimalizacji
tacznego czasu murarzy

09-10-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
10:56:57 Variable Value Profit C(j) Contribution
1 X11 1 1 1
2 X12 0 2 0
3 X13 0 1,5 0
4 X21 0 3 0
5 X22 0 4,5 0
6 X23 1 2 2
7 X31 0 2 0
8 X32 0 2,5 0
9 X33 1 1,5 1,5
10 X41 1 4 4
11 X42 0 6 0
12 X43 0 5 0
13 X51 0 2,5 0
14 X52 1 3 3
15 X53 0 4 0
Objective Function (Min.) = 11,5

Z 16 d t o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Rozdysponowanie pigciu zadan dla murarzy o dobrej wydajnosci pracy:
— M, wykonuje zadania Z, i Z, (1 godz., 4 godz.)
— M, — zadanie Zs (3 godz.),
— M; — zadania Z,, Z; (2 godz., 1,5 godz.)
Laczny czas pracy wynosi 11,5 godz.
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2.3.4. Metoda geometryczna rozwigzywania zadan
programowania liniowego

Jesli zadanie decyzyjne zawiera dwie zmienne Xj, X>, to rozwiazaé je
mozna graficznie w uktadzie wspotrzednych X;—X;. Ograniczenia w postaci
nier6wnosci przyjmujemy jako rownosci. Powstaja w ten sposob izolinie, czyli
funkcje statej wartosci. Rysujemy izolinie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspot-
rzednych, gdyz przyyjmujemy warunek, ze: X;, X> > 0. Do kazdej narysowane;j
linii zaznaczamy obszar rozwigzania dopuszczalnego. Funkcjeg celu tez traktu-
jemy jako izolinig, przyjmujac dla niej dowolna wartos¢. Jesli ta funkcja dazy
do minimum, to wygodnie jest przyja¢ dla niej taka warto$¢, aby bylta nad izo-
liniami ograniczen. Natomiast gdy do maksimum, to ponizej izolinii ograni-
czen. Gdy do tak przygotowanych funkcji przyjmiemy kolejno X; = 0, a na-
stepnie X, = 0, to wyznaczymy punkty przecigcia si¢ z odcigta 1 rzedna uktadu
wspotrzednego. Izolinie wyznaczaja nam wielobok, ktory jest obszarem roz-
wigzan dopuszczalnych. Przesuwajac rownolegle izolini¢ funkcji celu w za-
lezno$ci od kierunku do jakiego dazy (maksimum, minimum), znajdujemy
punkt wieloboku. Jest to rozwiazanie optymalne. Powrd¢my teraz do danych
wedhug tab. 2.3.1 i okreSlmy rozwigzanie optymalne sposobem graficznym:

FC:25-x1 +10 - x, > max,

C]le +3 'XzS 500,

Cz: 1,5 X1t X < 600,

C3I 2 ‘x1 < 700,
X1, X2 > 0.
X, A
1000]°,
900 R
.O
800 (A
700 *, |25 x,+10 x,=10000
600 .'.
N 4
500 N . X 1<=350
400 ~ N T
P ~ 'o.
300 1,5 x, + x, <=600 S °
- .
A
2001 ¢ NS
100 0 o 7 B YJe
T R L T — .
Lad

0 /1 00 200 300 A 400 500 X
X1 +3 x,<=500

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Wykres 2.3.1. Wyznaczenie rozwiazania optymalnego
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Etapy postgpowania:
— wyznaczenie izolinii dla C;:

x1 +3 - x,=1500,
x1=0x,=500/3=166,7,
x=0 x; =500,

— wyznaczenie izolinii dla C;.

1,5 x1 tx2=600, x; =0, x,=600, x, =0, x; =400,

—wyznaczenie izolinii dla C3:
x1 =700/2 =350,

—wyznaczenie izolinii dla FC:
25 - x1+ 10 - x, = 10 000 — przyj¢to punkt (400, 0),
x1 =0 x,=1000, x, =0, x; =10 000/25 = 400.
Czworobok AOCB to obszar (zbior) rozwiazan dopuszczalnych
Rozwigzanie optymalne — punkt B (350, 50) przecigcia izolinii x; + 3 - x»
=500 oraz x; = 350.
Postuzmy sig teraz modutem (LP) pakietu WinQSB w celu sporzadzenia

rozwiazania graficznego. Wpierw jednak musimy sformutowac zadanie decy-
zyjne. Zobaczymy tez rozwigzanie sumaryczne.

Tabela 2.3.26
Sformutowanie zadania decyzyjnego do przyktadu wedlug tab. 2.3.1

w module (LP)
LP MatrixFormat Wyroby 2 3
Variable --> X1 X2 Direction RHS
Maximize 25 10
C1 1 3|<= 500
C2 1.5 1[<= 600
C3 2 0|<= 700
LowerBound 0 0
UpperBound M M
VariableType Integer Integer

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.
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X2

Constraint:

Tabela 2.3.27

Rozwiqzanie sumaryczne przyktadowego problemu decyzyjnego
(wedlug danych tab. 2.3.26)

09-07-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
14:52:23|Variable Value Profit C (j) Contribution
1(X1 350 25 8 750
2|X2 50 10 500
Objective Function (Max.) = 9 250

Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Objective Function:

Feasible Area:

900,00

800,00

700,00

500,00~

400,00

300,00 -

200,00

0.b0

Zrodto:

T T T I
c3

300,00

40\{uu

Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.

OPTIMAL
SOLUTION
0BJ=9 250.00

X1=350.00
X2=50.00

Wykres 2.3.2. Rozwiazanie graficzne przyktadowego zadania decyzyjnego

wedtug danych tabeli 2.3.26

Program zaznacza izolinie skrotami: Cy, C,, Cs, funkcja celu FC = OBJ
wynosi 9250. Rozwiazanie optymalne zaznaczono szara kropka i jest iden-
tyczne (350, 50) jak wykonane w Excelu. Obszar rozwigzan dopuszczalnych
jest tez identyczny, program zaznacza go w kratkg. Upewnilismy si¢ co do
zgodnosci rozwiazania graficznego dwoma sposobami i mamy juz rozwiaza-
nia analityczne zaprezentowane wczesniej na przyktadach.

Zastosujmy teraz modul (LP) pakietu WinQSB do dwdch wezesniejszych
przyktadow (1 i3) o dwoch zmiennych.
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Ad 1. Maksymalizacja przychodu z produkc;ji prefabrykatow betonowych
(bloczki, kregi)

X2 Constraint: —_— Dbiective Function: — Feasible Area:

300,00
. OPTIMAL
o | T T 1T 1T 17 T T T T T T T T 1T T T T T T T T1 AL

0BJ=10 000.0

270,00+ X1=0,00
|- - X2=200.00

240,00 —— —

210,00+

180,00 -

180,00

120,00 -

90,00

60,00 —

30,00

0,00
B00.00 1200,00 1 800,00 2400,00 300000

Zrédto: Opracowanie wiasne, modut (LP).

®1

Wykres 2.3.3. Rozwiazanie graficzne zadania decyzyjnego
produkcji prefabrykatow

Rozwiazanie optymalne (0, 200) jest zgodne z wczes$niejszym oblicze-
niem.

Ad 3. Maksymalizacja zysku ze sprzedazy okien
Rozwiazanie optymalne bezposrednio otrzymane metoda geometryczna
nie uwzglednia definicji formatu danych jako calkowitoliczbowe (Integer).
Stad r6éznica w wynikach.
Tabela 2.3.28
Wyniki rozwiqzania analitycznego i graficznego problemu decyzyjnego sprzedazy okien

Zmienne i funkcja celu | Analitycznie (zob. tab. 2.3.17) | Graficznie (zob. tab. 2.3.4)

X, 0 0
X, 41 41,67
FC 10 250 10 416,67

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne, tabela pomocnicza.
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x2 Constraint: _— Objective Function: — Feasible Area:

7
2 OPTIMAL
g T T 1T 1T 17 17T 1T 1T T T T T T T T T T T T T T1 i

OBJ=10 416,63

5750 X1-0.00
%2-41,67

60,00 —

£2.50—

4500 —

3750

3000 —

2250

15.00 =

oo

o.no 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00

Z 16 d to: Opracowanie whasne, modut (LP). 1
Wykres 2.3.4. Rozwiazanie graficzne zadania decyzyjnego sprzedazy okien

2.3.5. Zastosowanie dodatku Excel-Solver do rozwigzania
zadania decyzyjnego

Przyktad
Maksymalizacja przychodu ze sprzedazy dwoch wyrobéw wykonanych z trzech su-
TOWCOW.

Tabela 2.3.29
Sformutowanie zadania decyzyjnego w arkuszu kalkulacyjnym w zakresie przychodu
ze sprzedazy wyrobow

IS X T RN N RN ]

2 Wi =x Wa=1x

3 E Nazwa surowca Ilos¢ Wykorzystanie 350 50

4 | S 500 500 1 3

5 E S5 600 575 1,5 1

6 ! S3 700 700 2 0

7 | Ceny: 25 10

8 1 Maksymalizacja przychodu ze sprzedazy 9250

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w dodatku programowym Excel-Solver.
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Procedura postepowania w definiowaniu komérek arkusza kalkulacyjnego (tab. 2.3.29):

Zadanie decyzyjne Wyrazenia Excela
FC: 25*x,:+10* %, — max | =E7*E3+F7*F3 komorka D8
Cqyxq+ 3 *x, <=500 '
C,:1,5% x4 +x,<=600 =$D$4:$D$6<=$C$4:$C$6 warunki
’ ograniczajgce

C32*x,<=700
X1, X2 >=0 $E$3:$F$3>=0

$ES3:$F$3int catkowita
Poczatkowo: x4, x, =0
Wykorzystanie:
=E3*E4+F3*F4
=E3*E5+F3*F5
=E3*E6+F3*F6

Przed rozwigzaniem ustawienie na komorce D8.

Narzedzia: (Solver/okno dialogowe )

Wypetniamy:

komorka celu — $D$8,

réwna — Maks,

komorki zmieniane — $E$3:$F$3,

warunki ograniczajace; dodaj; $D$4:3D$6<=$C$4:$C$6.

Przycisk: Rozwigz.

Okno dialogowe — Solver znalazt rozwigzanie. Wszystkie ograniczenia i warunki
optymalizaciji sg spetnione.

Dwie mozliwosci zakonczenia:

Przechowaj rozwigzanie.

Przywrd¢ wartosci poczatkowe.

Przechowujemy rozwigzanie.

Whyniki: x4 =350, x, =50 oraz FC = 9250 sg zgodne z otrzymanymi w tabeli 2.3.27

metodg analityczng i wykreslng z zastosowaniem modutu (LP) pakietu WinQSB.

Kopiujac arkusz tego przykladu, lecz zmieniajac parametry wejsciowe, rozwigzemy
kolejne przyktady z uzyciem dodatku Solver.

Przyktad

Maksymalizacja przychodu ze sprzedazy prefabrykatow betonowych (dane wej-

Sciowe wedhug tab. 2.3.4)
Tabela 2.3.30

Sformutowanie zadania decyzyjnego w arkuszu
w zakresie przychodu ze sprzedazy prefabrykatow betonowych

A B C D [ E F
L 1T T T T T T TBloczek - x| Kreg-x, |
3 1 Materiat Zapasy Wykorzystanie 0 200

4 M, 30 000 20 000 10 100

5 , M, 5 000 5 000 2 25

7 Ceny: 3 50

8 : Maksymalizacja przychodu 10 000

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w dodatku programowym Excel-Solver.
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Procedura postepowania w zakresie definiowania komérek arkusza (tab. 2.3.30)

Zadanie decyzyjne Wyrazenia Excela
FC: 3*x4 +50 *x, — max =E7*E3+F7*F3 komoérka D7
C4:10 *x4+ 100 *x, <= 30 000 ) T
Cp 2 *x,+25% x,<= 5000 =$D$4:3D$5<=$C$4:$C$5 | warunki ograniczajace
X4, X2>=0 $E$3:$F$3>=0

$E$3:$F$3int catkowita
Poczatkowo: x 4, X, =0
Wykorzystanie:
=E3*E4+F3*F4 =E3*E5+F3*F5

Przed rozwigzaniem ustawienie na komérce D8.
Narzedzia: (Solver/okno dialogowe )

Wypetniamy:

komoérka celu — $D$8,

réwna — Maks,

komérki zmieniane — $E$3:$F$3,

warunki ograniczajace; dodaj; $D$4:$D$5<=$C$4:$C$5,
Przechowujemy rozwigzanie.

Whyniki: x4 =0, x, =200 oraz FC = 10 000 sag zgodne z otrzymanymi w tab. 2.3.13.

Przyktad

Minimalizacja kosztu nawozenia doniczki astrow (dane wejsciowe wedlug tab.

2.3.5).

Sformufowanie zadania decyzyjnego w arkuszu

w zakresie kosztu nawozZenia astrow

Tabela 2.3.31

;l_ B C D | E F G
2 Is'k;;a,ﬁ&""'_'"' """" _'""NZ-'xT """ Nooxp | Noxg
3 1 Nawoéz Dawki | Wykorzystanie 0,0538 0,0000 0,1154
4 1 S 25 25,0000 250 150 100
5 &+ S, 15 19,6154 150 200 100
6 1 S, 20 20,0000 50 70 150
7 | s, 50 0,0538 1 0 0
8 1 Ceny: 1 2 1,5
9 | Minimalizacja kosztu 0,2269

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w dodatku programowym Excel-Solver.
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Procedura postepowania w zakresie definiowania komérek arkusza (tab. 2.3.31)

Zadanie decyzyjne

Wyrazenia Excela

FC: x1+2*x,+15*x3

—  min

=E8*E3+F8*F3+G8*G3

komarka D9

C4:250* x4+ 150 * x, + 100 * x3 >= 25
C,:150* x4+ 200 * x, + 100 * x5 >=15
C3:50 * X1 + 70 * xp + 150 * x3 >= 20

=$D$4:$D$7<=$C$4.$C$7

warunki ograniczajace

X4, X2, X3>=0

$E$3:$G$3>=0

Poczatkowo: x 4, X5 Xx3=0

Wykorzystanie:
=E4*E3+F4*F3+G4*G3
=E5*E3+F5*F3+G5*G3

=E6*E3+F6*F3+G6*G3
=E7T*E3+F7*F3+G7*G3

Przed rozwigzaniem ustawienie na komérce D9.

Narzedzia: (Solver/okno dialogowe )

Wypetniamy:
komorka celu — $D3$9,

réwna — min,

komarki zmieniane — $E$3:$G$3,
warunki ograniczajace; dodaj; $D$4:$D$7<=$C$4:$C$7.
Przechowujemy rozwigzanie.
Wyniki: x4 =53,8 g, X3 =115,4 goraz FC = 0,23 Zl/szt. s zgodne z otrzymanymi w tab. 2.3.15.

Przyktad

Maksymalizacja zysku przy okreslonych zdolno$ciach produkcyjnych warsztatow

(dane wejsciowe wedtug tab. 2.3.6.

Tabela 2.3.32

Sformutowanie zadania decyzyjnego w arkuszu w zakresie produkcji warsztatow

A B | c D E F
2 Okno Oy - x4 Okno O, - x5
1
1
' Zdolnosci .
3 I Warsztaty produkeyjne Wykorzystanie 0 41
1
4 ] T 190 164 5 4
5 250 246 8 6
6 | L 150 82 3 2
7 Zysk: 200 250
8 ! Maksymalizacja zysku 10 250
1

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w dodatku programowym Excel-Solver.
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Procedura postepowania w zakresie definiowania komorek w arkuszu (zob. tab. 2.3.32):
Zadanie decyzyjne: Wyrazenia Excela:

FC: 200 * x4 +250 * x, — max =E7*E3+F7*F3 komorka D8
Cu5*x4+4*x,<=190
Cy: 8% x;+6%x,<=250 =$D$4:3D$6<=$C$4:$C$6
Cy: 3" x4+2" x,<=150
X1, %o >=0 $E$3:$F$3int catkowita
Poczatkowo: x ¢, x, = 0.

Wykorzystanie:

=E4*E3+F4*F3 =E6*E3+F6*F3

=E5*E3+F5*F3

Przed rozwigzaniem ustawienie na komérce D 8.

Narzedzia: (Solver/okno dialogowe )

Wypetniamy:

komorka celu — $D$8,

rowna — Maks,

komorki zmieniane — $E$3:$F$3,

warunki ograniczajace; dodaj; $D$4:3D$6<=$C$4:$C$6.

Przechowujemy rozwigzanie.

Wyniki: x4 =0, X, =41 oraz FC = 10 250 sg zgodne z otrzymanymi w tab. 2.3.17.

Wykonajmy jeszcze dwa przyktady charakterystyczne ze wzgledu na typ
zastosowanych zmiennych:

—rzeczywiste 1 calkowitoliczbowe w jednym problemie,

— binarne.

Przyktad

Maksymalizacja zysku ze sprzedazy mleka przy korzystaniu z wiasnych plonow

(wedlug danych wejsciowych w tab. 2.3.9 oraz sformutowania zadania decyzyjnego
w przyktadzie 6).

warunki
ograniczajace

Tabela 2.3.33
Arkusz wejsciowy i wyrazenia Excela w zakresie maksymalizacji zysku
ze sprzedazy mleka

Al .G ... 0.l ELRlel o L) Lo L x L lmlnN]
2 X411 X12 | X413 X21 X2 | X23 X31 X3 | X33 X4
3 1 Ograniczenie orzystanie || 0,0 0,0 || 20,0 9,5 0,0 | 05 176 || 74 || 0,0 || 103
4 20 20 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
5 | 10 10 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
6 25 25 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
7 1 0 1 20 0 0 35 0 0 25 0 0 -7,5
8 | 0 0 0 30 0 0 40 0 0 35 0 -2,5
9 0 0 0 0 50 0 0 60 0 0 40 | -10
10 | 110 103,00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
11| Cena: 10 50 10 1,5
12 E Maksymalizacja zysku 201 365 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |1955

Cena dotyczy odpowiednio: koniczyny, zyta, siana, mieka

Wyrazenia w kolumnie ,Wykorzystanie” oraz funkcji celu stanowig sume iloczynéw wartosci w danej
komérce i odpowiadajacej wartosci zmiennej np.:
=E4*$E$3+F4*$F$3+G4*$C$3+HA*$HF3+H4*$I$3+J4*$I$3+K4*SK$3+L4*FLE3+MA*SMF3+N4*$NS3
Warunki ograniczajace:

$D$4:$D$6<=3C34:$C$6 $D$10<=$C$10
$D$7:$D$8>=$C$7:$C$8 SE$3:IN$3>=0
$D$9=$C$9 $N$3int (zmienna catkowitoliczbowa)

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w dodatku programowym Excel-Solver.
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Otrzymane wyniki obliczen sa zgodne z wczes$niejszymi otrzymanymi modutem
(LP) (zob. tab. 2.3.23).

Przyktad
Minimalizacja facznego czasu pracy murarzy (wedtug danych wejsciowych w tab. 2.3.10
12.3.11 i sformutowania zadania decyzyjnego w przyktadzie 7., podrozdziat 2.3.2).

Tabela 2.3.34

Arkusz wejsciowy i wyrazenia Excela w zakresie minimalizacji czasu murarzy

L!_B_ _C_ __D__ _lE__ _F_|_E_|_H_ L _I_|_i_|_K_ ___L_ _M_ 1 _N_ [¢] P Q R S
2 X1 | X12 | X143 | Xo1 | X220 | X23 | X34 X32 | X33 | Xa1 | Xa2 | Xa3 | Xs51 | X52 | X53
3 1 Ogr. | Wyk. 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
4 . C1 T 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 |c2| 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 Cc3| 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
7 pcaf 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
8 .c5] 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
9 |ce| 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
10rc7]| 2 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
11 Vcg| 2 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
12 1 Norma] 10| 20| 15[30]45]20] 20| 25| 15] 40]60]50]25]30] 4,0
13« Min 11,5

Wyrazenia na funkcje celu jak i ,Wykorzystanie” stanowig sume iloczynéw odpowiadajacych sobie
komorek w linii ograniczenia (celu) oraz w wierszu zmiennych.

Warunki ograniczajace:

$D$4:3D$8=$C$4:$C$8,

$D$9:$D$11<=$C$9:$CH11,

$E$3:$S$3=binarny.

Wynik jest zatem identyczny jak w tab. 2.3.25.

Zr 6 d1o: Opracowanie whasne w dodatku programowym Excel-Solver.
Nastgpne trzy przyklady zrealizowane z uzyciem dodatku Solver opieraja
si¢ na propozycjach obliczen zawartych w programie Excel. Po zainstalowaniu

programu, np. Excel 97, dostep do przyktadow wzorcowych jest nastepujacy:
(C:/Program Files/Microsoft office/Office/Examples/Solver/Solverpd xls).

Przyktad
Minimalizacja ryzyka zainwestowania w akcje spotek. Danymi poczatkowymi sa
zainwestowane udziaty w akcjach spotkach.

Tabela 2.3.35
Zainwestowanie udziatow w akcje spotek

a) Definiowanie poczatkowych udziatéw w w akcje:

A B C

Akcje spotek Stopa zwrotu Udziaty
A 4,0% 45,0%

B 7,0% 22,0%

C 5,0% 6,0%

D 2,0% 9,0%

E 6,0% 16,0%

F -1,0% 2,0%
Suma
100,0%
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b) Sformutowanie arkusza, wyrazenia oraz obliczenia wedtug przyktadu wzorcowego:

A B C D E F G | 1]
:p:gjezek Stopa zwrotu| Udziaty St(:(pjdzz\?g’:) v Udziaf stanc?:rzzz\llzn(lzane) Vv\c))//?;kit:vﬁg 2
A 4,0% 41,0% 0,01639 0,16796 12,0% 0,00571 z
B 7,0% 21,7% 0,01517 0,04693 21,0% 0,00229 | 4 |
C 5,0% 18,4% 0,00918 0,03368 13,0% 0,00127 | 5 |
D 2,0% 5,3% 0,00107 0,00285 12,5% 0,00068 | 6 |
E 6,0% 13,7% 0,00820 0,01867 18,0% 0,00011 7
F -1,0% 0,0% 0,00000 0,00000 12,8% 0,00000 T
Suma Suma Suma: 0,01006 T
100% 5,00% Odchylenie standardowe portfela: 10,03%|Ryzyko 10|
c) Macierz wspoétczynnikéw korelacji (dane) (PIERWIASTEK(G9) 11
A B C D E F G [12]
A 1 13|
B 0,03 1 14 ]
c 050 0,32 1 715 |
D 035] 013 0,40 1 16 |
E 0,31 0,22 0,48 0,34 1 17 |
F 0,30 0,20 0,10 -0,16 0,04 1 18 |
19

Inwestor chce zminimalizowaé ryzyko okreslane jako odchylenie standardowe stopy zwrotu porfela.
Minimalna stopa zwrotu portfela — co najmniej 5%.

d) Zastosowane wyrazenia (formuty) Excela:

Komérka Opis

B3:B8 stopy zwrotu (dane)

C3:C8 Udziaty poczatkowe

C10 =SUMA(C3:C8)

D3 =B3*C3

D10 = SUMA(D3:D8), stopa zwrotu portfela [%]

E2 =C3"2

F3:F8 odchylenie standardowe stép zwrotu (dane)

G3 =E3*F3"2+E4*F4"2+E5*F5"2+E6*F6"2+E7*F7"2+E8*F8"2

G4 =2*(C3*C4*F3*F4*B14+C3*C5*F3*F5*B15+C3*C6*F3*F6*B16+C3*C7*F3*F7*B17+C3*C8*F3*F8*B18)
G5 =2*(C4*C5*F4*F5*C15+C4*C6*F4*F6*C16+C4*C7*F4*F7*C17+C4*C8*F4*F8*C18)
G6 =2*(C5*C6*F6*F5*D16+C5*C7*F5*F7*D17+C5*C8*F5*F8*D18)

G7 =2*(C6*C7*F6*F7*E17+C6*C8*F6*F8*E18)

G8 =2*C7*C8*F7*F8*F18

G9 =SUMA(G3:G8)

G10 =PIERWIASTEK(SUMA(G3:G8)), odchylenie standardowe portfela [%]

B11:G18 [Macierz wspdtczynnikéw korelacji — symetryczna (dana)

e) Elementy zadania decyzyjnego:

komorka celu — $G$10,

réwna — Min,

Warunki ograniczajace: $C$3:$C$8>=0; $D$10=5%.
komorki zmieniane — $C$3:$C$8,
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Tabela 2.3.36

Raport wynikow z dodatku Solver programu Excel

Komérka celu (min)

Komorka Nazwa Warto$¢ poczatkowa | Warto$¢ koncowa

$G$10 Odchylenie standardowe portfela: wedtug wyrazen 9,81% 10,03%
Komorki decyzyjne

Komorka Nazwa Warto$¢ poczatkowa | Warto$¢ koncowa
$C$3 A Udzialy 45,0% 41,0%
$C$4 B Udzialy 22,0% 21,7%
$C$5 C Udzialy 6,0% 18,4%
$C$6 D Udzialy 9,0% 5,3%
$C$7 E Udziaty 16,0% 13,7%
$C3$8 F Udziaty 2,0% 0,0%

Microsoft Excel 8.0 Raport wynikow
Arkusz: [S265.xIs]Roboczy
Raport utworzony: 2007-09-10 18:32:16

Z 16 d to: Opracowanie wlasne wedtug danych z tab. 2.3.35.

Solver zaproponowal procenty udzialéw w akcjach spotek i jednocze$nie utrzymat

minimalna stopg zwrotu portfela zainwestowania, tj. 5%. Poczatkowo byla to wartosé
4,76%.

Przyktad

Zaktady samochodowe montujace samochody cigzarowe, pozarnicze, kabiny, pod-
wozia stosuja typowe podzespoty: silniki, skrzynie biegéw, uktad kierowniczy, uktad
hamowania, ogrzewanie, kolta. Wielko$¢ produkcji jest ograniczona zapasami. Firmeg
interesuje produkcja przynoszaca najwigkszy zysk, ktory zalezny jest od promocji
i zmniejsza si¢ wraz z liczba wyprodukowanych pojazdow.

Tabela 2.3.37
Maksymalizacja zysku z produkcji pojazdow

A B C D E F G H | 1
Plan c P K | pc| PP
Nazwa podzespotu| Stan Wykorzystanie
mag. 247 53 300 98 2 3
silnik 600 400] 1 1 0 1 1 | 4 |
skrzynia biegow 400 400 1 1 0 1 1 | 5 |
uktad kierowniczy 700 700] 1 1 1 1 1 | 6 |
uktad hamowania 450 400 1 1 0 1 1 7
ogrzewanie 600 600] 1 1 1 0 0 ||Wskaznik|] 8
kota 3000 2690 7 5 0 7 5 0,9 9
Marzaftys. ] | 3% | 30 | 25 | 15 | 10 | 10|
Zysk [tys. zf] 4983 | 1069 [4240 | 929 | 19 | 11|
Zysk catkowity
[tys. 2] 11 240 | 12 |
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C - samochody ciezarowe,

P — samochody pozarnicze,

K — kabiny,

PC — podwozia do samochodow ciezarowych,

PP — podwozia do sam. pozarniczych.

Wskaznik: malejacy wskaznik zwrotu.

Stan magazynowy — zapas.

Zysk ze sprzedazy produktow [zi]: np. =D10*D3"$1$9

Przez przyjecie w zysku potegi model staje sie nieliniowy i z tego wzgledu zdejmujemy
domysing opcje (Przyjmij model liniowy ).

Cel: maksymalizacja zysku przy ustalonym stanie magazynu i obnizajacym sig wskazniku zwrotu.
Zadanie decyzyjne:

komorka docelowa — D12,

ograniczenia — C4:C9<=B4:B9,

komorki zmienne — D3:H3, D3:H3=int,

int — catkowitoliczbowe — D3:H3>=0

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.

Tabela 2.3.38

Raport wynikow z dodatku Solver programu Excel

Komorka celu (maks)

Komorka Nazwa Warto$¢ poczgtkowa [Wartos¢ koncowa
$D$12 Zysk catkowity [tys. zf] 0 11240
Komorki decyzyjne

Komorka Nazwa Warto$¢ poczagtkowa [WartoS¢ koncowa
$D$3 Wykorzystanie C 0 247
$ES$3 Wykorzystanie P 0 53
$F3$3 Wykorzystanie K 0 300
$G$3 Wykorzystanie PC 0 98
$H$3 Wykorzystanie PP 0 2

Microsoft Excel 8.0 Raport wynikow
Arkusz: [S252.xIs]Roboczy
Raport utworzony: 2007-09-11 14:34:25

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.

W raporcie podana jest propozycja wielkosci produkcji wyrobow oraz okreslony
catkowity zysk w wysokosci 11 240 tys. zk.

Przyktad

Poszukujemy takiej obsady tygodniowej stanowisk, aby zminimalizowaé koszty
ptac przy zapewnieniu wymaganego zatrudnienia na stanowiskach. Pracownik jest za-
trudniony przez pi¢¢ kolejnych dni, a dwa dni odpoczywa. Naszym celem jest zapewnie-
nie odpowiedniej liczby pracownikow najtanszym kosztem. Stawka pracownika wynosi
np. 50 zt/dzien.
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Tabela 2.3.39

Minimalizacja tygodniowego kosztu plac

A B C D| E F G H | J K 1
Dni wolne Obsada N Pn Wt | Sr | Cz Pt So 2
A [|niedziela, poniedziatek 2 0 0 1 1 1 1 1 3
B |poniedziatek, wtorek 5 1 0 0 1 1 1 1 4
C |wtorek, Sroda 3 1 1 0 0 1 1 1 5
D |$roda, czwartek 5 1 1 1 0 0 1 1 6
E |czwartek, piatek 2 1 1 1 1 0 0 1 7
F |piatek, sobota 3 1 1 1 1 1 0 0 8
G [sobota, niedziela 3 0 1 1 1 1 1 0 9
18 16 15 |1 15| 16 18 17 10

Wymagane zatrudnienie ng|
stanowiskach 18 16 15 15 15 17 17 11
Stawka pracownika/dzien| 50 zt 12
Koszt tygodniowy] 5 750 zt 13

Zadanie decyzyjne:

komoérka docelowa — C13,

ograniczenia — C3:C9>=0,

E10:K10>=E11:K11

komorki zmieniane — C3:C9,

C3:C9=int, catkowitoliczbowe.

Liczba pracownikéw kazdego dnia musi by¢ wieksza lub réwna wymaganiom.
Koszt tygodniowy stanowi iloczyn stawki i sumy pracownikéw w tygodniu:
C13=C12*SUMA(E10:K10)

716 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.

Tabelg inicjujemy warto$cia zero w obsadzie oraz wpisaniem stawki i wymaganego
zatrudnienia na stanowiskach.

Tabela 2.3.40

Raport wynikow z dodatku Solver programu Excel
Komoérka celu (min)

Komérka Nazwa Warto$¢ poczatkowa [z1] Warto$¢ koncowa [zi]
$C$13 Koszt tygodniowy 0 5750
Komorki decyzyjne
Komérka Dni/Obsada Warto$¢ poczatkowa Warto$¢ koncowa
$C$3 niedziela, poniedziatek 0 2
$CH4 poniedziatek, wtorek 0 5
$C3$5 wtorek, $roda 0 3
$C$6 $roda, czwartek 0 5
$C$7 czwartek, pigtek 0 2
$C$8 pigtek, sobota 0 3
$C$9 sobota, niedziela 0 3

Microsoft Excel 8.0 Raport wynikéw
Arkusz: [S252.xIs]Roboczy1
Raport utworzony: 2007-09-11 16:49:04

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.
Z raportu wynika, ze minimalny koszt ptac tygodniowy wynosi 5750 zt.
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2.3.6. Pytania

1. Podaj posta¢ programu liniowego (funkcja celu, ograniczenia, warunki
brzegowe).

2. Napisz macierz wspotczynnikow i1 wektory kolumnowe postaci macie-
rzowej zadania decyzyjnego.

3. Dany jest przyklad macierzy wspolczynnikow 1 wektory. Sporzadz
pierwsza tablice bazowa metody simpleks.

26 250 100

X,
A=[3 2], b=|300] x[‘} ¢=[520000], I=010]
49 700 2 001

4. Podaj roznicg migdzy kryterium k; a g;.

5. Przedstaw postac kazdej kolejne;j iteracji tablic simpleksowych.

6. Na podstawie podanego przyktadu przedstaw metodg¢ geometryczng
rozwiazywania zadan programowania liniowego, majac dwie zmienne.

Biuro architektoniczne wykonuje projekty indywidualne doméw jednoro-
dzinnych w dwdch odmianach: parterowe P;, z poddaszem mieszkalnym P..
Zatrudnia na pelnym etacie architektow, konstruktorow, instalatoréw oraz
weryfikatora. Liczba zatrudnionych o0s6b przy pracy jednozmianowej
(176 godz./miesiac), zatrudnienie osob, pracochtonnosci jednostkowe w godz.
oraz ceny projektow podaje tab. 2.3.41. Biuro dazy do maksymalizacji przy-
chodu.

Tabela 2.3.41

Pracochionnosci jednostkowe, obsady oraz ceny projektow

Projekt
P, P, Obsada

Wykonawcy

Architekt 50 70 2
Konstruktor 90 80 3
Instalator 120 110 3
Weryfikator 40 30 1
Cena projektu [z1] 20 000 15 000

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne

7. Napisz procedurg postgpowania do wyznaczenia rozwigzania optymal-
nego przy zastosowaniu dodatku Solver programu Excel.
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2.3.7. Zadania

1. Warsztat §lusarski wykonuje trzy typy bram ogrodzeniowych B), B», B3
z katownika oraz siatki stalowej. Zapotrzebowanie jednostkowe materiatow,
zapasy magazynowe oraz ceny podaje tabela 2.3.42. Wiasciciel warsztatu dazy
do maksymalnego przychodu. Ut6z liniowe zadanie decyzyjne (LZD).

Tabela 2.3.42

Materiatochlonnosé jednostkowa, zapasy oraz ceny bram

. Brama B, B, B; Zapas
Materiat
Katownik [m] 15 18 14 200
Siatka [m’] 5 7 4,5 80
Cena [zl] 1500 2 000 1200

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

2. Developer zamierza zakupi¢ obiekty do remontu 1 przeznaczy¢ je na ce-
le mieszkalne po zbankrutowanych jednostkach:

— firmach Oy,

— gospodarstwach rolnych O,

— obiektach kultury O;.

Chce wykona¢ mieszkania standardu M3, M4, M5. W tabeli 2.3.43 poda-
no typy mieszkan, zapotrzebowanie potencjalnych nabywcow, koszt zakupu
1 wyremontowania oraz ceny mieszkan. Developer chce uzyska¢ maksymalny
przychod ze sprzedazy mieszkan. Utdz liniowe zadanie decyzyjne.

Tabela 2.3.43

Informacje wejsciowe do maksymalizacji przychodu ze sprzedazy mieszkan

Obiekt Zapotrzebowanie | Cena mieszkania
. ) 0, 0, Os
Mieszkanie [szt.] [tys. zi]
M3 X11 X12 X13 35 250
M4 X21 X220 X273 30 300
M5 X31 X32 X33 20 350
_ Kosztzakupu | 5050 1 4000 | 8000
i remontu [tys. zt]

Z 1 6 d t o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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3. Zaklad ogrodniczy do wiasnej produkcji kwiatdow wykonuje cztery
mieszanki torfowo-nawozowe sktadajace si¢ z torfu, mielonego siana, ziemi
takowej. Zakupuje sktadniki w workach po 50 kg w cenach:

—torf— 15 74,

— siano mielone — 5 zi,

— ziemia fakowa — 3 z1.

Posiada siano mielone, ktore ze wzgledu na warunki przechowywania
musi w pelni wykorzysta¢, torfu i ziemi moze zakupi¢ wigcej niz to wynika
Z potrzeb.

Proporcje jednostkowe wymienionych sktadnikéw na 1 kg mieszanki po-
daje tab. 2.3.44. Celem zakladu jest minimalizacja kosztu wytworzenia mie-
szanek do doniczek kwiatowych z pelargoniami (P), begoniami (B), stokrot-
kami (5), kaktusami (K). Ceny sprzedazy doniczek z kwiatami podano w ta-
beli.

Utz liniowe zadanie decyzyjne.

Tabela 2.3.44

Informacje wejsciowe do minimalizacji kosztu wytworzenia mieszanek

Mieszanka [k i
Sktadniki N P B S K V{’J(;(r:lfgi’
Torf 0,5 0,6 0,4 0,1 50
Mielone siano 0,2 0,1 0,3 0,5 25
Ziemia lagkowa 0,3 0,3 0,3 0,4 50
Cena doniczki [zV/kg] 5 7 3 4

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

4. Do podanych opisow sformutuj zadania decyzyjne programowania li-
niowego.

a) Hobbysta chomikow oprocz suchej karmy, wody w pojemniku podaje
rOwniez preparaty witaminowe oraz wzmachiajace zawierajace niezbgdne
komponenty: K;, K>, K3. Komponent K; nalezy podawac¢ co najmniej po 20 g,
a komponenty K,, K3 w dawkach codziennych nie wigkszych niz 25 g na
chomika. Ceng preparatow za 100 g podaje tab. 2.3.45. Zamiarem hobbysty
jest minimalizacja kosztow pielegnacii pojedynczego chomika.
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Tabela 2345

Materiatochlonnosé jednostkowa oraz ceny preparatow

Preparaty [g] P, P, P,
Komponenty
K 5 5
K> 15
K 12 10 10
Cena preparatu [100 g/zt] 5 4 6

Z r 6 dto: Dane umowne.

b) Dekarz wykonuje zamocowania rynien. Wycina z plaskownika ele-
menty £, E,. Pracg moze wykona¢ trzema sposobami, uzyskujac liczbe ele-
mentow podanych w tab. 2.3.46. Na zamocowanie rynny sktadaja si¢ dwa
elementy E; oraz jeden element E,. Zapas ptaskownikow wynosi 100. Zamia-
rem dekarza jest uzyskanie maksymalnej liczby kompletow.

Tabela 2.3.46

Liczba sztuk uzyskanych elementow przy danej kombinacji

Sposob
POosoBY S, s, Sy
Elementy
E, 5 3
E, 4 7

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

¢) Spawacz wykonuje pig¢ typow bramek ogrodzeniowych, wykorzystu-
jac w tym celu tlen 1 acetylen (ilo$¢ tlenu podano w tab. 2.3.47). Acetylen do-
prowadzany jest do palnika w ilosci 0,5 tlenu. Spawacz dysponuje trzema bu-
tlami tlenu oraz dwoma butlami acetylenu o pojemnosciach po 100 litrow ga-
zu. Spawacz dazy do maksymalizacji przychodu ze sprzedazy bramek, ktérych
ceny podano w tabeli.

Tabela 2.3.47

Informacje wejsciowe do maksymalizacji przychodu ze sprzedazy bramek

Bramki
B B, B;
Gazy
Tlen [1] 10 15 12
Acetylen [1] (oblicz)
Ceny bramek [z1] 250 300 200

Z 1 6 d to: Opracowanie wilasne; dane umowne.
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X2

5. Rozwiaz zadanie programowania liniowego metoda geometryczna,

manualnie bazujac na danych z pytania 6. i tab. 2.3.41.

6. Zastosuj modut (LP) pakietu WinQSB w celu znalezienia rozwiazania
optymalnego wedtug danych z pytania 6. 1 tab. 2.3.41 oraz poréwnaj wyniki z
rozwiazaniem manualnym. Ponadto porownaj efekt swej pracy z propozycja
wykresu 2.3.5 rozwiazania, uzyskang przy zastosowaniu modutu (LP) przez

autorow.

Constraint: E— Dbjective Function: — Feasible Area:

G T T T 1 1 1T 1 1 T T T T T T T T T T T T T T1

c4

C3

396 -

330

254} -

188

132 -

0,66

004 N N N N B U R N B

X1

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; modut (LP), program WinQSB.

Wykres 2.3.5. Rozwiazanie graficzne problemu decyzyjnego z pytania 6.

7. Dane jest nast¢pujace zadanie programowania liniowego:
FC: 18X1 + 9.X2 —> min,

Ci:x1 +4x,<100, by =100,

Co: 2x1 +4x, <80, b, = 80,

Giix1 +x,=40, b3=40,

X1, X2 >0.

OPTIMAL
SOLUTION

0BJ=88 000.0C

X1=4.40
X2=0,00
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Rozwiaz to zadanie metoda geometryczna oraz zaznacz na wykresie, jak
zmienia si¢ optymalne rozwigzanie, jezeli parametr b, nalezy do <80, 110>.

8. Zastosuj dodatek Solver programu Excel do rozwiazania zadania siod-
mego, lecz bez zmiennosci wyrazu wolnego b,. Sprawdz, czy efekt pracy jest
zgodny z rozwigzaniem podanym w tab. 2.3.48.

Tabela 2.3.48
Zdefiniowanie arkusza kalkulacyjnego do minimalizacji funkcji celu zadania szostego

A 1 _B_._lc | _._Db_.__| I N e

2 X4 X2

3 Nazwa Zasoéb] Wykorzystanie 40,000002 0

4 1 b, 100 40 1 4

5 b, 80 80 2 4

6 b, 40 40 1 1

7 | Wspdtczynniki 18 9

8 ; Minimalizacja 720

Z 16 d to: Opracowanie whasne; dodatek Solver programu Excel.

9. Bazujac na wcezesniejszym przykladzie podanym w podrozdz. 2.3.5
itab. 2.3.49, wykonaj nastepujace prace w celu zastosowania dodatku Solver
programu Excel:
— wpisz wyrazenia w komorki arkusza kalkulacyjnego:
suma obsadodni = suma iloczyndéw obsad i zatrudnienia w tygodniu,
koszt tygodniowy: iloczyn stawki pracownika 1 sumy wymaganego za-
trudnienia,
suma obsadodni > wymagane zatrudnienie;

— zainicjuj obsady jako zerowe oraz rozwiaz zadanie w Solverze,
— poréwnaj z wynikami w tab. 2.3.49.

Tabela 2.3.49
Informacje wejsciowe oraz rozwiqzanie problemu decyzyjnego

A B C |D| E F] G| H | J ]| K 1
1 Dni wolne Obsada N [Pnlwt|Sr[cz]Pt]So| 2
2|niedziela, poniedziatek 4 0 0 1 1 1 1 1 3
3|poniedziatek, wtorek 3 1 010 1 1 4
4|wtorek, Sroda 6 1 0 0 1 1 11 5
5|sroda, czwartek 3 1 1 1 0 0 6
6|czwartek, pigtek 4 1 1 1 0 0 1 7
7|piatek, sobota 4 1 1 1 111 ol_o] 8
8|sobota, niedziela 1 O N0 g 1 of 9
9 Suma obsadodni » 20 ., 18, 16,16, 18, 174 20| 10

10 Wymagane zatrudnienie 20 |18 16| 16| 18 [ 16| 20| 11

11| Stawka pracownika/dzien [z{/d] 40 12

12|Koszt tygodniowy [zi] 5000 13

716 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.
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2.4. Algorytm simpleks — sposob wediug
elementu rozwigzujacego

Posta¢ standardowa

Zamiana nierownosci na rownosci, gdy:
< , to np. a;ixy +apot...tapx, t X = bl,
>, tonp. anx; +apxt+ ...+ ayxy— X = by,
Xn+1 >0.
W pierwszym przypadku uklad rownan zadania decyzyjnego jest nastgpu-
Jacy:
anxy + apxy ...+ aiXy + Xpe1 = by,

arixy tapxy ... tayx, x4 = b2,

Am1X1 + Am2X2 +..+ AmnXn + Xn+m = bma
X1,X2y «or Xny Xpt1s Xnt2y wees Xptm = 0,

z=cixyt eyt ... tepx, + Oxpeg + oo Oxpin + o +0x,4, — max.

O postaci pierwszego rozwigzania oraz kolejnych algorytmu simpleks
wspomnieli$my w podrozdz. 2.3.1 dotyczacym rozwiazywania programow
liniowych. W tym miejscu skupimy si¢ na dwoch sposobach manualnego
rozwiazywania zadan programowania liniowego, mianowicie:

— okresleniu rozwiazania optymalnego metoda algebraiczng nazwane tu
sposobem wedlug elementu rozwiazujacego',

— uzyskaniu rozwiazania z zastosowaniem rachunku macierzowego'®’.

Pomocna w tym wypadku jest idea algorytmu simpleks, zaprezentowana
w podrozdz. 2.3.1.

1% M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 3: Badania
operacyjne..., op.cit., rozdz. 2.4; W. Sikora (red.), Przykiady i zadania z badan opera-
cyjnych i ekonometrii..., op.cit., rozdz. 1.4.

10K . Kukuta (red.), Badania operacyjne w przykladach i zadaniach..., op.cit., rozdz.1.4.
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Rozwigzanie bazowe
X1,X2, woey Xn = 0,

Xn+l = bl,xn+2:b2, cees Xntm = bm

Tabela 24.1
1 tablica simpleksowa — rozwiqzanie bazowe

X1 X2 Xn Xp+1 Xp+2 Xn+m

Cq Cy C, Cp+1 Cp+2 Chn+m

c X, b a; a, a, A,41 A,42 Am
Cp+1 Xn+1 b1 ap an Ay 1 0 0
Cp+2 Xn+2 b2 (2531 ay Aoy 0 1 0
0 0 0
Cotm | Xntm by Al am Ayn 0 0 1

81 &2 &n &n+1 8nt2 En+m

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne na podstawie: M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspoma-
ganie procesow decyzyjnych, t. 3: Badania operacyjne, Wydawnictwo C.H. Beck, War-
szawa 2003, s. 47.

Etapy postgpowania
— okreslenie elementéw wiersza kryterialnego:

gi=(cpr1ant crran =t ... ¥ Corima@m) — i,

En+m = (cn10+ Cp2 0+ o+ Cam 1) — Ciy
— sprawdzenie rozwigzania bazowego, gdy z — max:

21<0,2,<0, ... gyim. <0,

— wymiana wektora bazowego g, < 0:
kolumna rozwiazujaca: min g;
wiersz rozwiazujacy: min bj/ay
element rozwiazujacy (na przecigciu kolumny 1 wiersza rozwiazujace-
£0),
tworzenie kolejnej tablicy.
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Przyktad
6x) + 2x, < 24,

x;+ 8xy <32,
X1, X, 20,
z=40x; + 20x, —> max,
— posta¢ standardowa:
6x1 + 2x, + x3 =24,
X1+ 8xy + x4 =32,
X1, X2, X3, X4 2> 0,

z=40x; + 20x, + Ox3 + Ox; — max.

Tabela 242

1 tablica simpleksowa
X X2 X3 X4
40 20 0 0
c Xp b a, a, a3 a4
0 % 24 6 2 7! 0
0 X4 32 1 8 /NO 1
g -40 20 0 0

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie x, — zmienne bazowe.

rozwiazanie bazowe:
X1, X =0, x3=24, x4 =32,
— wiersz kryterialny np.:

g1 =(0-6+0-1)—40=-40,

— sprawdzenie rozwiazania bazowego g, < 0:

glsosg2so9g3:05g4zos

— wymiana wektora bazowego b:
kolumna rozwiazujaca — x; min [(-40), (-20)] = -40,
WIersz rozwiazujacy — xy min (24/6, 32/1) =4,
element rozwiazujacy aq; = 6,

— tworzenie II tablicy:
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Tabela 243

11 tablica simpleksowa

X X2 X3 X4
40 20 0 0
[ Xp b a; a, a3 ay
40 X 4 1 0,33 0,17 0
0 X4 28 0 7,67 -0,17 1
g 0 -6,8 6,8 0

2/6 ©6-0-1-1)/6

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

— wymiana wektora bazowego: element rozwiazujacy — ay, = 7,67,
— tworzenie 11 tablicy:

Tabela 2.4.4
11 tablica simpleksowa

X X2 X3 X4

40 20 0 0

c Xp b a; a, a; ay
40 X1 2,80 1 0 0,17 -0,04
20 X2 3,65 0 1 -0,02 0,13

g 0 0 6,4 1

Z 16 d t o: Opracowanie wiasne w Excelu.

W przedstawionych obliczeniach przyjgto zaokraglenia do drugiego miejsca po
przecinku i otrzymano przyblizone wyniki:

rozwiazanie prymalne: x; = 2,80, x, = 3,65,

rozwigzanie dualne: y; = 6,4, y, = 1 et

funkcja celu: 40 - 2,80 + 20 - 3,65 = 185.

Alternatywnym rozwiazaniem z wigksza doktadnoscia jest zastosowanie
moduhu (LP) pakietu WinQSB.

191 Rozwiazywanie zagadnien dualnych przedstawiono w podrozdziale 2.8 niniejszej
publikacji.
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Rozwiqzanie sumaryczne

Tabela 245

09-18-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
16:01:58|Variable Value Profit C (j) Contribution
1(X1 2,78 40 111,3
2[X2 3,65 20 73,04
Objective Function (Max.) = 184,35

716 d t o: Opracowanie wiasne, modut (LP).

Modut (LP) umozliwia takze uzyskanie raportu kombinowanego z poda-
niem rozwiazania dualnego w ,,Shadow Price” (Cena dualna)

y1=16,52;y2=0,87.

Tabela 2.4.6
Raport kombinowany
16:08:42 Tuesday September 18 2007
Decision [Solution |Unit Cost or |Total Reduced (Basis |Allowable |Allowable
Variable |Value Profit C(j) [Contribution |Cost Status [Min. C(j) |Max. C(j)
11X1 2,78 40 111,3 0[Basic 2,5 60
2|X2 3,65 20 73,04 0(Basic 13,33 320
Objective |Function [(Max.)= 184,35
Left Hand Right Hand |Slack Shadow [Allowable |Allowable
Constraint|Side Direction Side or Surplus |Price Min. RHS |Max. RHS
11C1 24|<= 24 0 6,52 192
2|C2 32|<= 32 0 0,87 96

Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut [LP], program WinQSB.

Przyjrzyjmy si¢ rozwigzaniu geometrycznemu problemu w postaci gra-
ficzne;.
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x2

Constraint: _— Objective Function: — Feasible Area:

1200
2 OPTIMAL
d T T T 1T 1T T 17T 17 17 T T T T T T T T T T T T T1 SBLUTION

0BJ=184,36

1080 X1=2.78
X2-3.65

9,60 _

240+

7,20 -

£,00

4,80 —

Ll E,LD TZ‘,ED 13!2D 25‘,EEI 3200
Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB. i
Wykres 2.4.1 Rozwiazanie graficzne zadania prymalnego

Otrzymali$my wyniki: x: =2,78; x, = 3,65, funkcja celu: FC = 184,35
Rozwiazanie problemu graficznie jest identyczne jak w tab. 2.4.5 1 2.4.6.

Przyktad

Do podanego opisu sformutujemy zadanie decyzyjne minimalizujace koszt chowu
golebi pocztowych, a nastgpnie okre§limy rozwiazanie optymalne metodami:

a) geometryczna,

b) algebraiczna wedtug elementu rozwiazujacego.

Prawidlowo karmione ptaki musza dostawac dzienne dawki preparatow wzmacniajacych
w wysokosci przynajmniej: preparat A — 15 j., B— 10 j., preparat C — 20 j. Zawarto$¢ poszcze-
golnych preparatow w paszach P, oraz P, oraz ceny za 1 kg podaje tab. 2.4.7:

Tabela 2.4.7

Dane wejsciowe

Pasze P P>
Preparat
A 1 2
B 2 1
C 0 3
Cena [kg/zl] 2 4

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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Sformutowanie zadania decyzyjnego:
FC: 2)C| + 4XZ d min,

Cli x) + 2x2 > 15,

Cz: 2)(1 +Xx 2 10,

C3: 3)(2 > 20,

X1, X0 2 0.

X2 Constraint: _— Dbjective Function: — Feasible Area:

1o OPTIMAL
SOLUTION

0BJ=30,00

X1=1.67

8,00+
[ X2-6,67

8.00—

700+

B.00—

5,00~

4,00

3.00

2,00

1,00+

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Wykres 2.4.2. Rozwiazanie graficzne zadania decyzyjnego
minimalizujacego koszt chowu gotebi pocztowych

A teraz zobaczymy kolejne tablice iteracyjne emitowane przez modut (LP) progra-
mu WinQSB, przy czym:

SC 1, SC 2, SC 3 — zmienne swobodne konieczne dla postaci kanonicznej ograni-
czen Cl, Cz, C}.

A Cl1,4 C2,A C3 - zmienne sztuczne dla wprowadzenia macierzy jednostkowe;.

Wprowadzono kryterium wedtug oznaczen modutu (LP) :

k=c(H-(Dc(a,). (2.4.1)

Ratio — udziat ilosciowy (zasob okreslany przez program jako RHS dzielony przez
odpowiadajacy wspotczynnik w kolumnie rozwiazujacej — np. 15/2 = 7,5),
M — zapis duzej wartosci (o) w algorytmie programu.

12 W. Sikora (red.), Przyklady i zadania z badar operacyjnych..., op.cit., s. 51.
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Tabela 2.4.8
1 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 1)

X1 X2 SCI |SC2 |SC3 |A.CI |4.C2 |AC3
RHS Ratio
Basis (@) 2,00 | 4,00 0 0 0 M M M
A_Cl1 M 1,00 | 2,00 | -1,00 0 0 | 1,00 0 0 15,00 7,50
A_C2 M 2,00 1,00 0 | -1,00 0 0 1,00 0 10,00 10,00
A C3 M 0| 3,00 0 0 | -1,00 0 0 1,00 20,00 6,67
cg)-ZG) | 2,00 | 4,00 0 0 0 0 0 0 0
*BigM | -3,00 | -6,00 1,00 1,00 1,00 0 0 0 0

Z 16 d to: Opracowanie whasne, modut (LP), program Win QSB; gdzie: BASIS — x;, —
wektor zmiennych bazowych.

Elementem rozwiazujacym jest zatem komorka na przecigeciu kolumny X2 oraz
wiersza A_C3. Kryterium dla kolumny X2 wynosi: 4—6M. Zastgpujemy zatem zmienng
sztuczna A C3 zmienng decyzyjna X2 i wyznaczamy w podobny sposob kolejne tablice
simpleksowe.

Tabela 249
11 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 2)
X1 |x SCl |Sc2|sc3|act|4c|4c
RHS Ratio
Basis ci/C(j) 2,00 4,00 0 0 0 M M M
A Cl1 M 1,00 0 -1,00 0 0,67 1,00 0 -0,67 1,67 1,67
A C2 M 2,00 0 0 -1,00 | 0,33 0 1,00 | -0,33 3,33 1,67
X2 4,00 0 1,00 0 0 -0,33 0 0 0,33 6,67 M
CG)-ZG) | 2,00 | 0 0 0 | 133] o 0 | -1,33 | 2667
*BigM | -3,00 0 1,00 1,00 | -1,00 0 0 2,00 0

Z 16 d1to: Opracowanie wiasne, modut (LP), prognoza WinQSB.

W tej tabeli mamy alternatywny wybor komorek rozwiazujacych dla 4 C1 lub
A C2, gdyz Ratio jest jednakowe. Program przyjal przyktadowo 4 C2 i zastapit zmien-
na X1.
Tabela 2.4.10
11 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 3)

X1 X2 S C1 SC2 [SC3 |4Cl |AC2|A4C3
RHS Ratio

Basis C() 2,00 | 4,00 0 0 0 M M M
A Cl M 0 0 -1,00 0,50 0,50 1,00 | -0,50 | -0,50 0 0
X1 2,00 1,00 0 0 -0,50 | 0,17 0 0,50 | -0,17 1,67 M
X2 4,00 0 1,00 0 0 -0,33 0 0 0,33 6,67 M

CG)-2() 0 0 0 1,00 | 1,00 0 -1,00 | -1,00 | 30,00

* Big M 0 0 1,00 | -0,50 | -0,50 0 1,50 | 1,50 0

Z 16 d to: Opracowanie whasne, modut (LP).
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Wystapity dwie alternatywne kolumny rozwiazujace dla zmiennych swobodnych:
S C2,8 C3.

Ratio o wartosci zero jest w wierszu ze zmienng sztuczna A _C1, ktora program za-
mienia na zmienng swobodna S_C2. Przy obliczaniu Ratio warto$ci ujemne traktowane
sa jako zero.

Tabela 2.4.11
1V tablica simpleksowa (Simplex Tableau -Iteration 4)

X1 x |sc| sc |sa|ac|ac2|4ac RLS

Basis cG) 2,00 | 4,00 0 0 0 0 0 0

e 0 0 0 2,00 | 1,00 | 1,00 | 2,00 | -1,00 | -1,00 0

X1 2,00 1,00 0 -1,00 0 0,67 | 1,00 0 | -067 1,67

x2 4,00 0 1,00 0 0 |-033] o 0 0,33 6,67
cG-zG) | 0 0 2,00 0 0 | -200] o 0 30,00
*BigM | 0 0 0 0 0 1,00 | 1,00 | 1,00 0

Z 16 dto: Opracowanie whasne, modut (LP).

W tej tablicy wszystkie kryteria funkcji celu df(Za(cej do minimum i kryterium £; sa
dodatnie, a wigc mamy rozwiazanie optymalne: X, = 1,67, X, = 6,67, co jest zgodne
z wczesniejszym rozwiazaniem graficznym (wykres 2.4.2).

2.4.1. Pytania

1. Podaj procedure znalezienia rozwigzania optymalnego wedtug metody
elementu rozwiazujacego.

2. Opisz na podanym przyktadzie I tablicy simpleksowej sposob wyzna-
czania elementu rozwigzujacego.
Tabela 2.4.12

1 tablica simpleksowa

X1 X X3 X4

20 30 0 0
c X, b a a, as ay
0 X3 24 5 4 1 0
0 X4 40 2,5 2 0 1

Z 1 6 d to: Opracowanie wilasne; dane umowne.
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2.4.2. Zadania

1. Dane sa nastgpujace zadania decyzyjne programowania liniowego:

Zadanie 1 Zadanie 2

FC: 9x; + 8, — max, FC: 9x; + 8x, — min,
Ci:3x1+x, L9, 3x1+x,29,
Crxi+2x, <12, X1t 20212,
C3ZX1,X220, X1,XQZO,

— okresl posta¢ kanoniczna zadan,

—rozwiaz zadania metoda geometryczna,

— okresl przyktadowo I 1 II tablicg simpleksowa sposobem algebraicznym
elementu rozwiazujacego z zastosowaniem utamkow zwyktych.

2. Tabela 2.4.13 stanowi sformatowanie zadania decyzyjnego w progra-
mie WinQSB. Znajdz rozwiazanie optymalne wykonane manualnie metoda
elementu rozwiazujacego. Jesli masz dostgp do modutu (LP) tego programu,
sprawdz, czy twoje iteracje sa zgodne z rozwigzaniami komputerowymi.

Tabela 2.4.13
Sformatowanie zadania w module (LP) programu WinQSB

Variable --> X1 X2 Direction RHS
Minimize 3 9

C1 2.5 5 >= 100
2 4.5 9 >= 180
C3 1 3 >= 30
LowerBound 0 0

UpperBound M M

VariableType Continuous Continuous

Z 1 6 d1o: Opracowanie wilasne.

W tabeli wystepuje kropka dziesigtna jako przecinek. Typ danych Conti-
nuos — dane rzeczywiste.
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2.5. Algorytm simpleks — zastosowanie
rachunku macierzowego

Prezentacj¢ przyktadu rozwiazywania zadan programowania liniowego
z zastosowaniem rachunku macierzowego oparto na publikacji K. Kukuty'®’.

Model matematyczny
FC: 40x; + 30x, — max,
Cy: 4xy + 2x, £2000,

Co: 2x1 + 2x, £ 1400,

C3I 3)C1 < 1200,

X1, X2 >0.

Rozwigzanie metoda geometryczna

X, <= 400

Cy: 40, + 30X, = 24000

L X2")
>T)\\\
~
~
| ! l \A h | >
0 200 400 \% ~ \ 1000 X1
~

Cy 4x3+2x,<= 2000~ \cz 2%, + 2X, <= 1400

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: x| — x1 X0 — xz.

Wykres 2.5.1. Graficzne rozwiazanie zadania decyzyjnego

Rozwiazaniem dopuszczalnym jest pieciobok AOBCD. Rozwiazanie do-
puszczalne wyznacza punkt C o wspotrzednych x, =300, x, =400.

19 K. Kukuta (red.), Badania operacyjne w przykladach i zadaniach..., op.cit., rozdz.
1.4.
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Posta¢ kanoniczna modelu matematycznego

FC: 40x; + 30x; + Ox3 + Ox4 + Ox5s — max,

Ci: 4x; + 2xp + 1xs + Oxy + Ox5 = 2000,
Cy: 2x1 + 2xp + Ox3 + 1x4 + Oxs = 1400,
C3Z 3X1 + O)CQ + OX3 + O)C4 + IX5 = 1200,

X1, X2 > 0.

Iteracje rozwiazania:

Tabela 2.5.1
Pierwsza iteracja — posta¢ macierzowa
c |
G Xy A b
z; 0
G-z c

Zr 6 dto: K. Kukuta (red.), Badania operacyjne w przyktadach
i zadaniach, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004, tab. 39.

Kolejna iteracja: wedhug tab. 2.5.2.

m
z, =Y a;cy, (2.5.1)
i=0
Rozwigzanie rachunkiem macierzowym
Tabela 252
1 tablica simpleksowa
G 40 | 30 | o 0| o
Cp Zmienne Rozwigzanie b ;
bazowe - x, | x4 X5 X3 X4 X5
0 X3 4 2! 1 0 0 2000
X4 2 2l 0o 1 o 1400
0 X5 3 Oi 0 0 1 1200
Zj 0 0 0 0 0 0
kj=cj-z; 40[ 30 of o o

Kolumna rozwiazujaca — zmienna x;.
Wiersz rozwiazujacy — zmienna xs.
Element rozwiazujacy — 3 (cyfra potgruba).

Z r 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.



Tabela 253

I tablica simpleksowa

C 40 30 0 0 0
Ch Zmienne Rozwigzanie b;
bazowe x, X 4 Xy X3 Xg4 X5
0 X3 0 2, 1 0 -4/3 400
0 X4 0 2| 0 1 23 600
40 X 1 ' 0 0 1/3 400
z; 40 0 0 0| 40/3 16 000
kj=c¢;-z; 0 30 0 0| -40/3

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Elementy macierzowe II tablicy simpleksowej (tab. 2.5.2):
— okreslenie macierzy odwrotnej dla zmiennych bazowych X;, Xi, X

1 0 4 L g 300
B,=[0 1 2], det(Bz):l-‘O 3‘=3, B,))=—-|0 3 0},
00 3 -4 -2 1

3 0 -4 1 0 —4/3
B;:%o 3 -2(=[0 1 -2/3]|.
0 0 1 0 0 1/3

Otrzymalismy wigc elementy odpowiadajace kolumnom Xz, Xs, X5 w 11
tablicy simpleksowej. W nastgpnych dziataniach wykorzystano funkcje excela
[ILOCZYN.MACIERZ(...;...)]. Program zamienia utamki zwykle wspolczyn-
nikow macierzy na dziesigtne.

—iloczyny z macierza odwrotna:

1 0 -1,33] (4 2 02 1 0 -1,33] {2000 400
B,'/A={0 1 -0,67|-|2 2|(=|0 2|, B;'b=/0 1 —0,67|-| 1400 |=| 600 |,
00 033][30 10 0 0 0,33 ||1200 400
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-1 10 -1,33
¢,B;’A=[0 0 40]-(0 2(=[40 0], 7+
c,B, =[0 0 40]-{0 1 0,67 |=[0 0 13,33],
10
00 0,33
— funkcja celu:
2000
¢,B;'b=[0 0 13,33]-| 1400 | = 16000.
1200
Kolumna rozwiazujaca — zmienna x,.
Wiersz rozwigzujacy — zmienna x;.
Element rozwigzujacy — 2 (cyfra polgruba).
Tabela 254
111 tablica simpleksowa
Ci 40 30 0 0 0
Cp Zmienne Rozwigzanie b
bazowe -x, | X' X2 Xs Xa Xs
30 X2 0 1! 0,5 0 -0,67 200
0 X4 0 ol - 1 0,67 200
40 X4 1 0l 0 0 0,33 400
Zj 40 30 15 o -6,67 22 000
k; = Cj-2Z; 0 0 -15 o[ 6,67

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Elementy macierzowe III tablicy simpleksowe;:
— okreslenie macierzy odwrotnej dla zmiennych bazowych X3, Xy, Xi:

2 0 4 ) 3 —6 OT
a1
B,=|2 1 2], det(B3):2~O =6 B'=—|0 6 0],
00 3 6| _4 )
3 0 4] Jos 0 0,67
B,'=—|-6 6 4|=[-1 1 0067 ],
6l o 0 2 0 0 0,33
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—iloczyny z macierza odwrotna:

0,50 —0,67| |4 2 01 ., 0,5 0 —0,67 | | 2000 200
BA -1 1 0,67 |-|22]|=]00], B3b=—1 ,7 -| 1400 | =] 200 |,
0 0 0,33 30 10 0 0,33 1200 400
o 01 o 0,5 0 -0,67
¢;B;'A=[30 0 40]-| 0 0|=[40 30], ¢, B3 =[30 0 40]-| -1 1 0,67
b3 b
10 0 0 0,33
— funkcja celu:
2000
¢,B;'b=[15 0 -6,67]-| 1400 |=22000.
1200
Kolumna rozwiazujaca — zmienna xs.
Wiersz rozwiazujacy — zmienna x;.
Element rozwiazujacy — 6,67 (cyfra pogrubiona).
Tabela 2.5.5
1V tablica simpleksowa
C 40 30 0 0 0
cy Zmienne Rozwigzanie b,
bazowe - x, X1 X2 Xs X4 Xs
30 X2 0 1l -0,5 1 0 400
0 X5 0 Oi -1,5 1,5 1 300
40 X1 1 0 0,5 -0,5 0 300
Zj 40 30 5 10 0 24 000
Cj -2 0 0 -5 -10 0

Z r 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.

Tabela

255

x| =300, x, =400,

stanowi koncowa iteracje.

Rozwiazanie optymalne:

Elementy macierzowe IV tablicy simpleksowe;:
— okreslenie macierzy odwrotnej dla zmiennych bazowych X3, X, X;:

B,

S NN
— o O
W A

2
det(B,) =[2
0

—_—o O
[SSE S
S NN
iR )

4,

T

-2
0

i

-2 -6
4 6
0 4

do obliczenia wyznacznika macierzy B, zastosowano regule Sarrusa:
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J2 4 0] [os 1 o
B'=—| 6 6 4|=|-15 15 1|,
Y2 20| |os -05 0

—iloczyny z macierza odwrotna:

-0,5 1 0|[42] o1 -0,5 1 0] [2000] [400
B,/A=|-1,5 1,5 1||22|=[00], B;b=|-1,5 1,5 1|-[1400 [=|300],
0,5 =0,50[30] [10 0,5 —0,5 0 | 1200 |300
01 -0,5 1 0
¢,B,/A=[30 0 40]-| 0 0|=[40 30],  ¢,B;' =[30 0 40]-| -1,5 1,5 1|=[510 0],
10 0,5 —0,5 0
— funkcja celu:
400
Tl
c,B,'b=[30 0 40]-| 300 |=2400.
300

Wyrazenia Excela (na przyktadowych obszarach arkusza kalkulacyjnego):

B~ = MACIERZ.ODW(F194:H196)
B~ A = MACIERZ.ILOCZYN(F187:H189;B194:C196)
B'b = MACIERZ.ILOCZYN(F187:H189;J194:J196)
c, B = MACIERZ.ILOCZYN(B192:D192;F187:H189)
c’ Bj'1 A =MACIERZ.ILOCZYN(B192:D192;D187:E189)
¢, B'b = MACIERZ.ILOCZYN(B192:D192;CI187:1189)

Rozwiazania w kolejnych iteracjach:
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X,

800|

600

400|

200|

0
X4 X,
0 0] 0-—w iteracjil

400 0 A-witeracjill
400 200 D - w iteracji lll
300 400| C —w iteracji IV

Funkcja celu:  F(x4*, x,") =300 * 40 + 400 * 30 = 24 000,
Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu, gdzie: x| — xl* , Xy — x; .
Wykres 2.5.2. Punkty wieloboku rozwiazan dopuszczalnych
Tabela 2.5.6

Rozwiqzanie zadania decyzyjnego dodatkiem Solver programu Excel
z przyktadowymi wyrazeniami

A B C D E Wiersz
Wi W,
;\laaszovt\;i Zasob |Wykorzystane 300 400 241
|___—1=$D$241*D243+$E$241*E243

S 2000 2000 4 2 243
S, 1400 1400 2 2 244
S3 1200 900 3 0 245
Ceny 40 30 246

Max sprzedazy: 24 000( =(D246*D241)+(E246*E241)

Z 16 d to: Opracowanie wlasne, Solver, program Excel.

Zdefiniowanie zadania decyzyjnego w Solverze:

— maksymalizacja sprzedazy — funkcja celu (wyrazenie jak w tab. 2.5.6),

— warunki ograniczajace: C243:C245< B243:B245,

— warunki brzegowe: D241:E241>0;D241:E241int (int — catkowitolicz-
bowe),

— zmienne decyzyjne Xj, X> (wielko$¢ produkcji odpowiednio wyrobow
W, oraz W5),

— poczatkowe rozwiazanie: x;, x, = 0.

W naszym przyktadzie przed rozwigzaniem ustawiamy si¢ na komorce
celu: C247.
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2.5.1. Pytania

1. Podaj kolejne kroki procedury algorytmu simpleks wedlug elementu
rozwiazujacego w zadaniach programowania liniowego.

2. Podaj pierwsza tablice rozwiazania bazowego algorytmu simpleks we-
dhug rachunku macierzowego dla zadania decyzyjnego:

FC: 2x; + 3x, > max,

Ci:x1 +2x, <100,

Cy: 3x1 +3x, <100,

C3Z x1 < 60,

X1, X2 >0.

3. W poszukiwaniu rozwigzania optymalnego wymien elementy rachunku
macierzowego, ktore zawieraja kolejne tablice simpleksowe.

4. Podaj sktadnie (wyrazenia) funkcji Excela stosowane w rozwiazywaniu
zadan programowania liniowego wedtug rachunku macierzowego.

5. Wypelnij zacienione pola tablicy (tab. 2.5.7) rozwigzaniem bazowym
podanego zadania decyzyjnego wykonywanego wedhug rachunku macierzo-
wego:

FC: x1 +4x, — min,

Ci:x1+2x 210,

Cz: 8X1 — 4)C2 > 20,

G dx +2x, 540,

X1, X2 >0.

Tabela 2.5.7
Zainicjowanie tablicy rozwiqzania bazowego

X7

. g mos \\ \\ N\ e
b X b l. -a7

=HEEEE

A\
W\ A\ AN

Kryterium
Z 16 d to: Opracowanie wasne w Excelu.

2.5.2. Zadania

1. Rozwiaz manualnie nast¢pujace zadania programowania liniowego al-
gorytmem simpleks wedlug metody elementu wyrdzniajacego i sprawdz wy-
niki w swojej ostatniej tablicy z zamieszczonymi tutaj rozwiazaniami uzyska-
nymi w module (LP) programu WinQSB.
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X2

a) Rozwiazanie sumaryczne zadania decyzyjnego:
FC: 9x; + 6x, —> max,

Ci: 4x; +x, £200,

Co: 2x; +4x; <100,

X1, X2 >0.
Tabela 258
Rozwiqzanie sumaryczne zadania decyzyjnego
09-19-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
10:55:40|Variable Value Profit C(j) Contribution

1|1X1 50 9 450
2|X2 0 6 0

Objective Function (Max) = 450

Z 1 6 dto: Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.
b) Rozwiazanie geometryczne (graficzne) zadania decyzyjnego:
FC:2x 1+X— min,
C]Z 4X1 + X > 200,
Ca: 2x1 +4x, < 100,

X1, %2> 0.
Constraint: Objective Function: —_— Feasible Area:
100004
! DPTIMAL
3 T I T T T T T T T T I T T T T I T I T I T I T SPTMaL
0BJ=50,00
000 B X1-0,00

- %2=50.00

80,00 —

70,00

6000 —

B0.00

40,00 —

30,00

20,00

1000

000

0.60 2000 40,00 ED!DD BD‘,DD 100.00

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB. .
Wykres 2.5.3. Rozwiazanie graficzne zadania decyzyjnego
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2. Po wykonaniu tablicy bazowej w ramach pytania piatego dokoncz roz-
wigzywanie podanego tam zadania decyzyjnego, lecz zastosuj sposob wedtug
elementu rozwiazujacego. Poréwnaj wyniki z zamieszczonym rozwiazaniem
sumarycznym.

Tabela 2.5.9

Rozwiqzanie sumaryczne zadania decyzyjnego

09-19-2007 Decision Solution Unit Cost or Total
11:34:13[Variable Value Profit C(j) Contribution
1{X1 10 1 10
2|X?2 0 4 0
Objective Function (Min) = 10

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP).

3. Rozwiaz zadanie decyzyjne programowania liniowego z pytania piate-
g0, stosujac rachunek macierzowy.

4. Rozwiaz zadanie decyzyjne rachunkiem macierzowym z zastosowa-
niem algorytmu simpleks:

FC: 3x) + 2x; > max,

Ci:x1+2x <10,

Gyt 4x + 4xp <30,

C3Z 2)Cz < 40,

X1, X2 >0.

Sprawdz swoje rozwiazanie z wynikami otrzymanymi wedlug modutu
(LP) programu WinQSB, mianowicie:

x, =75, x, =0, FC=225.
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2.6. Sztuczna baza danych

Jezeli posta¢ kanoniczna zagadnienia programowania liniowego nie zawiera
macierzy jednostkowej, to tworzymy sztuczna bazg danych ze zmiennymi x;,+,,:

anxi +apxa+ ...+ aix, + x4 = by,

a»ixi + anxy + ... + ayX, + Xu12 = by,

X1 + Ao+ ..o F QpXn T Xpem = b

X1s X2y vovs Xy Xpt1s X425 oo + Xn+m 2 O,

z=cix1 +caxp+ ... +epxy + Mxpe + Mx,io + Mx,+,, —> min.

Przyktad

Rozwiazanie manualne

Tabela 2.6.1
Minimalizacja kosztow diety (spozycie produktow A,B,C zawierajacych sktadniki
,,Sl”, ”SZ,’s ’9S3”)
\
Model matematyczny X . X3 X Xs X6
N\ zadania decyzyjnego ! 2 @ 4 ) ® N

FC: | 5x; + 2x,+ x3 = min 5 2 1 0 M M — | min
C1: X1+2X2 >70 1 2 0 -1 0 = 70
Cy: | 2x1 +3x+x;=140 2 3 1 0 0 0 = 140
Cy: | 3% +x,=105 3 1 0 0 0 1 = 105

X1, X2, X3 >0

gdzie:
M —bardzo duza liczba dodatnia; x; — 4, x, = B, x3 > C; ograniczenia dotycza odpowiednio
sktadnikow: C; — S, C—> 8, C—>S;.

Z 1 6 d t o: Opracowanie whasne na podstawie: W. Sikora (red.), Przyklady i zadania
z badan operacyjnych i ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, Poznan 2003, przykt. 2.
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Macierz jednostkowa tworza zmienne: xs, X3, Xg.

Posta¢ kanoniczna a nast¢pnie uzupetniona uzyskujemy po wprowadzeniu do modelu

matematycznego zmiennych:

C;: zmiennej swobodnej x; ze wspotczynnikiem (-1) oraz zmiennej sztucznej xs ze

wspotczynnikiem 1.
C5: zmiennej sztucznej xq ze wspolczynnikiem 1.

Ograniczenie C, nie wymaga wprowadzenia dodatkowej zmiennej, gdyz zmienna x; ze

wspotczynnikiem 1 jest elementem macierzy jednostkowe;.

Do funkcji celu FC — min zmienne swobodne wchodza ze wspolczynnikiem zero, a

zmienna sztuczna ze wspotczynnikiem (+M).

Tabela 2.6.2
1 tablica simpleksowa
Xj X1 X2 X3 X4 X5 X6
@ =b;/a;
¢ b; )
X 5 2 1 0 M M (Ratio)
Cp
Xs M 1 2 0 -1 1 0 70 70
X3 1 2 3 1 0 0 0 140 70
X)) | M(5) 3 1 0 0 0 1 105 35
z; 4AM+2 3M+3 1 -M M M FC: 175M+140
k = ¢z 34M | -13M | 0 | M | 0 0

Kolumna wyr6zniajaca ze zmiennag x;.
Wiersz wyrdzniajacy ze zmienna Xe.
Element wyr6zniajacy — 3.

Z 1 6 dto: Opracowanie na podstawie: W. Sikora (red.), Przyklady i zadania z badar ope-
racyjnych i ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, Poznan 2003, tab. 11.

Tabela 2.63
11 tablica simpleksowa
X; X1 X3 X3 X4 X5 X6
e= b[ /Ll;
¢ b .
X ‘ 5 2 1 0 M M (Ratio)
Cp
xs(x) | M(2) 0 5/3 0 -1 1 -173 35 21
X3 1 0 7/3 1 0 0 -2/3 70 30
X 5 1 1/3 0 0 0 1/3 35 105
z; 5 5/3M+4 1 -M M 1-1/3M FC:35M+245
k= ¢z 0 2583 | 0 | M| 0 4/3M-1

Kolumna wyr6zniajaca ze zmiennej x,.
Wiersz wyrdzniajacy ze zmiennej xs.
Element wyrdzniajacy — 5/3.

Z 1 6 d t o: Opracowanie whasne na podstawie: W. Sikora (red.), Przyklady i zadania
z badan operacyjnych i ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, Poznan 2003, tab. 12.
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Tabela 2.64
111 tablica simpleksowa

Xj X1 X2 X3 X4 X5 X6
] O =b;/a;
¢ bi .
X, 5 2 1 0 M M (Ratio)
Cp
X2 2 0 1 0 -3/5 3/5 -1/5 21 X
0 0 1 715 -7/5 -1/5 21 15
1 0 0 1/5 -1/5 2/5 28 140
5 2 1 6/5 -6/5 7/5 FC:203
k= ¢z 0 0 0 -6/5 M+6/5 | M-7/5

Kolumna wyr6zniajaca ze zmienng xy4.

Wiersz wyrdzniajacy ze zmienna xs.

Element wyr6zniajacy — 7/5.
Z 16 d 1 o: Opracowanie na podstawie: W. Sikora, (red.), Przyktady i zadania z badar ope-
racyjnych i ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, Poznan 2003, tab. 13.

Wiersz ze zmienng bazowa x, o wartosci ujemne;j (-3/5) nie uwzgledniony. Wynika to
z warunkow brzegowych.

Tabela 2.6.5
1V tablica simpleksowa (koncowa)
X1 X2
X; X3 Xg X5 X6
*) ®) , O=b/a;
¢ ‘ (Ratio)
Xs 5 2 1 0 M M
Ch
X2 2 0 1 3/7 0 0 -2/7 30 B)
X4 0 0 0 517 1 -1 -1/7 15 wigeej S
1 0 177 0 0 3/7 25 (A)
5 2 | p»=17] 0 | »=0 |w=117] FC:185
0 0 6/7 0 0 M-11/7

716 d 1 o: Opracowanie na podstawie: W. Sikora, (red.), Przyktady i zadania z badar ope-
racyjnych i ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, Poznan 2003, tab. 14.

Sprawdzenie rozwigzania wedhug kryterium: k; > 0. Wszystkie warto$ci £ spehiaja to
kryterium, zatem mamy rozwiazanie optymalne.

FC =185, x; =25, x, =30, x, = 15 nadwyzka (zapas) sktadnika S.
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Przyktad

Rozwiazanie wczesniejszego zadania decyzyjnego z zastosowaniem modutu (LP) pro-
gramu WinQSB.
a) Zdefiniowanie problemu decyzyjnego (raport)

Variable --> X1 X2 X3 Direction RHS
Minimize 5 2 1
Cl 1 2 >= 70
C2 2 3 1 = 140
C3 1 0 = 105
LowerBound 0 0 0
UpperBound M M M
VariableType Continuous Continuous Continuous

b) Raporty z kolejnych iteracji

Tabela 2.6.6
1 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 1)

X1 | X2 | X3 |Surplus_C1] Atificial_C1 | Artificial_C2 | Artificial_C3
Basis C({) | 50| 20 | 1,0 0 0 0 0 RHS | Ratio
Adificial C1] M 10| 20 | 0 10 1,0 0 0 70,0 | 350
Aificial C2| M | 20 | 30 | 10 0 0 1,0 0 140,0 | 46,7
Atificia_C3| M | 30 | 1,0 | 0 0 0 0 1,0 105,0 | 1050
C)-ZG) | 50 | 20 | 1,0 0 0 0 0 0
*BigM | 6,0 | -6,0 | -1,0 1,0 0 0 0 0

gdzie:

Surplus_C1 —zmienna swobodna ograniczenia C;.

Artificial C1, Artificial C2, Artificial C3 — zmienna sztuczna odpowiednia do ograniczen
C, G, Cs.

Basis — wektor zmiennych bazowych.

¢;— ceny zmiennych bazowych.

Tabela 2.6.7
11 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 2)

X1 | X2 | X3 |Surplus_C1 | Atificial_C 1| Artificial_C2 | Artificial_C3

Basis Cj | 50| 20] 10 0 0 0 0 RHS | Ratio
X2 20 | 05| 10] 0 05 05 0 0 350 | 70,0
Aifical_C2| M | 05| 0 | 1,0 15 15 1,0 0 350 | 70,0
Atifica_C3] M | 25| 0 | 0 05 05 0 1,0 70,0 | 28,0
Ci-ZG)| 40| 0 | 10 1,0 1,0 0 0 70,0
“BigM| 30| 0 | 10| -20 3,0 0 0 0
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111 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 3)

Tabela 2.6.8

X1 | X2 | X3 | Surplus C1 | Atificial C1] Artificial C2 | Artificial_C3
Basis C() 50 [ 20 1] 10 0 0 0 0 RHS | Ratio
X2 2,0 00 [ 10 0 -0,6 0,6 0 -0,2 21,0 M
Artificial C2 M 0,0 [ 0,0 1,0 1,4 -1.4 1,0 -0,2 21,0 | 15,0
X1 5,0 1,0 | 0,0 0 0,2 -0,2 0 04 28,0 | 140,0
CO-Z) | 0 | 0 | 1,0 0,2 0,2 0 16 182,0
*Big M 0 0 -1,0 -1,4 24 0 1,2 0
Tabela 2.69
1V tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 4)
5 X2 X3 |Surplus_C 1|Artificial_C 1|Artificial_C 2 Artificial C3
Basis ci@) | 50 ] 20 10 0 0 0 0 RHS | Ratio
X2 2,0 0,0 1,0 0,4 0 0 0,4 -0,3 30,0
Surplus_C1 0 0,0 0,0 0,7 1,0 -1,0 0,7 -0,1 15,0
X1 5,0 1,0 0,0 -0,1 0 0 -0,1 0,4 25,0
ci-2G)| o 0 | 09 0 0 0,1 16 | 1850
* Big M 0 0 0 0 1,0 1,0 1,0 0

Rozwiazanie optymalne: FC: 185,

dla ograniczenia C.

*7
x =

c) Zestawienie w postaci raportu kombinowanego

25, x; = 30, Surplus_C1 — zapas sktadnika

Tabela 2.6.10

Raport kombinowany z rozwiqzania zadania decyzyjnego

Decision Solution Unit Cost or Total Reduced Basis
Variable Value Profit C(j) Contribution Cost Status
1 X1 25,0 5,0 125,0 0 Basis
2 X2 30,0 2,0 60,0 0 Basis
3 X3 0 1,0 0 0,9 At bound
Objective Function (Min) = 185,0
Constraint Left Hand Direction Right Hand Slack Shadow
© Side ° Side or Surplus Price
1 Cl 85,0 >= 70,0 15,0 0
2 C2 140,0 = 140,0 0 0,1
3 C3 105,0 = 105,0 0 1,6

Z 16 dto: Tabele 2.6.6-2.6.10 opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.
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do podanego modelu matematycznego. Nastgpnie rozwiaz zadanie w WinQSB.

Przyktad
Okresdl I tablicg simpleksowa bazowa (z uwzglednieniem zmiennych bazy sztucznej)

FC: x| +x, + x3 > max,
C]Z)C1+XQ > 8,

Cz: 2)C1 + X, +X3 = 14,
C3Z)C1 +2x2 < 10,

X1, X2, X3 >0.

a) Sformatowanie I tablicy simpleksowej

Tabela 2.6.11

Manualne zdefiniowanie I tablicy simpleksowej (bazowej)

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Matrix (tablica)

S| — zmienna sztuczna odpowiadajaca ograniczeniu Cj,
(-M) — wspolczynnik, gdy F'C — max.
Kolumna rozwiazujaca ze zmienna x,.

Wiersz rozwiazujacy ze zmienna xs.

Element rozwiazujacy — 2.

X;j X1 X2 ! X3 X4 X5 S
i O =b/a;
Xy G ! bi .
1 11 0 0 -M (Ratio)
Cp !
s | M 1 11 o -1 0 1 8 8
X3 1 2 1 0 0 0 14 14
n
xs(x2) | O(1) 1 2 1 o 0 1 0 10 5
z | -2 | we b M 0 -M -8M+14
k= crz M-1 M 1 o -M 0 0
gdzie:

b) Zdefiniowanie problemu decyzyjnego w module (LP) programu WinQSB, format
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Variable --> X1 X2 X3 Direction RHS
Maximize 1 1 1 1
Cl 1 1 0 >= 8
C2 2 1 1 = 14
C3 1 2 0 <= 10
LowerBound 0 0 0
UpperBound M M M
VariableType Continuous Continuous Continuous

Program WinQSB nadaje wlasne nazwy zmiennym, i tak do ograniczenia C1 wprowa-
dza zmienng swobodna Surplus_ C1 oraz zmienna sztuczng Artificial C1, natomiast dla



ograniczenia C2 zmienng sztuczna Artificial C2. Do ograniczenia C3 wprowadza zmienng
swobodna Slack C3 (niedobdr na ograniczeniu Cs).

¢) Rozwiazanie problemu decyzyjnego w module (LP):

Raport kombinowany

Tabela 2.6.12

Decision  |Solution Unit Cost or [Total Reduced |Basis

Variable Value Profit C(j) Contribution |Cost Status
1{X1 6 6 0|Basis
2(X2 2 2 0|Basis
3|X3 0 0 0|Basis

Objective  Function (Max.) = 8

Left Hand Right Hand Slack Shadow

Constraint |Side Direction Side or Surplus |Price
11C1 8l>= 8 0 -2
2|C2 14|= 14 0 1
3|C3 10|<= 10 0 1

Z 16 d to: Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.

Rozwiazanie (Solution Value): FC=8, x, =6, x, =2, x, =0

Przyktad poczatkowych dwoch iteracji w rozwiazaniu komputerowym

Tabela 2.6.13

1 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 1)

X1 [X2 [X3 |Surplus_C1]Slack_C3 [Arificial C1 JArtificial C2
Basis Cl) I 0 0 M ‘M|RHAS_|Ratio
Adificial C1 M| 1] 1] 0 K 0 1 0 8| 8
Adifical €2 -M| 2| 1] 1 0 0 0 11 14 7
Slack_C3 o 1 2] o 0 1 0 o 10 10
coZzg| 11 1 0 0 0 0 0
“BigM | 3] 2] 1 K 0 0 0 0

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Tabela 2.6.14

11 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 2)

X1 [X2 [X3 |Surplus_C1 |Slack_C3 [Artificial_C1 |Artificial_C2
Basis C() 1 1 1 0) 0) -M -M|RHS _|Ratio
Artificial C1 -M of 05 -05 -1 0) 1 -0,5 1 2
X1 1 1 05 05 0) 0) 0 0,5 7 14
Slack_C3 0 of 1,5 -0,5 0) 1 0 -0,5 3 2
C()-Z(j) 0of 05 05 0) 0) 0 -0,5) 7|
* Big M 0of 05 -05 -1 0) 0 -1,5 0

Z 16 d to: Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.
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2.6.1. Pytania
1. Kiedy tworzymy bazg sztuczna?

2. Sprowadz zadania programowania liniowego: a), b), ¢), d) do postaci ka-
nonicznej, a jesli nie beda zawiera¢ macierzy jednostkowej, utworz bazg sztuczna
w formie I tablicy simpleksowej (bazowej).

a)

FC: 2x; + 5x, + x3 — min,

Cli 2X1 + X > 70,

Czi 3x1 + 2X2 +Xx3= 140,

Cs:x1 +3x,=105,

X1, %2, x3 >0,

b)
FC: 2x; + 5x, + x3 > max,
C11 2x1 +x, < 70,
Co: 3x1+ 26+ x3= 140,
Csix1+3x,=105,
X1, X2, X3 > 0,

FC: 2x; + 5x, — min,
Ci: 2x1 +xp =20,
Coix1+10x, =20,
C3Z 5x1 +x= 20,

X1, X2 > 0,

d)
FC: 2x; + 5x) + x3 > max,
Ci: 2x1+x+2x3="170,
Czi 3x1 + 2X2 +Xx3= 140,
C3I)C1 = 35,
X1, X2, X3 = 0.

2.6.2. Zadania

Majac okreslone przyktadowe tablice iteracji wykonane w module (LP) do
zadan programowania liniowego (a—d), okresl kolejne (jesli potrzeba) algoryt-
mem simpleks wedhug sposobu elementu wyrdzniajacego. W tablicach zmienne
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swobodne oznaczono jako Surplus lub Slack, a zmienne sztuczne jako Artificial
z dopisanym symbolem ograniczenia. Zaokraglone wartosci na wydruku wynika-
ja z precyzji obliczen.

Ad a)

Tabela 2.6.15
1V tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 4)

OO Zmienne: [X1 [X2 [X3  [Surplus_C 1 |Artificial_C 1]Artificial_C 2|Artificial_C 3 ©=b,/a;
Basis C(j) 2 5 1 0 o|m M RHS (Ratio)
X1 2 1 0l 0,43 0 0 0,43 -0,29 30
Surplus_C1 0 0 0| 0,71 1 -1 0,71 -0,14] 15
X2 5 0 1| -0,14 0 0 -0,14 0,43 25
k; = C()-Z() o of og6 0 0 0,14 1,57] 185
|* Big M 0 0 0 0 1 1 1 0

Kolumna rozwiazujaca ze zmienna Artificial C3

Wiersz rozwiazujacy ze zmienna x,

Element rozwiazujacy — 0,43 wartosci ujemnych nie uwzgledniamy

Przyktadowy odczyt kryterium z tablicy iteracji IV: k; = 1,57 + 1M.
Z 16 d t o: Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.

Adb)

Tabela 2.6.16
V tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 5)

X1 X2 |X3

&\\\\\\\\\§ Zmienne: Slask_C1 |Artificial_C 2 |Artificial_C 3 ©® =b,;/a;
Basis C(j) 2 5 1 0 -M -M |RHS (Ratio)
Slask_C1 off 1,67 0 0 1 0 -0,33 35
X3 12,33 o 1 0 1 067 70
X2 5[ 0,33 1 0 0 0 0,33 35
k; = C()-Z() 2 o] o 0 -1 | 245
[* Big M 0 0 0 0 -1 -1 0
Z 16 d t o: Opracowanie wtasne, modut (LP), program WinQSB.
Adc)

Tabela 2.6.17
1V tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 4)

Zmienne: X1 [X2 [Surplus_C2 [Artificial_C 1 [Avrtificial_C 2 [Artificial_C 3 Q=b,/a;
Basis cl) 2[5 0 % % M|RAS| (Ratio)
Surplus_C2 0 0 0 1 16,33 -1 -6,33|| 180
X2 5 o] 1 0 1,67 0 0,67] 20
X1 2 1 0 0 0,33 0 0,33 0
Kk, = C()-Z() o] o 0 7,67 0 2,67] 100
|* Big M 0 0 0 1 1 0

Kolumna rozwiazujaca ze zmienna Artificial C3.
Wiersz rozwiazujacy ze zmienna x;.
Element rozwiazujacy — 0,33.

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.
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Ad d) Z obliczeniem udzialow w kolumnie Ratio

Tabela 2.6.18
I tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 2)

S \\\Zmienne:[ X7 [X2 [X3 [Ariificial_C 1 [Artificial_C 2 [Ariificial_C 3 ©=b,/a,
Basis ch) 2[ 5 1 M M M|RHS | (Ratio)
Artificial_C 1 M o[ 1] 2 1 0 2 o 0
Artificial_C 2 Mo 2[ 1 0 1 335 17,5
X 21 o o 0 0 1 35 M
k= cg-zg | o 5[ 1 0 0 2] 70
[FBigM | o] 3] 3 0 0 6] 0

Kolumna rozwiazujaca ze zmienna x;.
Wiersz rozwiazujacy ze zmienna Artificial C1.
Element rozwigzujacy — 1.

Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

W poprawionych juz tabelach 2.6.15-2.6.18 w Excelu jako parametr funkcji
celu zmiennych sztucznych modut (LP) programu WinQSB powinien wpisa¢ M
ze znakiem (+) Iub (-) odpowiednio do funkcji celu, a wpisuje w raportach
komputerowych zero, lecz zadanie rozwiazywane jest jednak poprawnie z warto-
Scia M.
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2.7. Analiza wrazliwosci

Opracowanie w czgsci manualnej nawiazuje do procedury postgpowania
zawartej w publikacji po redakcja W. Sikory'®*.

Przyktad
Firma budowlana produkuje trzy prefabrykaty betonowe z dwoch materiatow. Dazy

do maksymalizacji przychodu. Normy jednostkowe, ceny oraz zasoby materiatow poda-
no w tabeli 2.7.1.

Tabela27.1

Normy jednostkowe, ceny i zasoby

Materiat o X X2 X3 Zasob
M, 4 2 1 32
M, 2 4 4 36
Cena [z1] 8 3 10 NN

Z 1 6 d to: Opracowanie wilasne; dane umowne.

Okresl manualnie ze wspomaganiem komputerowym:

a) warto§¢ maksymalna przychodu,

b) zmienne dualne,

¢) przedziaty cen wyrobow przy zachowaniu rozwiazania optymalnego,

d) granice zasobow przy zachowaniu struktury rozwiazania,

e) przedziaty naktadow jednostkowych na wyrdb X, przy zachowaniu rozwiazania
optymalnego.

Rozwiazanie z przyktadami raportow modutu (LP) programu WinQSB ze wzglgdu
na granice wrazliwosci

Ad a) Model matematyczny i posta¢ kanoniczna zadania decyzyjnego:

FC: 8x; + 3x, + 10x3 > max, FC: 8x; +3x, + 10x; + Ox4+ Oxs — max,
C|:4x1+2x2+x3332, C1:4)C1+ 2)C2 + X3 + X4:32,

CzZ 2x| + 4x2 + 4)C3 < 36, Cz: 2)C1 + 4)C2 + 4X3+ X5 = 36,

X1, X2, X3 > 0. X1, X2, X3, X4, X5 > 0.

1 W. Sikora (red.), Przyklady i zadania z badar operacyjnych i ekonometrii, Akademia
Ekonomiczna, Poznan 2003, rozdz. 1.4.
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Kolejne iteracje rozwiazania zadania decyzyjnego metoda simpleks:

Tabela 2.7.2
1 tablica simpleksowa
_ P P s XA . ) .
& Xp c, /c; 8 3 10 0 0
w1 X 0 4 2 1 1 0 32 32
w2 X5 0 2 4 4 0 1 36 9
z; 0 0 0 0 0 FC=0
K =c -2 8 3 10 0 0
Kolumna rozwiazujaca ze zmienng x;.
Wiersz rozwiazujacy ze zmienng Xs.
Element rozwiazujacy — 4.
Tabela 2.7.3.
X; X4 X, X3 X4 X5 b, 0,
Xp, c, /c; 8 3 10 0 0
W, X4 0 3,5 1 0 ** 1 -0,25 23 6,57
Wy X3 10 0,5 1 K 0 0,25 9 18
z; 5 10 10 0 25 | FC =90
K =c;-z; 3 -7 0 0 2,5
11 tablica simpleksowa
Kolumna rozwiazujaca ze zmienng x;.
Wiersz rozwiazujacy ze zmienng xg.
Element rozwiazujacy — 3,5.
Tabela 2.74
11 tablica simpleksowa (koncowa)
Xj X4 X2 Xs X4 Xs Rozwigzanie b; | 8;
Xb & /C; 8 3 10 0 0
w, X4 8 1 217 0 217 | -1/14 46/7
W, X3 10 0 6/7 1 A7 217 4077
z; 8 7617 10 6/7 16/7 | FC =109,71
K =c,z; 0 7,86 0 6/7 | -16/7

gdzie:
O, = b; /a; a; dla kolumny rozwiazujacej; FC=) ¢, b;.

Z 16 dto: Tabele 2.7.2-2.7.4 — opracowanie whasne w Excelu.

Rozwiazaniem alternatywnym do sposobu wedlug elementu rozwiazujacego jest ta-
kie przeksztalcenie danej tablicy simpleksowej za pomoca operacji elementarnych na
wierszach w; 1 w,, aby element rozwiazujacy zwany rowniez centralnym stat si¢ jedynka,
natomiast pozostate elementy jego kolumny — zerami. W odniesieniu do tablicy II, ktora
powstala poprzez przeksztatcenie pierwszej tablicy simpleksowej dla komoérek oznaczo-
nych * oraz ",

sk ' *

w, =wy — 1/4 wy, w, = 1/4 wy, przy czym w — numer wiersza macierzy.
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Przyktadowo dla elementu rozwiazujacego 4 w kolumnie zmiennej x; (tab. 2.7.2):

wx3=1-1/4-4=0,

wy, = 1/4-4=1.

Dla III tablicy simpleksowej i elementu rozwiazujacego 3,5 = 7/2 dokonali§my prze-
ksztatcenia:

.2
w=—w,
7
: 2
W, =W, —— "W.
W stosunku do zmiennej x;:
' 2 2 7
W, == 35=—-—=1,
1 7 7 2
1 1 1 7
w,, =0,5-—:3,5=0,5-——=0.
1 7 7 2
Przeksztatcenie dotyczy wszystkich zmiennych x; — x; macierzy uzupelnionej oraz
wyrazu b;.

Rozwiazanie uzyskali§my w trzech iteracjach i jest nastepujace:
x, =46/7=6,5714~6,57, x,=0 x,=40/7=57143~5,71.

Ad b) Zmienne dualne:
Rozwiazanie dualne zadania decyzyjnego wystgpuje pod zmiennymi swobodnymi
X41X5 W Wierszu zj:

¥, =6/7=0,8571~0,86, y,=16/7=2,2857~2,29.

Funkcja celu rozwiazania dualnego jest rowna funkcji celu rozwiazania prymalnego
F CD =F CP.
Temat formutowania i rozwiazywania zadan dualnych wystepuje w rozdziale 2.8.

Ad ¢) Przedziaty cen wyrobow:

W tabeli 2.7.4 zmienna X; jest bazowa, wigc ¢; wptywa na kryteria zmiennych nie-
bazowych. Dla realizacji w Excelu zamieniamy utamki zwykte na liczby dziesigtne.

Tabela 2.7.5
Dane do analizy wrazliwosci cen wyrobow
\ ,
&\\\\\\\\ Xi ll X2 Xs X4 Xs Rozwiazanie b 0;
Xp Cy/C; 8 3 10 0 0
X4 Cq 1 0,29 0 0,29 -0,07 6,57
X3 10 0 0,86 1 -0,14 0,29 5,71
Z; 8 7617 10 6/7 16/7 FC: 109,71
k; 0 -7,86 0 -0,86 -2,29

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne w Excelu; dane wedhug tabeli 2.7.4.
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Okres$lamy rownania:
ky=3-(0,29¢,+ 0,86 - 10) <0 ¢, >-19,31,
ky=0-(0,29 ¢, -0,14-10)<0 ¢ >4,83,
ks=0-(-0,07¢; + 0,29 - 10) <0 ¢; > 41,43.

Zatem cena c| przy zachowaniu rozwigzania optymalnego moze by¢ w przedziale:
c1=<4,83;41,43>,
kz =Cy - 76/7 <=0.

Cena ¢, moze by¢ w przedziale ¢, — <- nieskonczono$¢: 10,86>.

Zmienne X;, X4, X5 sa niebazowe, zatem ich ceny wptywaja tylko na ich kryteria.
ky=3-(0,29-8+0,86-¢3)<0c¢;>0,79,
ky=0-(0,29-8-0,14-¢3)<0¢3>16,57,
ks=0-(-0,07-8+0,29 - ¢3) <0 ¢3>1,93.

Cena c; wyrobu x; moze by¢ w przedziale < 1,93; 16,57>.

Przyjrzyjmy sie teraz realizacji komputerowej modutem (LP) programu WinQSB
dla zbadania wrazliwo$ci na zmiang cen ¢y, ¢;, C3.

Tabela 2.7.6
Raport kombinowany uwzgledniajqcy wrazliwos¢ na ceny
10:53:35 Thursday |December 6 2007
Decision |Solution [Unit Cost or|Total Reduced |Basis |Allowable|Alowable
Variable [Value Profit ¢(j)  |Contribution [Cost Status  [Min. C(j) |Max. C())
1(X1 6,57 6 39,43 0|Basic 3 24
2|X2 0 6 0 -4,71|At bound| -M 10,71
3|X3 5,71 6 34,29 0|Basic 1,5 12
Objective |Function |(Max.) = 73,71
Left Hand Right Hand |Slack Shadow [Allowable|Alowable
Constraint |Side Direction  [Side or Surplus |Price Min. RHS |Max. RHS
1(C1 32|<= 32 0 0,86 9 72
2|C2 36|<= 36 0 2,29 16 128

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP) programu WinQSB.

W danych wejsciowych (tabela 2.7.1) ceny byly nastgpujace: ¢; =8, ¢, =3, ¢c3=10 zh.
W tabeli 2.7.6 wystepuje przyktad analizy wrazliwosci wykonanej w module (LP)
dla zmiennych cen: ¢; = ¢; = ¢; = 6 spelniajacej wczesniej okreslone mozliwe przedziaty
cen wyrobow z zachowaniem rozwiazania optymalnego. Z raportu wynika, ze rozwiaza-
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nie optymalne nie ulega zmianie, a korekcie podlega jedynie funkcja celu, ktora wynosi
FC=173,71.

Ad d) Granice zasobow:

Zabazujmy na iteracji koncowej (tab. 2.7.4) lecz na danych przyblizonych z tab.
2.7.5 oraz na wzorach rachunku macierzowego okreslania sktadnikow kolejnej iteracji
podanych w tab. 2.3.2.

Przeliczenia wedlug wzoréow rachunku macierzowego wymienionych w tab. 2.7.6
wykonano w Excelu.

Tabela 2.7.7
Dane tab. 2.3.2
Zmienne . .
bazowe c Rozwigzanie
Cyp/ Xp/ B/-1 A B/-1 B/_1 b
Z/' ch B/-1 A ch B/-1 ch BI-1b
k]': C]"Zj Cj-ch BI-1 A 'ch B/-1
L [0,29 —0,07 b
B = s b = s
-0,14 0,29 36
0,295, -2,52 20, 0,29-32-0,07b, 2 0,
0,145, +10,44 = 0, —-0,14-32+0,29b, 2 0.
b, <8,69;74,57 >, b, <15,45; 132,57 >.

Ad e) Przedziaty naktadéw jednostkowych na wyrdb x, (wedlug danych tab. 2.7.4):

2/7 -1/14] [a,]_[2/7a, 217
-7 2/7 || 4|7|-1/7a, 4 |

7 7 7 7

4 64 43 4
k,=3-|-—a,+— |=—F+-a,<0,
2 ( 12 7) 7 7 12

z, :8'(36112 —§j+10~(—1a12 +8j = —fa12 +ﬁ,
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z —8(4—101 )+1O~(—2+2a j—ma +E
’ 7 147 7 7%) 1% 7

—(1765122 +12j :—B—Ea22 <0,

7 77
9
ay, = E;oo .

Powracajac do granic zasobow, dokonajmy zmiany zasobu b, z 32 oraz b, = 36 na
20 i zrealizujmy zadanie decyzyjne w module (LP).

Kan
Il

Tabela 2.7.8
Raport kombinowany (zmiana zasobow materiatow)
09:59:01 Thursday December 6 2007

Decision _ [Solution  |Unit Costor [Total Reduced  |Basis Allowable [Allowable

Variable  [Value Profit C(j) Contribution [Cost Status Min. c(j)  [Max. C(j)
11X1 4,29 8 34,29 0|Basic 5 40
2|X2 0 3 0 -7,86| At bound -M 10,86
3|X3 2,86 10 28,57 0[Basic 2 16|

Objective  |Function [(Max) = 62,86

Left Hand Right Hand  |Slack Shadow [Allowable |Allowable

Constraint |Side Direction Side or Surplus [Price Min. RHS [Max RHS
1|C1 20(<= 20 0 0,86 5 40
2|C2 20|<= 20 0 2,29 10 80

716 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

A teraz przetestujmy dziatanie modutu (LP) zwiazane ze zmienng parametrow
przykladowej zmiennej X;.

Tabela 2.7.9
Raport kombinowany (zmiana parametrow zmiennej ,,X,")
10:16:14 Thursday December 6 2007

Decision _ |Sdlution  [Unit Costor |Total Reduced |Basis _|Allowable |Allowable

\Variable Value Profit C(j) Contribution [Cost Status  |Min. C(j)  [Max C(j)
11X1 6,57 8| 52,57 0|Basic 5 40
2|1X2 0 3 0 -12,71| At bound -M 15,71
3|X3 5,71 10 57,14 0[Basic 2 16

Objective  |Function |(Max) = 109,71

Left Hand Right Hand  [Slack Shadow|Allowable [Allowable

Constraint |Side Direction Side or Surplus |Price  |Min.RHS [Max RHS
1(C1 32|<= 32 0 0,86 9 72
2|C2 36|<= 36 0 229 16 128

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).
Jak juz wspomniano, w tabelach 2.7.8 i 2.7.9 pokazano przyktady raportéw uzyska-

nych przy wykorzystaniu modulu (LP) programu WinQSB. Raporty dotycza zmiany
zasobOw oraz parametréw w granicach wrazliwosci:
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— tabela 2.7.8: zmiany zasobdw surowcow b, b, na 20; obserwujemy zachowanie
struktury rozwiazania optymalnego, tj. x; oraz x3;, a x, =0,

— tabela 2.7.9: zmiany parametrow aj,, a,, dla zmiennej X, na 5; nastapito zacho-
wanie rozwigzania optymalnego (warto$ci optymalne rozwiazania prymalnego zmien-
nych X;, X; i odpowiadajace im wartosci dualne y, y, oraz warto$¢ funkcji celu nie ule-
gly zmianie).

A teraz zobaczmy rozwiazanie komputerowe zadania decyzyjnego prymalnego oraz
odpowiadajacego mu zadania dualnego, wychodzac z danych zawartych w tab. 2.7.1.
Sposob formutowania zadania dualnego podano w rozdziale 2.8.

Tabela 2.7.10

Zdefiniowanie zadania decyzyjnego prymalnego

MatrixFormat 3
X1 X2 X3

LP

Variable -->
Maximize

Cc1

Cc2
LowerBound
UpperBound
VariableType

Direction RHS

=

o|h|=>|O

<=

32
36

<=

OIN| |00
(=1 R LSIE

M
Continuous

M
Continuous

M
Continuous

Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

Tabela 2.7.11

Raport kombinowany rozwiqzania prymalnego

16:36:54 Wednesday | December 5 2007
Decision | Solution Unit Cost or | Total Reduced |Basis Allowable |Allowable
Variable Value Profit C(j) |Contribution |Cost Status Min. C(j) |Max. C(j)
11X1 6,57 8 52,57 0|Basic 5 40
2|X2 0 3 0 -7,86|At bound -mM 10,86
3|X3 5,71 10 57,14 0|Basic 2 16
Objective  [Function |(Max.) = 109,71
Left Hand Right Hand |Slack Shadow | Allowable |Allowable
Constraint _|Side Direction  |Side or Surplus|Price Min. RHS [Max. RHS
1/C1 32|<= 32 0 0,86 9 72
2|C2 36|<= 36 0 2,29 16 128

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

W poréwnaniu z tab. 2.7.5 w raporcie (tab. 2.7.11) wystepuje zgodno$¢ wynikow
w zakresie rozwiazania optymalnego wyrobdw Xi, X;, X, funkcji celu i zmiennych du-
alnych co do wartoéci bezwzglednej. Natomiast przedzialy cen wyrobéw oraz granice
zasobow sg zblizone i zostaty zaokraglone do liczb catkowitych.

W tabelach 2.7.12-2.7.14 podano rozwiazanie zadania decyzyjnego prymalnego
w trzech iteracjach wykonane w czasie 0,01 sekundy.
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Tabela 2.7.12

1 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 1)

X1 | X2 | X3 |Slack_C1|Slack C2
Basis C(j) 8 3 110 0 0 RHS | Ratio
Slack_C1 0 4 2 1 1 0 32 32
Slack_C2 0 2 4 4 0 1 36 9
C()-Z()| 8 3 10 0 0 0

Zmienne swobodne oznaczono przez modut (LP), odpowiednio:
Xy—Slack Cl1, X5 —Slack C2.
Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

Tabela 2.7.13

11 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 2)

X1 | X2 | X3 |Slack_C1|Slack_C2
Basis C(j) 8 3 10 0 0 RHS [ Ratio
Slack_C1 0 3,5 1 0 1 -0,25 23 | 6,57
X3 10 0,5 1 1 0 0,25 9 18
C()-ZG)| 3 -7 0 0 -2,5 90

Z 16 dto: Opracowanie whasne z zastosowaniem modutu (LP).

Tabela 2.7.14

111 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 3)

X1 | X2 | X3 |Slack C1]|Slack_C2
Basis| C()) 8 3 10 0 0 RHS | Ratio
X1 8 1 ] 029 0 0,29 -0,07 6,57
X3 10 0 | 086 | 1 0,14 0,29 5,71
CHZ()] 0 | -786]| o0 0,86 229 | 109,71

Zr6dto: Tabele 2.7.12-2.7.14 — opracowanie wiasne z zastoso-
waniem modutu (LP).

Rozwigzanie komputerowe dualne
Tabela 2.7.15

Zdefiniowanie zadania decyzyjnego dualnego

LP MatrixFormat 2 3
Variable --> Y1 Y2 Direction [RHS
Minimize 32 36
C1 4 2 >= 8
C2 2 4 >= 3
C3 1 4 >= 10
LowerBound 0 0
UpperBound (M M
Z 16 d to: Opracowanie wiasne z zastosowaniem mo-
dutu (LP).
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716 d1o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

OPTIMAL
SOLUTION

0BJ=109.71

Wykres 2.7.1. Rozwiazanie graficzne (przy zatozeniu wedhug rozwiazania
optymalnego — x, = 0)

Tabela 2.7.16

Raport kombinowany rozwiqzania dualnego

12:22:10

Thursday

December

6

2007

Decision |Solution JUnit Cost or|Total Reduced |Basis |Allowable]Allowable
Variable |[Value Profit C(j) |Contribution]Cost Status |Min. C(j) |Max. C(j)
11Y1 0,86 32 2743 0|Basic 9 72
2|1Y2 2,29 36 82,29 0|Basic 16 128

Objective

Function

(Min.) =

109,71

Left Hand

Right Hand

Slack

Shadow

Allowable

Allowable

Constraint | Side Direction Side or SurplugPrice Min. RHS|Max. RHS
1(C1 8|>= 8 0 6,57 5 40
2|C2 10,86|>= 3 7,86 0 -M 10,86
3|C3 10]>= 10 0 5,71 2 16

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne z zastosowaniem modutu (LP).

Rozwiazania zadania dualnego w pigciu iteracjach, gdzie ograniczenia zasobow
stanowia ceny ¢y, ¢, C3.
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Tabela 2.7.17

1 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 1)

Y1 Y2 | Surplus_C1 | Surplus_C2 | Surplus_C3 | Artificial_C1 | Artificial_C2 | Artificial_C3
Basis C(j) 32 36 0 0 0 0 0 0 RHS | Ratio
Artificial_C1 M 4 2 -1 0 0 1 0 0 8 4
Artificial_C2 M 2 4 0 -1 0 0 1 0 3 1
Artificial_C3 M 1 4 0 0 -1 0 0 1 10 3
C()-Z() | 32 36 0 0 0 0 0 0 0
*BigM | -7 | 10 1 1 1 0 0 0 0

gdzie:
Surplus_C1 — zmienna swobodna odpowiadajaca ograniczeniu ceny Cj.
Artificial C1 — zmienna sztuczna odpowiadajaca ograniczeniu ceny Cj.

r

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

Tabela 2.7.18
11 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 2)

Y1 | Y2 |Surplus_C1 | Surplus_C2 | Surplus_C3 [ Artificial_C1 | Artificial_C2 | Artificial_C3
Basis C(j) 32 | 36 0 0 0 0 0 0 RHS | Ratio
Artificial_C1 M 3 0 -1 0,5 0 1 -0,5 0 65 | 2,17
Y2 36 0,5 1 0 -0,25 0 0 0,25 0 075 | 1,5
Artificial_C3 M -1 0 0 1 -1 0 -1 1 7 M
co-Zg) | 14| o 0 0 0 9 0 27
*BigM | -2 0 1 -1,5 1 0 2,5 0 0

Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

Tabela 2.7.19
111 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 3)

Y1 | Y2 [Surplus_C1] Surplus_C2] Surplus_C3] Artificial_C 1] Artificial_C2 ] Artificial C3
Basis Cj) | 32] 36 0 0 0 0 0 0 RHS | Ratio
Artificial_C1| M 0| -6 K 2 0 1 2 0 2 1
Y1 32 | 1| 2 0 05 0 0 0,5 0 15| M
Arificial_C3| M 0| 2 0 05 A 0 0,5 1 85 | 17
C)-Z()| 0 | 28 0 16 0 0 16 0 48
“BigM| 0 | 4 1 2,5 1 0 35 0 0

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).
Tabela 2.7.20

1V tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 4)

Y1 ]| Y2 |Surplus_C1| Surplus_C2 | Surplus_C3 | Artificial_C1 | Artificial_C2 | Artificial_C3
Basis C(j) 32 | 36 0 0 0 0 0 0 RHS | Ratio
Surplus_C2 0 0 -3 -0,5 1 0 0,5 -1 0 1 M
Y1 32 1 0,5 0,3 0 0 0,3 0 0 2 4
Artificial_C3 M 0 3,5 0,3 0 -1 -0,3 0 1 8 2,3
ci-zg)| o T 20 8 0 0 -8 0 0 64
*BigM| 0 | -3,5 -0,3 0 1 1,3 1 0 0

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).
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Tabela 2.7.21
V tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 5)

Y1 | Y2 | Surplus_C1| Surplus_C2 | Surplus_C3 | Artificial_C 1| Artificial_C 2| Artificial_C3
Basis C(j) 32 | 36 0 0 0 0 0 0 RHS [ Ratio
Surplus_C2 0 0 0 -0,29 1 -0,86 0,29 -1 0,86 7,86
Y1 32 1 0 -0,29 0 0,14 0,29 0 -0,14 0,86
Y2 36 0 1 0,07 0 -0,29 -0,07 0 0,29 2,29
CG)-ZG)| O 0 6,57 0 5,71 -6,57 0 -5,71 109,71
*BigM| 0 0 0 0 0 1 1 1 0

716 d1o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

Gdy poréwnamy rozwiazanie dualne zaznaczone czcionka pogrubiong z wynikami
tabeli 2.7.11, to widzimy identyczno$¢ wynikow w zakresie warto§ci zmiennych pry-
malnych, dualnych oraz funkc;ji celu.

Interesuje nas z pewnoscia rozwiazanie geometryczne zadania dualnego. Zaprezen-
towano to graficznie, korzystajac z modutu (LP) na wykresie 2.7.2.

Y2 Constraint: Objective Function: Feasible Area:

OPTIMAL
SOLUTION

0BJ=109.71
3,60 Y1=0.86
[ ¥2=229

320

280

240

200+

160

120

0,80

040+

10,00

¥i

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

Wykres 2.7.2. Rozwiazanie graficzne zadania dualnego

Rozwiazanie optymalne — dualne: y, =0,86; y, =2,29
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Przyktad

Dana jest ostatnia tablica simpleksowa o rozwiazaniu optymalnym. Okresl prze-
dzial zmiennos$ci ceny ¢; wyrobu Xj.

Tabela 2.7.22
Koncowa tablica simpleksowa

X, X X, X; Xy Xs Rozwiazanie o
Xp cy/c; 5 7 0 0 b; '
X cr 1 0 -1/3 2/3 8
X; 7 0 1 2/3 -1/3 4

z; 5 7 0 3 1

k; 0 -5 0 -3 -1 68

716 d1o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (LP).

ky=2—-(0 ¢ +1-7)<0,
Ke=0—(-1/3 ¢, +2/3-7)<0,
ks=0—(2/3-¢;—1/3-7) <0,
zatem:

C1S14,

0123,5,

¢, <3/5, 14>,

Przyktad

Okresl granicg zmienno$ci zasobu b, majac dang macierz odwrotna rozwigzania
optymalnego podanego w powyzszym przyktadzie oraz wektor wyrazoéw wolnych.

p_[-13 203 L _[B
Tl 2/3 -173])° i 20)
—%bl +§-2ozo, b, < 40,
2 1 : .
§b1+ —?20 >0, b 210, awigc b =(10;40).

Przyktad

Oblicz, w jakim przedziale moga si¢ zmieniaé wspotczynniki a,; oraz a,; naktadow
jednostkowych na wykonanie wyrobu Xj. Dana jest macierz odwrotna z rozwigzania

optymalnego (tab. 2.7.22) oraz wektor wspotczynnikow a;, = B} z tablicy bazowe;j.
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Obliczenie przedziatu dla wspoétczynnika ay;:

oo |-1/3 273 a,
B = , a; = ,
2/3 -1/3 2
Mnozymy macierz odwrotng i wektor wspotczynnikow a;) i otrzymujemy wektor:
[Hredaaed e
27 3

2 1 2 2 —a,, ——
5“11_5'2 :gan_ga 3 3

Wedtlug tabeli 2.7.7 parametr pomocniczy z; dla zmiennej x; obliczamy ze wzoru:
T p-1
z,=¢, B A4,

7
z, :5-(—0“+4)+7-(2a”—2j:3a”+2,
303 3713

k =5-(3a,,+2)=3-3a,,<0, a, 21,

zatem a,, =<1; oo).

w5
¢, dlazmiennej x; ¢, =|_|.

Obliczenie przedziatu dla wspotczynnika a,,:

o | -1/3 0 2/3 1
B = , a, = .
2/3 -1/3 a,,
Mnozymy macierz odwrotna i wektor wspotczynnikow a;; i otrzymujemy wektor:
1 2 1 2
__.1+_. =——4— 1 2
( 3773 “”J 330 3%
2 1
2 1 2 1 Z_-
R R e O

1 2 2 1
z :5-(—3+3a21j+7-(3—3a21):3+a21,

k=5-(3+a,)=2-a, <0, a, =2,
czyli a, =(2; ©).
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2.7.1. Pytania

1. Wyjasnij pojecia ,,zmienne bazowe” oraz ,zmienne niebazowe”
w rozwiazaniu optymalnym wedhug metody simpleks.

2. Opisz procedurg okreslania przedzialéw parametréw w funkcji celu,
aby rozwiazanie optymalne nie ulegto zmianie dla zmiennych bazowych X,
X; oraz niebazowych X, Xu, Xs, przy czym X4 1 X5 to zmienne swobodne.

3. Przyjmij, Ze dana jest macierz odwrotna z ostatniej tablicy simplekso-
wej (o rozwigzaniu optymalnym) oraz wektor wyrazow wolnych b;. Podaj
sposob okreslania przedzialdw wartosci wyrazow wolnych, aby struktura roz-
wigzania optymalnego nie ulegla zmianie.

4. Dana jest macierz odwrotna z rozwiazania optymalnego oraz wektor
parametrow wspolczynnikow naktadéw jednostkowych na produkcje wyrobu
X,. Opisz procedurg postgpowania do wyznaczania przedzialow dla wspol-
czynnikow aj; oraz a;; zmiennej Xj, aby rozwiazanie optymalne pozostawato
niezmienione.

2.7.2. Zadania

Dana jest ostatnia tablica simpleksowa o rozwigzaniu optymalnym. Okresl
przedzial zmiennosci ceny ¢; wyrobu X.
Tabela 2.7.23

Koncowa tablica simpleksowa

Xj X1 X2 X3 X4 X5
Rozwigzanie b Oi
Xp cb/c,- 3 2 5 0 0
X1 3 1 -1/3 0 2/3 -1/3 8/3
X3 5 0 5/3 1 -1/3 2/3 2/3
z; 3 22/3 5 1/3 713 FC:94/3
k; 0 -16/3 0 -1/3 -7/3

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

2. Okresl granice zmiennosci b; (by, by) zasobéw, majac dana macierz od-
wrotng rozwigzania optymalnego oraz wektor wyrazow wolnych.

B _ 2/3 -1/3 . 10
=173 273 120
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3. Oblicz, w jakim przedziale moga si¢ zmienia¢ wspotczynniki a;; oraz
ay1 nakladow jednostkowych na wykonanie wyrobu X;. Dana jest macierz
odwrotna z rozwiazania optymalnego oraz wektor wspotczynnikow a;; z tabli-

cy bazowe;.
L1 2/3 -1/3 1
B = , a, =|_|
-1/3 2/3 3
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2.8. Zadanie dualne

Dotychczasowa nasza uwaga koncentrowala si¢ na zadaniu decyzyjnym
prymalnym. Bazujac na zadaniu prymalnym (ZP), zwanym réwniez pierwot-

nym, formulujemy zadanie dualne (ZD), zwane réwniez programem dual-
nym'®. Zamieszczone w niniejszym rozdziale wzory oraz twierdzenia opiera-
ja sie na publikacji pod redakcja W. Sikory'®°.

Zadanie prymalne Zadanie dualne
FCp,=Z, = ex — max, FC,=Z,=b"y — min,
C,:Ax<b, C:Aly>c,
x>0, y=0,
xXeR". yeR".

Przyktad

Majac zadanie prymalne, okresl zadanie dualne.
Zmienne: xi, X, X3 V1, V2

FCp=fx1, x5, x3) = 3x1 + 2x, + 5x3 —> max, FCp=g(1, ) =15y, + 18y, > min,

C]ZX1+X2+2X3315, Cl:yl+y223,
C2:x1 +2X2+X3 < 18, C2:yl +2y2 22,
X1, X2, X3 2 Oa C3: 2)/1 +J’225=
yl,yzzo.

112 15 Y r |3
A= , b= 2l e=[325], A"=[12], b =[1518], ¢' =|2].

121 18

21 5
Twierdzenia

1. Zadanie pierwotne jest zadaniem dualnym do swojego zadania dualnego.

195K . Kukula (red.), Badania operacyjne w przyktadach i zadaniach..., op.cit., s.59.
1 W. Sikora (red.), Przyklady i zadania z badar operacyjnych i ekonometrii..., op.cit.,
rozdz. 1.3.
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2. Jezeli zadanie prymalne jest zadaniem na maksimum, to zadanie dualne jest na
minimum.

3. Ilo$¢ zmiennych w zadaniu prymalnym jest rowna ilosci ograniczen w zadaniu
dualnym.

4. Tlo$¢ ograniczen w zadaniu prymalnym jest rowna ilosci zmiennych w zadaniu
dualnym.

5. Wspotczynniki stojace przy zmiennych w funkcji celu w zadaniu prymalnym sa
wyrazami wolnymi w ograniczeniach zadania dualnego i na odwrot.

6. Macierz wspotczynnikow ograniczen w zadaniu dualnym jest rowna transpono-
wanej macierzy wspotczynnikéw ograniczen zadania prymalnego.

7. Znak nierdbwno$ci w ograniczeniu zadania prymalnego jest zwiazany ze znakiem
odpowiedniej zmiennej w zadaniu dualnym. Znak zmiennej zadania prymalnego jest
zwiazany z odpowiednim znakiem nierdwnosci w ograniczeniu zadania dualnego.

8. Naturalne ograniczenia z zadania prymalnego przechodza na naturalne ograni-
czenia zadania dualnego. Nienaturalne na nienaturalne.

Tabela 2.8.1
Ograniczenia naturalne
Zadanie na: Znak ograniczenia Znak zmiennej
Maksimum < >
Minimum > >

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne.

9. Jezeli istnieje rozwiazanie optymalne zadania prymalnego, to istnieje rowniez
rozwiazanie zadania dualnego i oba rozwiazania daja t¢ sama warto$¢ funkcji celu.

10. Jezeli w zadaniu prymalnego i-te ograniczenie ma posta¢ réwnania, to i-ta
zmienna w zadaniu dualnym jest dowolna co do znaku. Jezeli j-ta zmienna zadania pry-
malnego jest dowolna co do znaku, to j-te ograniczenie zadania dualnego ma postac
roéwnania.

11. Jezeli dla optymalnych rozwiazan dopuszczalnych zadania prymalnego i dual-
nego k-te ograniczenie dowolnego zadania jest spetnione z ostra nieréwnoscia, to odpo-
wiadajaca mu k-ta zmienna w zadaniu dualnym jest spetniona z réwnoscia.
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Rozwiazanie graficzne manualne zadania dualnego.

0,5
AN
\\
N
N\C (3)
N\
X
\\
N
3 N\
SN (1) N\
Ty ™~
>\\ N
\\\ < NG
\\ N \\
?C\ N \\
175, SIS SN
1t 78, SN 2,1
! ] 2) 4 s TN ~—
0,80 ~— \T \§~Q
0,60 — §\\
0,40 ~—
0,20 —
~— | ~0
00 2,0 25 3.0

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu; siatka komputerowa 25x25, przy czym siatka
rzeczywista kolumn 0,12, a wierszy 0,20; o$ odcigta y; a of rzedna y,.

Wykres 2.8.1. Graficzne rozwiazanie zadania dualnego

(1.33)=(3.0). 2, =g(¥.71)=45.

Warunki rozwiazania (y1 Vs ):

Ci:3+0=3, (x,#20), Cx3+0>2, xn=0GC:6+0>5,
x,=0.

Z obliczen zadania dualnego wynika, ze:

C, i C; zadania dualnego sa spetnione z ostra nieréwnoscia, zatem x, =
= x; = 0w zadaniu prymalnym.

Poniewaz wedtug twierdzenia 9.Z,, = Z, = f(x1, X2, X3) = 3% + 2xz +
+5x3 = 3x; ++ 0+ 0 =45, zatem x, = 15 w zadaniu prymalnym.
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Tabela 2.8.2

Przykladowa interpretacja zadania prymalnego i dualnego

zp

ZD

W jakich ilo$ciach produkowac
wyroby, by maksymalizowac¢ zysk?

Jakie powinny by¢ minimalne ceny dualne zasobow, by
zysk byt wigkszy lub rowny cenie wyrobow.

Ograniczenia — zuzycie zasobu i
musi by¢ mniejsze lub réwne dostgp-
nej ilosci tego zasobu.

Ograniczenia — ceny dualne ilo$ci zasobow potrzebne na
wyprodukowanie jednostki wyrobu j musza by¢ wigksze
lub rowne cenie jednostki tego wyrobu.

Przyktadowa funkcja celu:

Zp=c- X — max

A, < b (ograniczenia)

x>0

Zp — dochdd ze sprzedazy wszystkich
wyrobow (max)

x — produkcja wyrobow j

¢ — cena jednostkowa wyrobow j

Przyktadowa funkcja celu:

Zp=b"-y - min

AT y> el

y=0

Zp — zuzycie wszystkich surowcow (min)
y —udziat zasobow i w cenie wyrobow j
b — dostgpna ilo$¢ jednostek zasobow i

Z 1t 6 d 1 o: Opracowanie wlasne.

Rozwiazanie komputerowe graficzne zadania dualnego.

Y2 Constraint:

Obiective Function:

Feasible Area:

OPTIMAL
SOLUTION

o, T
SRR
stateistiteletclitetots

butciatitetetetotetet
siatetatatotetetolitetotitotelet

e s

foris e
ey
s
s

<
%

bt

s

0BJ=45.00

Y¥1=3.00
Y2=0,00

2
e
I
Tasegetetet
oo a ettt tte?
et te ettt Attt etitetd
DL
252550
2

Tarereratyt
2
o
et

..
L

Z 16 d t o: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.

Wykres 2.8.2. Rozwiazanie graficzne zadania dualnego
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Przyktad
Rozwiaz zadanie decyzyjne z rozdziatu 2.5, formutujac zadanie dualne.
Procedura manualna rozwiazania zadania dualnego (ZD) bazuje na danych z przy-

ktadu zadania prymalnego (ZP) wykonywanego z zastosowaniem rachunku macierzo-
wego i funkcji Excela.

Zadanie prymalne (zamiana na posta¢ kanoniczna):

FC, :40x, +30x, — max, FC, :40x, +30x, + 0x; + 0x, + Ox, — max,
C, 4x+2x, <2000, C, 1 4x +2x, + 1x, = 2000,
C, :2x, +2x, <1400, C, 1 2x, +2x, +1x, = 1400,
C, : 3x, <1200, C, i 3x, +1x, = 1200.
X, x, 20. x;,x, 20.

Zadanie dualne (zamiana na posta¢ uzupetlniona w celu uzyskania macierzy jed-
nostkowej):

FC, :2000y, +1400y, +1200y, — min, FC, :2000y, +1400y, +1200y, + 0y, + 0y, + Ms, + Ms, — min,

C, 4y +2y, +3y, 240, C 4y, +2y, + y;— ly, + s, = 40,
C,:2y +2y, 230, C,:2y +2y, - Ly + 1s, = 30.
Vs Vs > 0.

gdzie: sy, s, — zmienne sztuczne,
Vs, ¥s — zmienne swobodne.

Rozwiazanie manualne zadania dualnego wspomagane komputerowo programem

Excel.
Tabela 2.83.
1 tablica simpleksowa (bazowa) do zadania dualnego
c; 2000 1400 1200 olo|m|m , )
Rozwigzanie
C» Zmienne s s b
bazowe Y1 Y2 Y3 Ya Ys 1 2
M S 4 2 3 -1 0 1 0 40
M S2 2 2 0 0 -1 0 1 30
Sumal z; 6M 4M 3M Ml -mMm1 M M FC:70M
kj=cj-zj 2000 -6M [1400-4M|[1200-3M | » | M [ 0 | O

Kolumna rozwiazujaca ze zmienna y.

Wiersz rozwiazujacy ze zmienna s,; okreslony poprzez obliczenia ®); (patrz podrozdz. 2.6)
Element (komorka) rozwiazujacy (centralny) — 4.

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Tabela 2.84

11 tablica simpleksowa (do zadania dualnego)

cj 2000 1400 1200 0 0 M M
[ Zmienne Rozwigzanie b ;
bazowe - y, Y1 Y2 Y3 Ya Vs S1 S2
2000 Y1 1 1/2 3/4 -1/4 0 1/4 0 10
M S, 0 1 -3/2 1/2 -1 -1/2 1 10
Suma z; 2000 | 1 000+M | 1 500-3/2M | -500+1/2M| -M | 500-1/2M | M | FC: 2000+10M
kj=cj-z; 0 400-M -300+3/2M | 500-1/2M | M | -500+3/2M| O

Kolumna rozwiazujaca ze zmienna y;.
Wiersz rozwiazujacy ze zmienna s,.
Element rozwiazujacy — 1.

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne, przykladowe zastosowanie rachunku macierzowego
wykonanego z zastosowaniem funkcji Excela.

W budowie II tablicy simpleksowej zastosowano przeksztatcenie tablicy bazowej
wedlug macierzowej postaci tablicy dla j-tej iteracji (tab. 2.8.5).

Tabela 2.8.5

Tablica simpleksowa ,,1” iteracji

Zmienne . .
c Rozwigzanie
bazowe
Xp/ B/-1 A B/-1 B/-1 b
Zj CbT B/-1 A ch B/-1 FC:CbT B/-1b
kj=Cj-Zj Cj'CbT B/-1 A _ch B/-1

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne, nawiazanie do tab. 2.3.2.
W odniesieniu do II tablicy simpleksowej (tab. 2.8.4) oraz danych z tabeli bazowej
przyktad ponizej przedstawia wyniki zastosowania funkcji Excela: MA-

CIERZ.ODW(...); MACIERZ.ILOCZYN(...), bazujacy na macierzy A, macierzy bazo-
wej I iteracji B,, wektorach: b, y,, ¢,.

4 2 3 4 2 40 Y 2000
A= , B,= , b= s Yy = €= >
2 20 21 30 S, M

¢=[2000 1400 1200 0 0 M M].

L 025 0 L 105 3/4 L [0
B, = , B'- A= : B'b=| |
-0,5 1 0 1 -3/2 10
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Obliczenie warto$ci w wierszu z; (jako sumy iloczynow a;; - c;).
Excel nie realizuje mnozenia przez M i dlatego liczymy manualnie warto$ci w wier-
szu z; oraz k; np. dla zmiennej y»:

z;=(1/2-2000) + (M - 1) = 1000 + M, k;= 1400 — (1000 + M) = 400 — M.
Dla odmiany trzecia, a zarazem ostatnig tablicg simpleksowa obliczono wedhug

sposobu elementu rozwiazujacego algorytmu simpleks. Procedurg postgpowania w tym
zakresie podano w podrozdz. 2.4.

Tabela 2.8.6
111 tablica simpleksowa (do zadania dualnego)
Cj 2000 | 1400 | 1200 0 0 M M
Rozwigzanie
Co Zmienne s s b;
bazowe y, Y1 Y2 Y3 Ya Ys 1 2
2000 Y1 1 0 3/2 -1/2 1/2 1/2 -1/2 5
1400 Y2 0 1 -3/2 1/2 -1 -1/2 1 10
Suma z; 2000 | 1400 | 900 | -300 | -400 | 300 400 FC: 24000
k= c¢-z 0 0 300 | 300 | 400 |M-300(M -400

Z r 6 d to: Opracowanie wtasne w Excelu.

Sprawdzenie, czy wystgpuje juz rozwigzanie optymalne: £ > 0 (dla wszystkich
zmiennych). i} .

Zatem mamy juz rozwiazanie optymalne: yl* =5; y, =10; y; = 0. Sprawdzmy
rozwigzanie manualne zadania dualnego, stosujac modut (LP) programu WinQSB (tab.
2.8.7).

Tabela 2.8.7
Raport kombinowany zadania dualnego
10:54:51 Friday December 7 2007
Decision [Solution |Unit Cost or | Total Reduced |Basis Allowable|Allowable
Variable [Value Profit C(j)  [Contribution |Cost Status Min. C(j) [Max. C(j)
11Y1 5 2000 10 000 0 Basis 1400 2200
2|Y2 10 1400 14 000 0 Basis 1200 2000
3[Y3 0 1200 0 300 Atbound [ 900 M
Objective [Function |(Min.) = 24 000
Left Hand Right Hand |Slack Shadow |Allowable|Allowable
Constraint [Side Direction Side or Surplus |Price Min. RHS[Max. RHS
1]C1 40 >= 40 0 300 30 60
2|C2 30 >= 30 0 400 20 40

Z 16 dto: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Nastapito potwierdzenie rozwiazania z ta sama wartoscia funkcji celu, jaka wysta-
pita w tab. 2.8.6. Rozwiazaniem dualnym do naszego zadania dualnego jest wczeSniej
obliczone wedtug rachunku macierzowego rozwiazanie prymalne (tab. 2.5.5), w ktérym
X, =300, x, =400. Pokazuje to tez tab. 2.8.7 w kolumnie Shadow Price.
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2.8.1. Pytania

1. Podaj zasady wprowadzania zmiennych swobodnych oraz sztucznych
do ograniczen i funkcji celu programu liniowego.

2. Okresl posta¢ kanoniczna wymienionych modeli matematycznych
programowania liniowego:

a)

FC: 9x; + 6x, > max,

Ci:dx; +2x, <100,

Cy: 6x; + 6x, <240,

C3Z 3X1 < 300,

X1, X2 > 0,

b)

FC: 9x; + 6x, > min,
Ci:4x +2x, > 100,
Cy: 6x1 + 6xp 2> 240,
C3Z 3X1 > 300,

X1, X2 > 0,

¢)

FC: 10x; +4x, + 2x3 — min,
C1: 2x1 +4x, > 140,

o 4x; + 6xp+x3 =280,

C3Z 6XQ + 2)C2 = 210,

X1, X2, X3 >0.

3. Zamien zadanie prymalne na dualne:
FC: 6x; +4x; + 10x3 —> max,

Ci: 2x1 + 2x +4x3 <30,

Co: 2x1 + 4y + 2x; < 36,

C3Z X1, X2,X3 >0.

4. Objasnij twierdzenia o dualnosci na przykladzie podanych zadan pry-
malnego i1 dualnego:

/P 7D

FCp: 3x1 + 2x, + S5x3 — max, FCp: 15y, + 18y, — min,
Ciixitx+2x3515, Ciiyi+»m23,

Coxp + 2x +x3 < 18, Cryr+2y,22,

X1, X2, X3 > 0. C3: 21+ 25,

5. Zinterpretuj na dowolnym przyktadzie ceny dualne rozwigzania pry-
malnego o znanej wartosci funkcji celu.
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2.8.2. Zadania

1. Okresl pierwsza tablicg bazowa do podanego modelu matematycznego:
FC: x| +x, + x3 > max,

C]Z X1t x; > 8,

Co: 2x1+xp +x3 =14,

Gsix1 +2x, <10,

X1, X2, X3 >0.

2. Wyznacz graficznie warto$ci zmiennych yy, y» do podanego modelu za-
dania dualnego:

FCp: 30y, + 36y, — min,

C]Z 2y1 + 2y2 > 6,

Co: 2y + 4, >4,

Cs: 4y + 2,210,

yi, 22 0.

3. Okresl tablicg bazowa oraz kolejna druga tablice simpleksowa do zada-
nia dualnego wedlug sposobu elementu rozwigzujacego:

FCp: 30y, + 36y, — min,

Ci:2y1+2), 26,

Cz: 2y1 + 4y2 > 4,

Cs: 4y + 2, > 10,

Yi, )2 >0.

4. Sformulyj zadania dualne do wymienionych zadan prymalnych:
a)

FCPZ 2X1 + S.X2 +x3—> l’Ilil’l,

C]Z 2X1 + X > 70,

Co: 3x1 + 2x +x3 > 140,

Csix1+3x, 2105,

X1, X2, X3 >0.

b)

FCPZ 2)C1 + 5% +x3 > max,
Ci: 2x1 + x, <70,

Cz: 3X1 + 2X2 + X3 < 140,
C3Z x1+ 3X2 < 105,

X1, X2, X3 >0.
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¢)

FCPZ 2x1 + 2x2 4 min,
Ci: 2x1 + x 2 20,
GCoix1 +2,5% 220,
C3Z SX1 + X > 20,

X1, X2 >0.

d)

FCp: 2x1 + 5xp + x3 = max,

Cli 2X1 +X2+2X3 < 70,

Cz: 3X1 + 2XQ + X3 < 140,

X1, X2, X3 >0.

5. Po zamianie przytoczonych zadan na zadania dualne rozwiaz przyktad
¢) z uzyciem algorytmu simpleks, stosujac rachunek macierzowy. Poréwnaj
otrzymane wyniki z uzyskanymi przy zastosowaniu modutu (LP) programu

WinQSB w ostatniej 3. iteracji ( y, = 0,75; y,=0,5).

Tabela 2.8.8

111 tablica simpleksowa (Simplex Tableau — Iteration 3)

Y1 Y2___[Y3_[Slack C1 [Slack C2

o cl) 20 20] 20 0 0[RHS |Ratio
Y1 20 1 0] 2,88 0,63 -0,25] 0,75
Y2 20 0 1] -0,75 0,25 05 05
CO-Z() 0 o] 225 75 5 25

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.
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2.9. Zagadnienia nieliniowe

By lepiej opisa¢ rzeczywistos¢, jaka wystgpuje w procesach gospodar-
czych, wprowadzono modele nieliniowe. Zadanie programowania nieliniowe-

go formutujemy jako'®’:

f(x)=f(x, x,, ..., x,) > min (lub max), g (x)=g,(x, x5, ..., x,) <0 lub >0,

=12, ..,r), Xps Xy yeens X,y 2 0.

Zatozenie: funkcje f1 g sa ciagle 1 przynajmniej jedna z nich nie jest linio-
wa. Program nieliniowy moze mie¢ postac:

— kanoniczng (wszystkie warunki ograniczajace sa rownosciami),

— standardowa (wszystkie warunki ograniczajace sa nierownosciami).

Nie wystepuje uniwersalna metoda rozwigzywania programéw nielinio-
wych. Rozpatrzymy metod¢ mnoznikoéw Langrange’a oraz metode polegajaca
na wprowadzeniu zmiennych nieistotnych.

2.9.1. Metoda mnoznikéw Lagrange'a

To metoda stosowana do programéw nieliniowych i1 nie gwarantuje jed-
nak uzyskania nieujemnych zmiennych decyzyjnych, co jest jej wada. Obej-
muje etapy:

1) Sprawdzenie, czy f(x) ma ekstremum bezwarunkowe, a jesli tak, to czy
jest tez ekstremum warunkowym, czyli spetnia ograniczenia. Wpierw wyzna-
czamy pochodne czastkowe funkcji celu f(x) wzgledem zmiennych decyzyj-
nych i przyréwnujemy do zera, a nastepnie okreslamy wyznacznik '**:

17 K. Kukuta (red.), Badania operacyjne w przykladach i zadaniach..., op.cit., rozdz. 6.
' Tbidem, s. 214.
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o’f o o f
Ox; 0x,0x, 0x,0x,
o° o’ f o’ f
det B Ox,0x, ox; 0x,0x, 0.
of  of o f
0x,0x,  Ox,0x, Ox,,

Sprawdzamy tez, czy wartosci minorow glownych macierzy sa dodatnie.
Jesli ekstremum bezwarunkowe spetnia warunki, to przyjmujemy jako roz-
wigzanie minimum wartosci x; z pierwszych pochodnych.

2) Przeksztalcenie funkcji celu w funkcje Lagrange’a (gdy ekstremum
bezwarunkowe nie spelnia ograniczen) poprzez wprowadzenie nieoznaczo-
nych mnoznikow /..

LxA) = f()+ Y Ag (x). 29.1)

3) Obliczamy pochodne czastkowe funkcji Lagrange’a wzgledem x;,
a takze 4;, przyrownujac je do zera. Rozwiazanie otrzymanego uktadu rownan
jest przewaznie rozwigzaniem optymalnym.

Przyktad
Zaktad gazowniczy rozsyta gaz do dwoch cieptowni. Funkcja miesigcznych kosz-
tow eksploatacji sieci przesytowej gazu w zt okreslona jest jako:

f(x,,x,)=T7x] —5xx, +6x; —10x, — 6, +50.

Niech x; okresla wielko§¢ przesytu gazu do cieptowni pierwszej, a x, do drugie;j.
Chcemy zminimalizowa¢ koszty przesylu gazu, ktorego miesigczna produkcja wynosi 60
tys. m’.

Procedura jest nastgpujaca:

a) Szukamy minimum funkcji przy ograniczeniu g;(x;, x,) = x; + x, = 60 i warun-
kach brzegowych xi, x, > 0:

1:14)61—5)62—10:0, 1:—5x1+12x2—6=0.
OX, ox,
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W rozwiazaniu tego ukladu rownan skorzystajmy ze wzoréw Cramera jako ilora-
26w wyznacznikoéw macierzy'*’:

14 -5 10 -5 14 10
A =143, A= =150, |A,|= =134,
12 6 12
A 150 A 134
X, =—F, x]:_: 9057 X :_2, X. :_:0,94-
N 143 vy ’ 143
Punkt ekstremum bezwarunkowego: (xi, x;) = (1,05; 0,94).
b) Okreslamy macierz drugich pochodnych i obliczamy wyznacznik:
o f of
6x21 0ox, X, 14 -5
B= = , |B| =143 > 0.
of of -5 12

2
0ox,x, ox’,

Poniewaz minory gldwne tej macierzy (14; 12) > 0, funkcja celu f osiaga minimum
w (x1, x2) = (1,05; 0,94).

Mamy jednak warunek ograniczajacy gi(x;, x2) = x; + x, = 60, do ktorego podsta-
wiamy wspotrzedne punktu i sprawdzamy ekstremum warunkowe:

1,05 + 0,94 = 1,99 < 60.

Zatem punkt ten nie jest ekstremum warunkowym funkcji celu f (xy, x,) dla warun-
ku:

gi(x1, x2) = 60.
¢) Tworzymy funkcj¢ Lagrange’a:

L(x,,%,,4) = Tx} —5x,%, +6x5 —10x; —6x, + 50+ A(x, +x, — 60).

d) Okreslamy pochodne czastkowe funkcji L, otrzymujac uktad trzech réwnan
o niewiadomych x1, x,, 4:

a—L=l4x1 —5x, -10+A =0, a—L:—5x1+12x2—6+k=0,
ox, 0.

X, O\

Po odjgciu dwoch pierwszych réwnan otrzymujemy:
19x; — 17x, =4,
X1+ x, =60, z tego rdbwnania x; = 60 -x,.

Po podstawieniu do rownania 19x; — 17x, = 4 otrzymamy x, = 31,56 tys. m’. Wobec
tego:

x; =60 —31,56 = 28,44 tys. m’.

T Jurlewicz Z.Skoczylas, Algebra liniowa..., op.cit, s. 84.
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¢) Obliczmy miesi¢czne koszty eksploatacji sieci przesytowej gazu do dwoch cie-
ptowni, podstawiajac wyniki do funkcji celu:

f(x,,x,)=7-28,44" —5.28,44-31,56 +6-31,56° —10-28,44—6-31,56 + 50 = 6676,45 7]

Przyktad

Rozwiazmy zadanie programowania nieliniowego, uwzgledniajac pomyst przykta-
du w publikacji pod redakcja M. Lipiec-Zajchowskiej'”, lecz do rozwiazania zastosuj-
my modut (NLP) (Nonlinear Programming) programu WinQSB.

Nasze zadanie dotyczy wyboru powtoérzen reklamy firmy. Do wyboru mamy n = 4
czasopisma, w ktorych chcemy te reklamy umiesci¢. Zasigg reklamy zalezy od naktadu
danego czasopisma oraz czgstotliwos$ci pojawienia si¢ w nim reklamy. Chcemy, aby ten
zasigg byl maksymalny. Interesuje nas, ile zamieszczen reklamy powinno si¢ znalezé
w kazdym z czasopism, aby dotrze¢ do jak najwigkszej liczby czytelnikéw, biorac pod
uwagg ograniczony fundusz, jaki na ten cel posiadamy.

Oznaczmy:

A — fundusz przeznaczony na reklamg — 100 tys. zt,

a; — koszt zamieszczenia jednej reklamy w j-tym czasopi$mie,

b; — minimalna liczba zamieszczen reklamy w j-tym czasopi$mie, d; — maksymalna,
X; — zmienna decyzyjna — liczba zamieszczen reklamy w j-tym czasopi$mie,

fi(x;) — zasigg reklamy (liczba czytelnikéw j-tego czasopisma):

Jx)=¢ x =1 'xfz’
¢; — maksymalny zasieg reklamy w j-tym czasopi$mie, gdy pojawita si¢ ona tylko

raz,
r;— tempo spadku przecigtnego zasiegu reklamy w przypadku powtorzen.

Tabela 2.9.1
Zasieg reklamy w czasopismach
Czasopismo j a4 G 7 b; d;
P / [tys. z1] [tys. czytelnikow] ! ! !
1 5 50 5 0 5
2 8 100 8 0 5
3 15 120 10 0 5
4 20 180 10 0 5

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne na podstawie: M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspoma-
ganie procesow decyzyjnych, t. 3: Badania operacyjne, Wydawnictwo C.H. Beck, War-
szawa 2003, tabl. 3.6.

170 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 3: Badania
operacyjne..., op.cit. rozdz. 3.3.
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Sformutowanie zadania decyzyjnego programowania nieliniowego — funkcja celu
i ograniczenia:
n

Fc;zzzj‘/_(x/_)—)max, Zaj-ijA, b;<x;<d;, x;—calkowite, j=12,..,n.

Jj=1 j=1
FC:Z=50-x,—-5-x"+100-x,-8-x," +120-x, —10-x,’ +180-x, —10-x,",
C:5-x +8x,+15-x, +20-x, <100.

Jest to zatem zadanie programowania nieliniowego catkowitoliczbowego. Sformu-
hijmy teraz zadanie decyzyjne z zastosowaniem modutu (NLP).

Tabela 2.9.2
Sformutowanie nieliniowego zadania decyzyjnego wedtug rotacji modutu (NLP)

NLP REKLAMA | 4] 1

OBJ / Constraint / Variable Bound
Maximize 50" X 1-5*X1/2+100* X 2-8* X 2"2+120*X 3-10* X 3"2+180* X 4-10* X 4"2
C1 5*X1+8*X2+15* X 3+20*X4<=100
X1 >=0, <=5
X2 >=0, <=5
X3 >=0, <=5
X4 >=0, <=5

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w (NLP), program WinQSB.

W module (NLP) nie ma opcji ustawienia catkowitoliczbowos$ci. Zatem wynik
z rozwiazania sumarycznego zaokraglimy do liczby catkowitej (tab. 2.9.3).

Tabela 293
Rozwiqzanie sumaryczne
09-21-2007 Decision Variable Solution Value
11X1 4,6352 5
2|X2 4,7745 5
3|X3 2,4999 2
4{x4 0,0532 0
Maximized Objective Function = 666,4647

Z 16 d1o: Opracowanie wilasne, modut (NLP).

Zasigg reklamy (bez uwzglednienia zaokraglenia czgstosci publikowania) wynosi
666 tys. czytelnikow. Sprawdzmy jeszcze nasze ograniczenie:

C :5-x +8-x,+15-x +20-x, =5-5+8-5+15-2+0 =95 <100.
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Przyktad
Zastosujmy teraz dodatek Solver programu Excel do rozwiazania poprzedniego

przyktadu z programowania nieliniowego, lecz z okre$leniem catkowitoliczebnosci
zmiennych X, X5, X3, X;.

Kroki postgpowania:

a) Sformutowanie zadania w arkuszu kalkulacyjnym (zainicjowanie komorek zmie-
nianych jako wartosci zerowe, w komorkach obliczanych wpisujemy wyrazenia jak
w tab. 2.9.4).

Tabela 294
Sformutowanie zadania decyzyjnego w arkuszu kalkulacyjnym
0 | =(50*$B$2-5"$B$2"2)+(100*$B$3-8*$B$32)+(120*$B$4-10*$B$4"2)+(180*$B$5-10"$B$52) 1
X1 0 2
X2 0 3
X3 0 4
X4 0 5
C1 0 |=5*$B$2+8*$B$3+15*$B$4+20*$B$5 6
c2 PRAWDA =$B$6<=100 7
Parametry
w Solver: 8
Komorka celu: $AS$1 9
Roéwna: Maks 10
Eg:mérki zmienia- $B$2:$B$5 1
Komorki ograniczajace: B6 fundusz na reklame 12
Dla komérek B2, B3, B4, B5 po 3 ograniczenia np. $B$2catkowita; $B$2>=0; $B$2<=5 13
Dla spetnienia warunku catkowitoliczebno$ci zmiennych program dodaje symbol int 14
A B C D E F G H I J 15

716 d to: Opracowanie whasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.

b) Rozwiazanie z zastosowaniem dodatku Solver.
Przy prowadzeniu kryterium calkowitoliczebnosci otrzymujemy inna liczbg powto-

rzen w czasopismach i warto$¢ funkcji celu. Zasigg reklamy w stosunku do liczby czy-
telnikow jest jednak wickszy (tab. 2.9.5).
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Tabela 2.9.5

Raport wynikow z realizacji nieliniowego zadania decyzyjnego

Komorka celu (Maks)

Komodrka | Nazwa | Warto$¢ poczatkowa | Wartos¢ koncowa
$A%1 0 793
Komérki decyzyjne

Komoérka | Nazwa | Wartos¢ poczatkowa | Wartos¢ koncowa
$B$2 X1 0 1
$B$3 X2 0 3
$B%4 X3 0 2
$B$5 X4 0 2
Warunki ograniczajace

Komoérka | Nazwa Warto$¢ komorki Formuta Status Luz
$B%$6 C1 99($B$6<=100 Niewigzace 1
$B%4 X3 2|$B%4=catkowita |Wigzace 0
$B%2 X1 1/$B$2=catkowita |Wigzace 0
$B$2 X1 1($B$2>=0 Niewigzace 1
$B$2 X1 1($B$2<=5 Niewigzace 4
$B$3 X2 3[$B$3>=0 Niewigzace 3
$B$3 X2 3|$B$3=catkowita |Wiazace 0
$B$3 X2 3|$B$3<=5 Niewigzace 2
$B%4 X3 2($B$4>=0 Niewigzace 2
$B%4 X3 2|$B%4<=5 Niewigzace 3
$B%5 X4 2|$B$5<=5 Niewigzace 3
$B%5 X4 2|$B%5=catkowita |Wigzace 0
$B%5 X4 2|$B$5>=0 Niewigzace 2
Raport wynikéw Arkusz: [S284.xXs]S284

2007-09-21 18:15:04

Z 1 6 d to: Opracowanie wilasne z zastosowaniem dodatku Solver programu

Excel.

2.9.2. Wprowadzenie zmiennych nieistotnych

Metode nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a mozna stosowaé takze
do programéw nieliniowych o postaci standardowej, w ktorych wszystkie
ograniczenia sa nierownosciami. Zamieniamy nierownosci na réwnosci po-
przez wprowadzenie zmiennych nieistotnych u*.

Przyktad

Zaprezentujemy zagadnienie na przykladzie wczesniejszego zadania decyzyjnego,
zamieniajac ograniczenie rownosci na x; + x, < 60, co z kolei doprowadzamy do postaci
, , . . . ce . .2
réwnosci poprzez wprowadzenie zmiennej nieistotnej u”:
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Procedura:
a) Tworzymy funkcj¢ Lagrange'a dazaca do minimum:
L(x,,x,,A,u)= 7le -5x,x, + 6)622 —10x, —6x, + 50+ A(x, +x, + u’ —60).

Okreslamy pochodne czastkowe dla funkcji L, otrzymujac uktad czterech réwnan
o niewiadomych xy, x,, 4, w

oL oL
(1) —=14x,-5x,-10+ 1 =0, (2) — =-5x+12x, -6+ 1 =0,
X, Ox,
oL ) oL
(B) —=x+x,+u —60=0, 4) —=2Au=0.
oA oA

Rownanie 24u = 0 jest spetnione, gdy: 4 =0 lub u = 0. Przyjmujac u = 0, otrzyma-
my uktad trzech rownan:

(1) 14X1 - 5)62 + A= 10,
(2) —5x;+ 126, + 1= 6,
(3))C1 +XZ:60.

Skorzystajmy ze wzoréw Cramera, obliczajac wczesniej w Excelu wyznaczniki wy-
razeniem [=WYZNACZNIK.MACIERZY(...)]:

14 -5 1 10 -5 1
|Al=| -5 12 1 |=-36, A|=] 6 12 1 |=-1024,
11 0 60 1 0
14 10 1 14 -5 10
|A|=]-5 6 1 |=-1139, |A|=] -5 12 6 |=829,
1 60 0 11 60
|A,| -1024 |A,| -1136 |A,| 8296
X =tt=—T""=2844, x ="1=—T =315, A=t=—=-230,44,
Al -36 Al 36 A  -36

f(x,x,,A)= 7x12 =5xx, + 6)622 —10x, — 6x, + 50+ A(x, + x, — 60).
Po podstawieniu danych do réwnania otrzymujemy:
Sxy, x2, ) = 6676,45 zt.

UzyskaliSmy takie same wartosci zmiennych decyzyjnych oraz funkcji celu, jak
w warunku rownosciowym.

Sprawdzmy teraz warunek A= 0 przy podstawieniu #* = 1’ w uktadzie rownan:
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(1) 14x; — 5x, + 0u’'= 10,
(2) -5x; + 12x, + 0u'= 6,
(3) x; +x, + 1u'=60.

Obliczenia przeprowadzone w Excelu na obszarach arkusza kalkulacyjnego podano
w tab. 2.9.6:

Tabela 2.9.6
Macierze, wyznaczniki oraz wartosci zmiennych
4z )
Macierze Wyznacznik Wektor
14 -5 0 10
A= 5 12| o0 |Al = 143 6
1 1 1 60
10 5 0 Zmienne:
- A
A= s 2l o 1A = 150 N LY B
60[ 1 1 |Al
14 10 0 ‘Az‘
A= S G ) A = 134 x,==2l-0 04
1 60] 1 Al
A~ 14] 5] 10 ) Al
3 = -5 12 6 |As] = 8296 u'= =58,01
1 1|60 Al

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne z uzyciem funkcji WYZNACZNIK. MA-
CIERZY(...) Excela.

Wektor to wyrazy wolne uktadu réwnan.

Gdy A =0, to otrzymali$my wyniki x; = 1,05 oraz x, = 0,94, jak do wczesniej obli-
czonego ekstremum bezwarunkowego nieuwzgledniajacego ograniczenia x; + x, = 60.

Przyktad

Nieliniowe programy decyzyjne o postaci standardowej, gdy wszystkie ogranicze-

nia sa nier6wno$ciami, mozemy rowniez rozwiazywac, stosujac twierdzenia Kuhna-
171
-Tuckera .

Mamy nastepujace zadanie decyzyjne:

F(x,%,) =27 + x5 —2x, +4x, +8 — min, przy warunku: g(x;,X,) = X, +2x, <4,

oraz x;,x, 2 0.
funkcja Lagrange’a przybiera postaé:

L(x;, %y, A) = 2X; + x5 —2x, —4x, +8+ A(x, +2x, —4),

"' K. Kukuta (red.), Badania operacyjne w przykladach i zadaniach..., op.cit., rozdz.
6.1.2.
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a sze$¢ warunkow Kuhna-Tuckera sa nastgpujace:

oL
—=4x -2+4-v, =0,
0ox,

(D
oL
—=2x,-4+21-v, =0,
0x,

() vix, +vox, =0, () x,4+2x,—4+w=0, @ w=0, (5) x.,x, 20, (6) A>0.

Warunek drugi ma cztery kombinacje, np. v; = 0 oraz v,=0.

Warunek czwarty: w =0 lub A = 0.

Mozemy rozwiazywaé uktady rownan w poszczegdlnych kombinacjach, otrzymu-
jac w rozwiazaniu xi, x,, A, i oblicza¢ funkcje f (x;, x, 4). Z rozwiazan wybieramy te,
w ktorych funkcja celu przyjmuje wartos¢ ekstremalna.

Przyjmijmy na przyktad kombinacj¢: v; = 0, v, =0, w = 0, przy ktorej uzyskuje si¢
rozwiazanie optymalne'”?, co daje z pochodnych (1) i ograniczenia (3) réwnania:

4x;+0x, +1A =2, 0x; +2x, +21 =4, Ix; +2x, + 0L =4.

Rozwigzmy te rownania jako uktad rownan, stosujac dobrze nam juz znane wzory
Cramera i korzystajac pomocniczo z funkcji Exela:

Tabela 2.9.7
Macierze i obliczone wyznaczniki
Macierz: Wyznacznik: Wektor
4] 0 1 2
A= 0 2 2 |A|=-18 4
1| 2 0 4
2 0 1
A= 4 2 2 |A|=-8
4 2 0
4 2 1
A= | 0] 4| 2 |A,|=-32
1 4 0 -
4] 0 | 2
A= | O] 2 4 |A|=-4
1] 2 4

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne funkcjami Excela.

172 Ibidem, s. 220.
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f(x,x,A)= 2x12 -i—x22 —2x, —4x, +8-|—)L(xl +2x, —4),
f(xl,xz,l)=2~0,4421 +1,78? -2-0,44-4-1,78+8+0,22-(0,44+2-1,78—4) =3,56.

Jezeli w zadaniu decyzyjnym nie wszystkie warunki ograniczajace maja ten sam
zwrot nieréwnosci, to zmieniamy je, mnozac przez (-1)'”*. Gdy f{x) — max oraz g;(x) > 0,
to w podanych na przyktadzie warunkach (1) oraz (3) Kuhna-Tuckera zmieniamy kie-
runki nieréwnosci, czyli dodajemy v; oraz odejmujemy w.

2.9.3. Pytania

1. Wymien 1 objasnij etapy metody mnoznikow Lagrange’a, gdy program
nieliniowy ma posta¢ kanoniczna.

2. Podaj procedurg korzystania z modutu (NLP) programu WinQSB.

3. Dane jest rozwiazanie nieliniowego catkowitoliczbowego zadania de-
cyzyjnego w dodatku Solver programu Excel oraz raport wynikéw. Przeanali-
zuj informacje oraz sformutyj funkcj¢ celu, ograniczenie 1 warunki brzegowe
dla zmiennych.

Tabela 2.9.8
Zdefiniowanie nieliniowego zadania decyzyjnego

15870] =5*$B$2/2+10*$B$3/2-5*$B$2-20*$B$3+30 1

X1 32 2
X2 34 3
c1 200 |=2*$B$2+4*$B$3 4
Cc2 PRAWDA =$B$4>=150 5
Parametry w Solver: 6
Komorka celu: $A$1 7
Réwna: Min. 8
Komorki zmieniane: B2:B3 9
Komdrki ograniczajace: B4 10
Dla komérek: B2, B3 po 3 ograniczenia brzegowe np. $B$2<=100; $B$2=catkowita (int); $BS2> 11
A B | ¢ b | E | F | c | H [13

716 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.

173 Ibidem, s. 218.
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Tabela 2.99

Raport wynikowy

Komorka celu (Min)

Komérka Nazwa Wartos$¢ poczgtkowa Warto$¢ koncowa
$A%1 30 15 870
Komérki decyzyjne

Komérka Nazwa Wartos$¢ poczatkowa Warto$¢ koncowa
$B$2 X1 0 32
$B$3 X2 0 34
Warunki ograniczajace

Komérka Nazwa Warto$¢ komorki Formuta Status Luz
$B$4 C1 200{$B$4>=200 Wigzace 0
$B3$3 X2 34|$B$3>=0 Niewiazace 34
$B$2 X1 32|$B$2=catkowita Wiazace 0
$B$2 X1 32|$B$2<=100 Niewigzace 68
$B$2 X1 32|$B%$2>=0 Niewigzace 32
$B$3 X2 34|$B$3=catkowita Wiazace 0
$B$3 X2 34|$B$3<=100 Niewigzace 66
Microsoft Excel 8.0 Raport wynikéw Arkusz: [S284.xIs]S284-Problem (3)

Raport utworzony: 2007-09-23 12:07:23
Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem dodatku Solver programu Excel.

4. Napisz funkcj¢ Lagrange’a dla podanego programu nieliniowego
o funkcji celu dazacej do minimum i ograniczeniu, ktore jest nierownoscia,
wprowadzajac zmienna nieistotna.

FC: 5x,% + 2x1x2 — 4x,° — 8x) +4x, + 10 — min,
C]I x,+ 4XQ < 80,

X1, X2 > 0.

2.9.4. Zadania

1. Znajdz metoda mnoznikéw Lagrange’a rozwigzanie optymalne zada-
nia programowania nieliniowego catkowitoliczbowego, ktére okreslone jest
nastgpujaco:

FC:5x) +10x; —5x, —20x, +30 — max,
Ci: 2x1 + 4x; = 200.

Warunki brzegowe:
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x1 < 100,
x2 <100,
X1, X2 >0.

2. Rozwiaz zadanie pierwsze z zastosowaniem dodatku Solver programu
Excel. Sprawdz swoje wyniki z raportem (tab. 2.9.10).

Tabela 2.9.10

Raport z realizacji zadania programu nielinowego

Komérka celu (Maks)

Komorka Nazwa Warto$¢ poczatkowa Warto$¢ koncowa
$A$1 30 24030
Komorki decyzyjne

Komorka Nazwa Warto$¢ poczatkowa Warto$¢ koncowa
$B%$2 X1 0 0
$B%$3 X2 0 50
Warunki ograniczajace

Komorka Nazwa Warto$¢ komaorki Formuta Status Luz
$B$4 C1 200($B$4=200 Wiazace 0
$B$3 X2 50|$B$3>=0 Niewigzace 50
$B$2 X1 0|$B$2=catkowita Wiazace 0
$B$2 X1 0|$B$2<=100 Niewigzace 100
$B$2 X1 0[$B$2>=0 Wiagzace 0
$B$3 X2 50[$B$3=catkowita Wiazace 0|
$B$3 X2 50|$B$3<=100 Niewigzace 50
Microsoft Excel 8.0 Raport wynikéw Arkusz: [S284.xIs]S284-Problem (4)

Raport utworzony: 2007-09-23 12:34:48

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne dodatkiem Solver programu Excel.

3. Zastosyj funkcje Lagrange’a oraz warunki Kuhna-Tuckera w rozwiaza-
niu manualnym podanych zadan decyzyjnych. Poréwnaj wyniki z zamiesz-
czonymi rozwigzaniami Solvera.

_ 2 2 :
a) f(x,,x,)=x; +2x; —8x, +4x, +2 —min, g(x,%,) =23, +x, <8, X%, > 0.
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Tabela 29.11

Zdefiniowanie programu nieliniowego

4] =$B$2/2+2*$B$312-8*$B$2+4*$B$3+20 1

X1 4| 2]
X2 0] K
c1 8 =2*$B52+9BS3 [ 4
c2 PRAWDA  =$B$4<=8 e
Parametry w Solver: _6
Komorka celu: $AS$1 7]
Roéwna: Min _8
Komérki zmieniane: B2:B3 _9
Komodrki ograniczajace: B4 W
Dla komérek: B2, B3 ograniczenia brzegowe, np. $B$2>=0 ?
A | B [ C | D [ E [ F |13

Z 16 dto: Opracowanie wlasne dodatkiem Solver programu Excel.
Rozwiazanie: FC=4 x, =4 x, =0.

b) f(x,x,)=x +2x, —8x, +4x, +20 - max,  g(x,,x,)=2x +x, <80,

x,x,20.

Tabela 2.9.12

Zdefiniowanie programu nieliniowego

13140] =$B$2/2+2*$B$32-8*$B$2+4*$B$3+20 1

X1 ] 2
X2 30]| 3
Cc1 80| =2*$B$2+$B$3 [ 4
c2 PRAWDA  =$B$4<=80 [ 5
Parametry w Solver: _6
Komorka celu: $A$1 _7
Réwna: Max _8
Komérki zmieniane: B2:B3 _9
Komorki ograniczajace: B4 TO
Dla komérek: B2, B3 ograniczenia brzegowe, np. $B$2>=0 T
A | B | c [ o | e | F]|13

Z 16 dto: Opracowanie wlasne, dodatek Solver programu Excel.

Rozwigzanie: FC =1340, x =0, x, =80.
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2.10. Metody rozwigzywania zagadnien
transportowych

2.10.1. Zamkniete zagadnienie transportowe (ZZT)
— zastosowanie WinQSB

W danym zagadnieniu transportowym okreslamy:

— warunki dla dostawcow,

—warunki dla odbiorcow,

— warunki brzegowe,

— funkcje celu.

Algorytm transportowy jest procedura iteracyjna, rozpoczyna si¢
bowiem od poczatkowego rozwiazania dopuszczalnego, ktdre nastgpnie
jest poprawiane.

Wyznaczenie poczatkowego rozwiazania dopuszczalnego realizuje-
my miedzy innymi metodami:

a) Metoda kata pétnocno-zachodniego — starsza 1 pracochtonna.

W tej metodzie realizacja poczatkowego rozwiazania dopuszczalne-
g0 jest nastepujaca’

— rozpoczgeie wypetniania macierzy przewozow (x;) od klatki w le-
wym gdornym rogu, wpisujac do niej mniejsza 1los¢ (4, B;) odpowiadaja-
ca tej klatce,

— przesunigcie w prawo, gdy pierwszy towar nie zostal catkowicie
rozdysponowany lub w dot, gdy cala podaz tego dostawcy rozdzielono
odbiorcom a nastgpnie:

obliczenie kosztu transportu,
poprawianie macierzy przewozow w kolejnych iteracjach z punktu
widzenia celu, np. maksymalizacji lub minimalizacji kosztow.

b) Metoda minimalnego elementu macierzy, np. kosztow:
doprowadzamy, aby w kazdej kolumnie 1 w kazdym wierszu byto
zero poprzez odejmowanie minimalnych warto$ci w poszczegol-
nych wierszach a nastgpnie kolumnach,

174 1bidem, rozdz. 2.1.1.
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rozmieszczamy przewozy na trasach o koszcie najnizszym, czyli
zerowym, rozpoczynajac od klatki z jednym zerem.
Gdy przewozy sa w klatkach z zerami, mamy juz rozwiazanie
optymalne, a jesli nie, stosujemy dalej algorytm transportowy.
Przyktad
Dokonujemy rozmieszczenia przewozow, stosujac metod¢ minimalnego ele-

mentu macierzy — kosztu [z4/t]'".

FC: K(xi,») =40x;; + ... + 30x34 > min.

Tabela 2.10.1

Koszty jednostkowe, potrzeby cukierni oraz zapasy hurtowni

Cukiernie
Hurtownie A;
Cl Cz C3 C4
H, 40 30 40 10 80
H, 20 50 50 20 60
H, 20 30 50 30 100
B; 50 50 70 70 240

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne. Komorki inicjujace zaznaczono
kursywa.

Tabela 2.10.2

Odjecie od wartosci w klatkach wierszy kosztu najnizszego w danym wierszu

Cukiernie
Hurtownie A;
C G, Cs Cy
H, 30 20 30 0 80
H, 0 30 30 0 60
H; 0 10 30 10 100
B 50 50 70 70 240

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne. Komorki inicjujace zaznaczono
kursywa.

175 Ibidem, rozdz. 2.1.1.
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Tabela 2.10.3

Odjecie od wartosci w klatkach kolumn kosztu najnizszego w danej kolumnie

Cukiernie
Hurtownie A;
C (@) Cs Cy
H, 30 10 0 0 80
H, 0 20 0 0 60
H; 0 0 0 10 100
B; 50 50 70 70 240

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.

Tabela 2.10.4

Rozmieszczenie przewozow, rozpoczynajqc od wierszy/kolumn z jednym zerem

Cukiernie
Hurtownie A;
C G, C; Cy
H, 20 60 80
H, 25 25 10 60
H; 25 50 25 100
B; 50 50 70 70 240

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Rozwiazanie jest juz optymalne, poniewaz wszystkie przewozy sa w klatkach

Z zerami.

Tabela 2.10.5

Elementy obliczenia kosztu transportu

40 - 20 10 - 60
20-25 5025 20-10
20-25 30-50 50-25

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne.

Koszty transportu: Kj; = >, kosztOw przewozow.

K;=40-20+10-60+20-25+50-25+20-10+20-25+30-50+ 50 -25=6600 z.

Przyktad

Zastosowanie programu WinQSB do rozwigzania zagadnienia transportowe-
go.

W programie tym zmienne zapisywane sa jako np. X11, a typ zmiennej (Var.
T) moze by¢ nast¢pujacy: C — continuos (rzeczywiste), / — integer (calkowitolicz-
bowe), B — binarne.
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Tabela 2.10.6

Koszty jednostkowe, potrzeby sklepow oraz mozliwosci sktadnic

@) Sklep 1 Sklep 2 Sklep 3 Sklep 4 Sklep 5 Podaz a;
Sktadnica 1 4 5 4 8 3 120
Skfadnica 2 2 6 4 7 4 100
Sktadnica 3 6 3 3 5 4 90

Popyt b, 40 60 50 80 80 310

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wiasne.

Funkcja celu: FC: 4X11 + ... + 4X35 — min.
Warunki — podaz sktadnicy:
Cp: X11 + X12 + X13 + X14 + X15 =120,
Co: X21 + X22 + X23 + X24 + X25 =100,
Cs: X31 + X32 + X33 + X34 + X35 =90.
Warunki — popyt sklepow:
Cy: X11+X21 + X31 =40,
Cs: X12 + X22 + X32 = 60,
Cs: X13 + X23 + X33 =50,
Cy: X14 + X24 + X34 = 80,
Cg: X15 + X25 + X35 =80,

X;20 (i=1,2,3) (j=1,2,3,4,5) b=310 a=310.

Tabela 2.10.7

Zapis zagadnienia transportowego w programie WinQSB

Var. | X11 | X12 | X13 | X14 [ X15 | X21 | X22 | X23 | X24 | X25 | X31 | X32 | X33 | X34 | X35 | D | RHS
Min | 4 5 4 8 3 2 6 | 4 71416 3 3 51 4
C1 1 1 1 1 1 0010 0|10¢|0O0 0 0100 |=]120
c2 0 0]10¢(0O0 0 1 1 1 1 1 0 0 010 /|0 |=]100
C3 0 0]101|0O0 010(0]O0 010 1 1 1 1 1 [=1] 9
C4 1 0]101|0O0 0 1 0|0 010 1 0 0100 [=] 40
(65 0 1 0|0 010 1 0 0101|0O0 1 0100 ]|=] 60
Cc6 0 0 1 0 01010 1 01010 0 1 0|0 |= 50
Cc7 0 01]0 1 010 (0] O 1 0|0 0 0 1 0 |= 80
Cc8 0 0]10¢(0 1 0010 0 1 0 0 010 1| = 80
Low. | 0 0 010 0 0 010 010 (0] O 0]10¢|0O0
Upp. | M| M| M | M| M| M| M| M| M| M|M|M|M|M|M
Var. T.| 1 1 1 1 1 I 1 I 1 I I I 1 1 1

D — znak ograniczenia; Low. (LowerBound) — poziom dolny; Upp. (UpperBound) —
poziom gory.
Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne, wstepnie formatowanie danych w arkuszu kalku-
lacyjnym programu Excel, a nastgpnie import do programu WinQSB.
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Tabela 2.10.8

Rozwiqzanie sumaryczne zagadnienia transportowego w programie WinQSB

12-05-2006 | Decision Solution Unit Cost or Total Reduced Basis
11:21:11 Variable Value Profit C(j) Contribution Cost Status
1 Xl11 0 4 0 2 At bound
2 X12 40 5 200 0 Basis
3 X13 0 4 0 0 At bound
4 X14 8 0 1 At bound
5 X15 80 3 240 0 Basis
6 X21 40 2 80 0 Basis
7 X22 0 6 0 1 At bound
8 X23 50 4 200 0 Basis
9 X24 10 7 70 0 Basis
10 X25 0 4 0 1 At bound
11 X31 0 6 0 6 At bound
12 X32 20 3 60 0 Basis
13 X33 0 3 0 1 At bound
14 X34 70 5 350 0 Basis
15 X35 0 4 0 3 At bound
gdzie:

Decision Variable — zmienne decyzyjne,

Solution Value — warto$¢ rozwiazania,

Unit Cost or Profit C; — koszt jednostkowy,

Total Contribution — iloczyn wartosci i kosztu jednostkowego,

(Suma wartosci w kol. Total Contribution stanowi funkcjg celu FC = 1200 zt)
Reduced Cost oraz Basis Status — pojgcia z danej iteracji algorytmu transportowego.

716 d to: Opracowanie wlasne w programie WinQSB.

Przyktad

Zastosowanie metody kar dla tras niedopuszczalnych (nawigzanie do danych
w tabeli 2.10.6)

Trasy niedopuszczalne — M = 50

FC: 4X11 +5X12 +4X13 + 8X14 + 3X15 + 2X21 + 6X22 + 4X23 + 7X24 +
4X25 +MX31 + MX 32 +3X33 + 5X34 + 4X35 — min

Warunki brzegowe: X; > 0 (LowerBound) — minimalny popyt, X; < 80 —
UpperBound — maksymalny popyt.
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Rozwiqzanie sumaryczne dla M = 50

Tabela 2.10.9

Sum- Decision Solution Unit Cost or Total Reduced Basis
mary Variable Value Profit C(j) Contribution Cost Status
1 X11 0 4 0 3 At bound
2 X12 40 5 200 Basic
3 X13 0 4 0 1 At bound
4 X14 0 8 0 3 At bound
5 X15 80 3 240 0 Basis
6 X21 40 2 80 0 Basis
7 X22 20 6 120 0 Basis
8 X23 40 4 160 0 Basis
9 X24 0 7 0 1 At bound
10 X25 0 4 0 0 At bound
11 X31 0 50 0 49 At bound
12 X32 0 50 0 45 At bound
13 X33 10 3 30 0 Basis
14 X34 80 5 400 0 Basis
15 X35 0 4 0 1 At bound
FC: Objective Function (Min) 1230 zt

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w programie WinQSB.
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2.10.2. Przykiad zagadnienia transportowego
rozwigzanego w dodatku Solver

Tabela 2.10.10

Sformutowanie oraz rozwiqzanie zagadnienia transportowego

A B C D E F G H
Zaktady | Razem | Katowice | Bydgoszcz | Wroctaw | Gdansk | Warszawa| 7
21 300 0 0 0 80 220 8
22 260 0 0 180 80 0 9
Z3 280 180 80 20 0 10
A B | ¢ D E F G 11
Razem I 180 80 200 160 220 12
i 13
Popyt I 180 80 200 160 220 14
Zaktady | Podaz I Koszty jednostkowe przewozu (cj) 15
Z1 310 10 8 6 5 4 16
Z2 260 6 5 4 3 6 17
Z3 280 3 4 5 5 9 18
> 83 | 19 17 15 13 19 19
Koszt: | 3200 540 320 820 640 880 20
(180 - 3)

Komoérka docelowa B20

Minimalizacja kosztow wysytki

Komorki zmieniane C8:G10

Liczba wyrobow wysytanych z zaktadéw do hurtowni

w miastach

Ograniczenia

B8:B10<=B16:B18

Liczba wystanych <= produkcji podazy

Z 16 dto: Opracowanie wedtug przyktadu w dodatku Solver programu Excel.

Ponadto program Excel-Solver umozliwia uzyskanie raportow:
— tabela przewozow,
— warunki ograniczajace,

— raport wrazliwosci,

—raport granic.
Raport ,,Tabela przewozéw” zawiera tab. 2.10.11.
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Tabela 2.10.11

Tabela przewozow
Komoérka celu Nazwa Warto$¢ poczatkowa Wartos¢ .lfoﬁcowa
$B$20 Koszt przeyvozu: 33 funkeji celu
podaz 3200
Komorki decyzyjne Nazwa Wiﬁgf;g%::‘;l:))wa Wartos¢ koncowa

$C$3 Z1 Katowice 1

$D$8 Z1 Bydgoszcz 1

$E$8 Z1 Wroctaw 1

$F$8 Z1 Gdansk 1 80

$GS$8 Z1 Warszawa 1 220

$C$9 72 Katowice 1 0

$D$9 72 Bydgoszcz 1 0

$E$9 Z2 Wroclaw 1 180

$F$9 Z2 Gdansk 1 80

$G$9 72 Warszawa 1 0

$Cs10 73 Katowice 1 180

$DS10 Z3 Bydgoszcz 1 80

$ES10 Z3 Wroctaw 1 20

$F$10 Z3 Gdansk 1

$GS$10 73 Warszawa 1

Wartos¢ poczatkowa stanowi sumg kosztow dla ilosci zainicjowanych.
Z 16 d to: Opracowanie wedtug przyktadu w dodatku Solver programu Excel.

2.10.3.0twarte zagadnienie transportowe — OZT

Zagadnienie transportowe otwarte sprowadzamy do zamknigtego
poprzez wprowadzenie fikcyjnego odbiorcy, ktdrego zapotrzebowanie
jest réwne nadwyzce podazy nad popytem. W praktyce oznacza to naj-
czesciej, ze nadwyzka materialdw pozostanie w magazynach dostawcow,
co wymaga poniesienia dodatkowego kosztu magazynowania materiatu.
W funkcji celu minimalizuje si¢ faczne koszty transportu i magazynowa-
nia, a wigc rozpatrujemy zagadnienie transportowo-magazynowe.
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Przyktad
Opracowanie manualne otwartego zagadnienia transportowego (OZT)'™ do-

tyczacego przewozu cukru z hurtowni do cukierni.

Podaz, popyt oraz koszty jednostkowe

Tabela 2.10.12

Jednostkowe koszty Cukiernie
Hurtownie magazynowania Ci G (& Cy A
Cij
H, 2 40 30 40 10 150(120)
H, 5 20 50 50 20 60
H; 4 20 30 50 30 60
B 50 50 70 70 270(240)
Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.
Warunki ograniczajace dostawcow:
2 x; <150, Y X < 60, ¥ xy < 60, j=1,2,3,4.

Tabela 2.10.13

Wprowadzenie fikcyjnego odbiorcy roznicy towaru (270 — 240 = 30)
w celu zamiany zagadnienia OZT na ZZT

Cukiernie
Hurtownie A;
C G C3 Cy F (x:5)

H, 40 30 40 10 2 150

H, 20 50 50 20 5 60

H; 20 30 50 30 4 60

B; 50 50 70 70 30 270
Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne.

Warunki ograniczajace odbiorcow:
2 x;1 =50, 2 xp =50, 2 x3=170, 2 Xy =170, i=1,2,3.

Dodatkowo warunek dla odbiory fikcyjnego:

X15 + Xps5 + X35 = 30,

K(XU') = 40)(11 + ...+ 4X35 —> min,

X;5 — 1lo&¢ cukru, jaka pozostanie w magazynach dostawcow.

176 Ibidem, rozdz. 2.1.2.
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Przeksztalcona macierz kosztow — po odjeciu najmniejszego kosztu

w wierszach i kolumnach

Tabela 2.10.14

. Cukiernie
Hurtownie A;
C G (& Cy F
H, 23 2 0 0 0 150
H, 0 19 7 7 0 60
H; 1 0 8 18 0 60
B; 50 50 70 70 30 270

Z 16 d to: Opracowanie wlasne.
Tabela 2.10.15

Poczatkowe rozwiqzanie dopuszczalne
(wprowadzenie przewozow w klatkach z zerami)

. Cukiernie
Hurtownie A;
G G, (& Cy F (xis)
H, 70 70 10 150
H, 50 10 60
H; 50 10 60
B, 50 50 70 70 30 270

Z 1 6 d1o: Opracowanie wilasne.

Rozwiazanie jest optymalne: wszystkie przewozy w klatkach z zerami.

K=40-70+10-70+2-10+20-50+5-10+30-50+4-10=6110 zt

2.10.4. Zamkniete zagadnienie transportowe
— o niebilansujacych sie ilosciach w klatkach zerowych

Przyktad

Znajdujemy rozwiazanie optymalne'””:

Tabela 2.10.16

Koszty jednostkowe, zapotrzebowania wydziatow oraz zapasy magazynowe

Magazyn Wydziat A;
Wi W, Ws

M, 3 4 30

M, 5 40

M, 1 8 25

B; 30 30 35 95

Zr 6 dto: Opracowanie wiasne; dane umowne.

" W. Sikora (red.), Przyklady i zadania z badar operacyjnych i ekonometrii...,

op.cit., rozdz. 2.1.
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Tabela 2.10.17

. . *
Przeksztalcenie macierzy

Wydziat
Magazyn A;
W] W2 W3
M, 0 1 0 30
M, 0 3 0 40
M; 3 0 4 25
B; 30 30 35 95

" Odjecie od wierszy a nastepnie od kolumn najmniejszego kosztu przewozu
w danym wierszu/kolumnie.

Z 16 d to: Opracowanie wlasne.
Tabela 2.10.18

. . *
Poczqgtkowe rozwiqzanie dopuszczalne

Wydziat
Magazyn 4
W] WZ W3
M, 10 5 15 30
M, 20 20 40
M; 25 25
B; 30 30 35 95

" Ulokowanie przewozow w klatkach z zerami; rozpoczynamy od kolum-
ny/wiersza z jednym zerem.

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne.

Nie wszystkie ilosci sa w klatkach zerowych, czyli nie mamy pewnosci, ze
dana wersja rozwiazania jest optymalna. Skorzystajmy wiec z algorytmu simpleks
modutu (LP) programu WinQSB.

Tabela 2.10.19

Rozwiqzanie sumaryczne zamknietego zagadnienia transportowego

12-13-2007 |Decision Solution Unit Cost or [Total Reduced |Basis
14:27:10| Variable Value Profit C(j) Contribution  [Cost Status
11X 11 (0) 25 3 75 0|Basis
2|X12 (5) 5 4 20 0|Basis

3]X13 (26) 0 6 0 0]At bound
4]1X 21 (30) 5 2 10 0|Basis

5|X22 (0) 0 5 0 2|At bound
6]X23 (10) 35 5 175 0|Basis

7]1X31 (0) 0 4 0 4]|At bound
8|X32 (25) 25 1 25 0|Basis

9|X33 (0) 0 8 0 5]At bound

Objective  |Function (Min.) = 305

Uwaga: wystgpuje rozwigzanie alternatywne.
Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

504



W tabeli 2.10.19 podano rozwiazanie komputerowe przy zalozeniu rownosci
zaspokojenia popytu trzech wydziatdow oraz rownosci podazy dostaw z trzech ma-
gazynow. Program sygnalizuje istnienie rozwiazania alternatywnego (wyniki
w nawiasach) o funkcji celu wynoszacej 305. Rozwiazmy zagadnienie transporto-
we manualnie, korzystajac z metody potencjatow.

Metoda potencjalow (opieramy si¢ na danych z tab. 2.10.16) 178

Tabela 2.10.20

. . . . . *
Rozwiqzanie metodq minimalnego elementu macierzy

Magazyn Wydziat 4,
Wi W, W
M, 3(25) 4(5) 6(X) X
M, 2(5) 5(X) 5(35) X
M; 4(X) 1(25) 3(X) X
B X X X

"Rozpoczynamy od minimalnego kosztu jednostkowego w macierzy kosztow,
czyli od przewozu od M; do W,.

Z 16 dto: Opracowanie whasne.
Ki=3-25+4-5+2-5+5-35+1-25=305.
Sprawdzenie: czy otrzymane rozwiazanie jest optymalne.

Tabela 2.10.21

Zmienne dualne dla tras bazowych a; + f; = ¢;;

Wydziat
Magazyn [24
W| W2 W3
M, 3 4 6 0
M, 2 5 5 -1
M; 4 1 8 3
5 3 4 6

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Kryteria optymalnosci:
zero (X) dla tras bazowych; dla pozostalych A; = c;— a; — f szukamy kry-
teriow ujemnych dla komoérek niebazowych

X X 0
X 2 X
4 X 3

178 Tbidem.
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W naszym przypadku nie wystgpuja kryteria ujemne, zatem mamy
juz rozwiazanie optymalne. Gdyby wystapily, to przesuwamy w petli
wartosci wezesniejszego rozwiazania bazowego w kierunku kryterium
ujemnego, tak aby suma w wierszach i kolumnach nie ulegta zmianie.

Przyktad
Wystepowanie kryterium ujemnego

Tabela 2.10.22

Koszty jednostkowe, potrzeby wydziatow oraz zapasy magazynowe

Wydziat
Magazyn A;
W W, W
M, 7 40
M, 5 50
M, 3 30
B, 20 30 70

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Przeksztalcenie macierzy (wedlug metody minimalnego elementu macierzy
w wierszach oraz kolumnach)

Tabela 2.10.23

Wstepne rozmieszczenie przewozow w klatkach zerowych

Magazyn /4 W, w; A;
M, 5 10 30 40
M, 4 50 50
M, 0 10 20 39
B; 20 39 70

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Obliczamy koszt wedhug kosztéw jednostkowych macierzy przeksztatconej:

Sprawdzenie optymalnosci:
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Tabela 2.10.24

Zmienne dualne dla klatek bazowych wedtug: c; = a; +

B

a;
10 30 |4 X 0
X X |0 50 -7
10 X |2 20 -5
5 0 7

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wiasne w Excelu.

Kryteria dla klatek niebazowych

Tabela 2.10.25

» i
X X [4 - 3 0
4 6 10 [0 X 7
0 X 6 |2 X v 5
B 5 0 7

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Obliczenie kryterium wedlug wzoru: 4; - c;— o; — f, np. trasy M, — Wi:

=4-0-7=-3.

ij_

Pojawita si¢ klatka z kryterium ujemnym. Przesuwamy warto$¢ 10 z klatki
zmiennej X|; (na przecigciu M, i W)) w kierunku kryterium (-3) i nastgpnie odej-
mujemy 10 od wartosci 20 w klatce zmiennej X33, dodajac 10 w klatce zmiennej

X;1.
Tabela 2.10.26
Przesuniete wartosci przewozow

Magazyn Wi W, /83 A;
M, 5 X 30 |4 10 40
M, 4 X X |0 50 =
M; 0 20 X |2 10 B
B 20 30 20

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Ponownie sprawdzenie optymalnosci:

Tabela 2.10.27

Zmienne dualne dla klatek bazowych wedltug: ¢; = a; +

Q;
5 X 30 |4 10 0
4 X X |o 50 4
0 20 X |2 10 2
B 2 4

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Tabela 2.10.28

Kryteria dla klatek niebazowych wedtug: Aj=c;— a;— B

Q;
5 3 X |4 X 0
4 6 7 0 X -4
0 X 3 2 X -2
5 2 4

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Kryteria sa dodatnie, tak wigc rozwiazanie jest optymalne. Koszt wedhug ma-
cierzy przeksztatconej:

K;,=0-30+4-10+0-50+0-20+2-10=60.

Koszt wedtug macierzy bazowej (danych wejSciowych) — tabela 2.10.22:
K=2-30+6-10+1-50+3-20+5"-10=280.

Program WinQSB rozwiazuje powyzsze zagadnienie transportowe w szesciu
iteracjach. Kolejne rozwiazania dla zmiennych oznaczonych jako X11, ... , X33
podano w tab. 2.10.29.

Tabela 2.10.29

Zestawienie rozwiqzan w kolejnych iteracjach

Iteracja X11 X12 X13 X21 X22 X23 X31 X32 X33
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 50 0 0 0
3 0 30 0 0 0 50 0 0 0
4 0 30 0 0 0 50 20 0 0
5 0 30 0 0 0 50 20 0 10
6 0 30 10 0 0 50 20 0 10

Z 16 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP), program WinQSB.
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Otrzymane komputerowo rozwiazanie w iteracji szostej jest identyczne z uzy-
skanym manualnie (tab. 2.10.26).

Przyktad

Okreslmy rozwiazanie optymalne metoda potencjatow. Porownajmy wyniki
z otrzymanymi z WinQSB

Tabela 2.10.30

Koszty jednostkowe transportu, zapotrzebowania montowni
oraz mozliwosci magazynow

Montownie
Magazyn A;
M, M, M; My
M, 7 15 16 0 100
M, 12 11 8 4 200
M, 5 13 9 10 100
B, 120 70 80 130

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Rozwiazanie manualne — przeksztalcenie macierzy:

wedlug wierszy:
7 15 16 0
8 7 4
0 8 4 5

wedhug kolumn:

7 8 12 0
8 0 0
0 1 0 5

Tabela 2.10.31

Rozmieszczenie przewozow

K 100
7 8 12 0
200
8 0 0 0
100 X K 166
0 1 0 5

126 70 %0 136

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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Tabela 2.10.32

Sprawdzenie optymalnosci”

i
b 0

7 8 12 0
0

8 0 0 0
I .

0 1 0 5

Bi 7 0 0 0

* Zmienne dualne dla klatek bazowych ¢; = o; + f;.
Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Tabela 2.10.33
Kryteria dla klatek niebazowych wedtug: A = c;; — a; — B;

1 2 3 4 0

1 @ 0
7 8 12 0

2 0
8 0 0 0

3 X 7
0 1 0 5

B 7 0 0 0

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu, przyktadowo: Ay, = 8 — (0 + 7).

Kryteria sa dodatnie, zatem rozwiazanie jest optymalne. Koszt wedlug klatek
bazowych (zob. tab. 2.10.30) i rozmieszczenia przewozow (tab. 2.10.31):

Ki=7-20+0-80+11-70+8-80+4-50+5-100=2250 zt.
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Tabela 2.10.34

Komputerowe rozwiqzanie sumaryczne

2006-12-05 Variable Solution Unit Cost C(j) Total
1 X11 20 7 140
2 X12 0 15 0
3 X13 0 16 0
4 X14 80 0 0
5 X21 0 12 0
6 X22 70 11 770
7 X23 80 8 640
8 X24 50 4 200
9 X31 100 5 500
10 X32 0 13 0
11 X33 0 9 0
12 X34 0 10 0

Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (LP), program WinQSB.

Widzimy, ze wyniki rozwiazania komputerowego pokrywaja si¢ z rozwiaza-
niem manualnym.

Przyktad
Rozwiaz zagadnienie transportowe dostawy paszy przez hurtownie do sktad-
nic rolniczych.

Tabela 2.10.35

Koszty jednostkowe, zapasy hurtowni oraz zapotrzebowanie
sktadnic rolniczych

Hurtow- Sktadnica rolnicza N Koszt
nia S S S5 magazynowania
H, 5 4 5 700 1
H, 4 8 7 500 5
H; 6 4 7 800 6
B; 400 600 500 2 000(1 500)

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

FC: 5X|1 + 4)(]2 + 5)(]3 + 4XQ1 + SXQz + 7)C23 + 6X3| + 4X32 + 7X33 — min.

Warunki ograniczajace dla dostawcow:
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Z X1 < 700, Z Xoj < 500, Z X3 < 800,

x11+x12+x13s700, X21 +x22+x23£500, X31+X32 +X33S800.

Warunki dla odbiorcow:
X11 + X2 +x3, = 400,
X12 + X + X3 = 600,

X13 +.X'23 +X33 =500.

Tabela 2.10.36
Wprowadzenie fikcyjnego odbiorcy

Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
S S S5 F (xi)
H, 5 4 5 1 700
H, 4 8 7 5 500
H; 6 4 7 6 800
B; 400 600 500 500

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne.
Dodatkowo warunek dla odbiorcy fikcyjnego:

X14 + X24 + X34 = 500.

Kiijy = 5x11 T 4x12 + Sxp3 + x14 + 4xay + 8xpn + Txoz + 5xp4 + 6x31 + 4xzp + T3z +
+ 6x35 — min,

x;4 — 1l08¢ paszy jaka pozostanie w hurtowniach.

Tabela 2.10.37

Przeksztalcona macierz kosztow (odjecie minimum od wierszy)

Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
S S Ss F (xi)
H, 4 3 4 0 700
H, 0 4 3 1 500
H; 2 0 3 2 800
B, 400 600 500 500 2 000

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Przeksztalcona macierz kosztow (odjecie minimum od kolumn)

Tabela 2.10.38

Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
M Sy S; F (xig)
H, 4 3 1 0 700
H, 0 4 0 1 500
Hs 2 0 0 2 800
B; 400 600 500 500 2 000

Z 16 dto: Opracowanie wasne w Excelu.

Tabela 2.10.39

Poczqtkowe rozwiqzanie dopuszczalne
(wprowadzenie przewozow w klatkach zerowych)

. Skiadnica rolnicza
Hurtownia 4;
Si S S5 F (xi4)
H, 200 500
H, 400 100
H; 600 200
5

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Wstepnie rozwiazanie nie jest optymalne, bo przewdz H; —S; nie jest w klatce

zerowe;.

K;=5-200+1-500+4-400+7-100+4-600+7-200=7600.

Sprawdzenie analityczne: czy rozwiazanie jest jednak optymalne.

Zmienne dualne o; + = c;

Tabela 2.10.40

Sktadnica rolnicza
Hurtownia
M M S3 F (xi) i
H, 5 (x) 4 (x) 5 (200) 1 (500) 0
H, 4 (400) 8 (x) 7 (100) 5 x) 2
H; 6 (x) 4 (600) 7 (200) 6 (x) 2
5 2 2 5 1

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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Kryteria optymalnosci:
zero dla tras bazowych x

dla niebazowych obliczamy 4; = ¢;— o; — f; 1 szukamy kryteriéw ujem-

nych.
3 2 X X
X 4 X 2
2 X X 3

Rozwiazanie jest jednak optymalne, gdyz nie ma kryteriéw ujemnych.

Przyktad

Okre$lmy minimalny koszt transportu towaréw z hurtowni do sktadnic rolni-
czych, gdy popyt rowna si¢ podazy.

Tabela 2.10.41

Koszty jednostkowe, zapasy hurtowni i potrzeby skladnic rolniczych

gdy B; = 4,
Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
Sl SZ S3
H, 5 4 5 200
H, 4 8 7 500
H; 6 4 7 800
B; 400 600 500 1500

Z 1 6 d to: Opracowanie wilasne; dane umowne.

FC: 5X11 + 4x12 + 5x13 + 4.X21 + 8X22 + 7X23 + 6.X31 + 4.X32 + 7X33 — min.

Warunki ograniczajace dostawcow:

Warunki dla odbiorcow:
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X1+ x12 +x13= 200,

Xp1 + X5 + X3 = 500,

X31 T X3t X33 = 800.

X1y + X1 +x3; = 400,
X1z + X2 + X3 = 600,

X13 +)C23 +)C33 =500.




Przeksztalcona macierz kosztow:

Tabela 2.10.42

Odjecie minimalnej wartosci w wierszach

Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
S; S, S;
H, 1 0 1 200
H, 0 4 3 500
H; 2 0 3 800
B; 400 600 500 1500

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.

Tabela 2.1043

Odjecie minimalnej wartosci w kolumnach

Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
Sl Sz S3
H, 1 0 0 200
H, 0 4 2 500
H; 2 0 2 800
B, 400 600 500 1500

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Tabela 2.10.44

Poczqtkowe rozwiqzanie dopuszczalne

Sktadnica rolnicza
Hurtownia A;
Sl Sz S3
H, 200
H, 400 100
H; 500 300
B;

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Wstepne rozwiazanie nie jest optymalne, poniewaz nie wszystkie przewozy sa
w klatkach zerowych.
Ki=5-200+4-400+8-100+4-500+7-300="7500 zt.

Sprawdzenie analityczne, czy rozwiazanie jest optymalne wedlug komorek
bazowych (z podang ilo$cia przewozow).
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Tabela 2.10.45

Zmienne dualne a; + = c;;

Sktadnica rolnicza
Hurtownia o;
S 1 Sz S3
H, 5 (x) 4 (x) 5 (200) 0
H, 4 (400) 8 (100) 7 (x) 6
H, 6 (x) 4 (500) 7 (300) 2
5 -2 2 5

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Kryteria optymalnosci:
zero dla tras bazowych, ktore oznaczamy jako x,
dla pozostatych A; = ¢;— o; — . Szukamy kryteriéw ujemnych dla komo-
rek niebazowych.

X
x — 1 -4
(100) J_
8 x T v X

Tabela 2.10.46

Poprawa rozwiqzania bazowego wedlug wskazania strzatkq kryterium ujemnego
(-4), przesuwajqc ilos¢ ,, 100" do (H,=S3) i dalej korygujac ilosci w petli

Sktadnica rolnicza
Hurtownia o
S 1 Sz S3
H, 5 (x) 4 (x) 5 (200)
H, 4 (400) 8 (x) 7 (100)
H; 6 x) 4 (600) 7 (200)
B

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Liczenie ponowne zmiennych dualnych dla skorygowanych ilosci a; + ;= c;;.

8-100+7-0+4-500+7-300=4900,
8:-0+7-100+4-600+7-200=4500,
4900 — 4500 = 400.
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Zmienne dualne

Tabela 2.10.47

Sktadnica rolnicza
Hurtownia a;
S] SZ S3
H 5 x) 4 ) 5 (200) 0
H, 4 (400) 8 ) 7 (100) 2
H; 6 ) 4 (600) 7 (200) 2
B 2 2 5
Z 16 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.
Obliczenie Ai/' =Cii— 0 — &
3 2
X 4
2 X X
Kryteria dodatnie — rozwiazanie jest optymalne. Koszty przewozu obliczono
wedtug:
— sposob 1, bazujac na rozwiazaniu podanym w tabelach 2.10.46:
5-200+4-400+7-100+4 - 600= 7100 zi,
— sposob 2, z uwzglednieniem wzoru: AK = A - x5 Ayy = -4; xpp =
=100:
K, =K, +AK=7500—-4"-100=7100 zt.
Poniewaz: 8-100+7-0+4-500+7-300=4900,
8-0+7-600+7-200=4500,
zatem: 4500 — 4900 = -400.
Przyktad

Podajmy optymalne przewozy wegla w tys. t z kopaln do sktadnic regional-
nych i zastosujmy metod¢ minimalnego elementu macierzy oraz sprawdzenie
optymalnosci iteracji wedlug kryterium ze zmiennymi dualnymi.

Tabela 2.10.48

Koszty jednostkowe, podaz kopaln i popyt sktadnic regionalnych

. Skfadnica regionalna .
Kopalnia A; Koszt magazynowania
Si M S5
K, 1 3 6 30 5
K 2 5 20 6
K; 2 2 40 5
B; 28 25 17 90 (70)

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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FC: X+ 3x12 + 6.X13 + 2X21 + 5X22 + 4XZ3 + ZX31 + 2X32 + 7X33 — min.
Warunki ograniczajace dostawcow:
ZXUS30, ZijSZO, ZX3jS40,

X+ x2 +x3<30, Xy X + X235 20, X31 + X33 + x33 < 40.

Warunki dla odbiorcow:
X1+ X1 +x31 =28,
Xip + X9 + X3, =25,

X13 +x23 + X33 = 17.

Wprowadzenie fikcyjnego odbiorcy w celu przejscia z OZT do ZZT.

Tabela 2.10.49.
Koszt jednostkowy, podaz kopaln i popyt skladnic oraz fikcyjny odbiorca

Sktadnica regionalna
Kopalnia A;
S Sy S; F (xi)
K, 1 3 6 5 30
K 2 5 4 6 20
K; 2 2 7 5 40
B; 28 25 17 20

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Dodatkowo warunek dla odbiorcy fikcyjnego:
X4+ x4 +x34=20
K(xi/-) =xn Tt 3X12 + 6)613 + ZX21 + 5X22 + 4.X23 + 2X31 + 2X32 + 7X33 + 5X14 + 6X24 + SX34 - min,

x;4 — 1108¢ wegla, jaka pozostanie w kopalniach

Przeksztalcona macierz kosztow:

Tabela 2.10.50

Odjecie wartosci minimalnych w wierszach

Sktadnica regionalna
Kopalnia A;
S Sy S; F (xi)
K, 0 2 5 4 30
K 0 3 2 4 20
K; 0 0 5 3 40
B; 28 25 17 20

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

518



Tabela 2.10.51

Odjecie minimalnej wartosci w kolumnach

Sktadnica regionalna
Kopalnia A;
S S S5 F (xia)
K 0 2 3 1 30
K 0 3 0 1 20
K; 0 0 3 0 40
B 28 25 17 20

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Tabela 2.10.52

Poczqtkowe rozwiqzanie dopuszczalne
(lokowanie przewozow w klatkach zerowych)

Kopalnia Sktadnica regionalna A;
S, S, S5 F (xis)
K, 25 5
K, 3 17
K; 25 15
B;

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

Wstepnie rozwiazanie nie jest optymalne, gdyz przewoz fikcyjny (K, — F) nie
jest w klatce zerowe;j.

Ki=1-25+5-5+2-3+4-17+2-25+5-15=249.

Sprawdzenie analityczne, czy rozwiazanie jest mimo to optymalne:

Tabela 2.10.53

Zmienne dualne dla klatek bazowych o; + f; = ¢;;

Sktadnica regionalna

Kopalnia a;
S, S, S3 F (xi4)
K 1 (25) 3 (x) 6 (x) 5 5) 0
K 2 3) 5 (x) 4 (17) 6 (x) 1
K; 2 (x) 2 (25) 7 (x) 5 (15) 0
5 1 2 3 5

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Kryteria optymalnosci:
zero dla tras bazowych x.

dla pozostalych A; = ¢;— o; — . Szukamy kryteriéw ujemnych dla komo-

rek niebazowych
1 3 X
X 1
X 4 X

Sa kryteria dodatnie, zatem rozwiazanie jest optymalne.

2.10.5. Pytania

1. Opisz na podanym przyktadzie procedurg iteracyjna zamknigtego
zagadnienia transportowego wedlug metody minimalnego elementu ma-
cierzy.

Tabela 2.10.54

Koszty jednostkowe, zapotrzebowanie firmy budowlanej
i mozliwosci hurtowni

. Firma
Hurtownia A;
F F, F;
H,; 50 40 50 70
H, 40 80 70 50
H; 60 40 70 80
B; 40 60 100 200

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

2. Na czym polega:

— metoda kar,

— doprowadzenie otwartego zagadnienia transportowego do zamknig-
tego,

—utworzenie w macierzy kosztow klatek z zerami.

3. Sprawdz wedhug kryterium ze zmiennymi dualnymi, czy podana
iteracja jest optymalna.
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Tabela 2.10.55

Rozwiqzanie n-tej iteracji

Odbiorca
Dostawca
0, 0, 0;
D, 2 x) |5 ) | 4 (20)
D, 1 (30) | 3 8 | 6 (x)
D; 2 x) | 2 (10) | 7 (x)

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

W nawiasach ilo$¢ dostawy; gdy X, to nie ma dostawy. Przed nawia-
sem podano kosz jednostkowy przewozu.

2.10.6. Zadania

1. Rozwiaz zagadnienie transportowe dostawy nawozow sztucznych
przez hurtownie do gospodarstw rolniczych.
Tabela 2.10.56

Koszty jednostkowe, zapotrzebowanie gospodarstw
oraz mozliwosci hurtowni

, Gospodarstwo Koszt magazy-
Hurtownia A; nowania
S Sh Ss
H, 4 8 15 800 (4))
H, 5 10 500 (4y)
H; 6 10 8 900  (43)
B, 500 800 400

Z 1 6 dto: Opracowanie wiasne; dane umowne.

2. Okresl koszt optymalny transportu wedtug danych tab. 2.10.56,
zastepujac 4; = 800, iloscia 4; = 200.

3. Podaj optymalne przewozy kruszywa w tys. t ze Zwirowni na plac
budowy. Zastosuj metod¢ minimalnego elementu macierzy oraz spraw-
dzanie optymalnosci iteracji kryterium ze zmiennymi dualnymi.
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Tabela 2.10.57

Koszty jednostkowe, podaz zwirowni i potrzeby placow budowy

Zwirownia Plac budowy 4, Koszt magazyno-
P P, Py wania
Z, 2 4 8 40 6
Z) 2 6 20 4
Zs 4 2 10 60 3
5 30 35 20

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
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2.11. Zastosowanie WinQSB
do programowania dynamicznego

2.11.1. Problem wyboru najkrétszej trasy (komiwojazera)

Modul programowanie dynamiczne (Dynamic Programming) programu
WinQSB sktada sig¢ z trzech algorytméw problemowych:

— komiwojazera — najkrotszej trasy (Stagecoach Problem),

— zatadunku (Knapsack Problem),

— sterowania produkcja i zapasami (Produkction and Inventory Control
Problem).

Danymi potrzebnymi do rozwiazania problemu komiwojazera sa: liczba
etapow, liczba standw w kazdym etapie, odlegltosci/koszty pomigdzy stanami.

Problem zatadunku wymaga wprowadzenia nastepujacych danych: cal-
kowita fadownos¢, objgtos¢ danego towaru, oczekiwany zysk ze sprzedazy
towaru.

Problem sterowania produkcja i zapasami wymaga danych, takich jak: za-
potrzebowanie na produkt, pojemno$¢ magazynu wraz z jego jednostkowym
kosztem magazynowania, zdolno$¢ produkcyjna wraz z jednostkowym kosztem
produkcji, koszt uruchomienia produkc;ji.

Przyktad
Wybér najkrotszej trasy z miasta 1 do miasta 10",

Etapy: | [ ] [ Il | v |
Z 16 d t o: Opracowanie wlasne; dane umowne.
Wykres 2.11.1. Sie¢ powiazan mi¢dzy miastami

17 M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie proceséw decyzyjnych, t. 3: Badania
operacyjne..., op.cit., rozdz. 4.2.

523



Najkrotsza trasa migdzy miastami: 1-2-5-9—-10 = 18 jednostek odleglosci.

Tabela 2.11.1

Odleglosci miedzy miastami
wedlug weztow

Etap I z/do: 1 2 3
1 3 5
1 4 4
Etap Il z/do: 2 5 6
2 6 5
2 7 7
3 5 7
3 6 8
3 7 6
4 5 8
4 6 6
4 7 5
Etap lll zdo: 5 8 6
5 9 5
6 8 10
6 9 11
7 9 15
7 8 12
Etap IV z/do: 8 10 5
9 10 4

Z 1 6 dto: Opracowanie whasne na
Lipiec-Zajchowska
(red.), Wspomaganie procesow decy-

podstawie: M.

zyjnych, t.

3: Badania operacyjne,

Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa
2003, Aneks, rozdz. 1.21.

Z menu modutu programowanie dynamiczne (DP) wybieramy opcje (Stagecoach-
Shortest Route Problem), podajac nazwe problemu, liczbe weztow (Numer of Nodes).

Tabela 2.11.2

Definicja sieci polqczen pomiedzy weztami—miastami
(problem wyboru najkrotszej trasy — SC)

From\ To

Node1

Node2

Node3 | Node4

Node5

Node6 | Node7

Node8

Node9

Node10

Node1

3

5 4

Node2

Node3

7
6

Node4

6
7
8

5
8
6 5

Node5

Node6

10

11

Node7

12

15

Node8

Node9

Node10

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne z zastosowaniem modutu (DP).
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W kolejnym kroku definiujemy wezet poczatkowy i koncowy (1, 10). Wybdr opcji
rozwiaz (Solve) pozwala na uzyskanie najkrotszej trasy (tab. 2.11.3).

Tabela 2.11.3

Rozwigzanie problemu wyboru najkrotszej trasy miedzy miastami

09-07-2004 From To . Cumulative Distance to
Distance
Stage Input State Output State Distance Nodel0
1 Nodel Node2 3 3 18
2 Node2 Node5 6 9 15
3 Node5 Node9 5 14 9
4 Node9 Nodel0 6 18 4
From Nodel To Nodel0 Min. Distance 18

Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (DP).

Wybdr opcji (Solve and Display Steps) umozliwia tabelaryczna prezentacje calej
sieci z zaznaczona najkrotsza trasa. Najkrotsza trasa z miasta 1 do miasta 10 wynosi 18
jednostek odlegtosci i prowadzi przez miasta 1-2—5-9-10.

Tabela 2.114

Sie¢ z zaznaczonq najkrotszq trasq (Optimal)

09-07-2004 Stage From To Distance | Distanceto | Status
09:42:17 Input State Output State Node10
1 1 Node1 Node3 3 18 Optimal
2 2 Node2 Node5 6 15 Optimal
3 2 Node3 Node5 7 16
4 2 Node4 Node5 8 17
5 3 Node5 Node9 5 9 Optimal
6 3 Node6 Node9 11 15
7 3 Node7 Node8 12 17
8 4 Node8 Node10 5 5 Optimal
9 4 Node9 Node10 4 4
From Node1 | To Node10 Minimum Distance = 18 &\\\\\\\x

Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (DP).

Modut (DP) umozliwia ponadto przeprowadzenie analizy ,,co, jezeli” po
wywotaniu opcji (Perform What if Analysis). Polega ona na wys$wietleniu lub
wydruku najkrotszej trasy do wezta koncowego od wskazanego przez uzyt-
kownika; na przyktad od wezta drugiego do koncowego nr 10. Wedhug tego
modutu jest to réwniez trasa 2-5-9-10, lecz o dlugosci 15 jednostek.
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2.11.2. Zatadunek

Mamy wigc wyznaczong najkrotsza tras¢ z miasta 1 do miasta 10. Nasz
komiwojazer ma teraz problem zatadunku. Do swego samochodu dostawcze-
go, o tadownosci 30 jednostek, ma zapakowaé pig¢ réznych typéw mikro-
komputerow K1, ..., K5. Bierze pod uwage nastgpujace dane dotyczace towa-
row do przewiezienia:

— liczbg sztuk poszczegdlnych typow towardw,

—zysk ze sprzedazy kazdego z nich wyrazony w tys. z,

— kubature w m’, jaka zajma w samochodzie.

Tabela 2.11.5
Parametry towarow do zaladunku

Towar Liczba sztuk Kubatura Zysk
K1 10 2 10
K2 5 1 8
K3 9 2 5
K4 4 3 10
K5 5 6 8

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne na podstawie: M. Lipiec-
Zajchowska (red.), Wspomaganie procesow decyzyjnych...,
op.cit., rozdz. 4.2, rozdz. 1.2.2, tabl. 1.17.

Komiwojazer ma prawo wyboru towaru i zaktada, ze moze wszystko
sprzeda¢, co zabierze. Jakie towary powinien zabra¢ w podroz, aby osiagnaé
maksymalny zysk?

Z menu modutu (DP) wybieramy opcj¢ (Knapsack Problem), okreslajac
jednoczesnie liczbe rodzaju towarow (Number of Items). W tabeli 2.11.6
podano definicje problemu zaladunku. Wielkos¢ x w definicji funkcji zysku
(Return Function) oznacza liczbe jednostek poszczegolnych towarow.

Tabela 2.11.6

Zdefiniowanie problemu

Pozycja Nazwa Liczba sztuk Kubatura Funkcja zysku
(Stage) (Item) (Available) | (Capacity Required) | (Return Function)
1 K1 10 2 10x
2 K2 5 1 8x
3 K3 2 5x
4 K4 3 10x
5 K5 5 6 8x
Kapsack | Copoiy= 3 |INI

716 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (DP).
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Rozwigzanie zadania nastgpuje po wywotaniu opcji (Solve the Problem).

Tabela 2.11.7

Rozwiqzanie problemu zaladunku

09-07-2004 | Item | Decision Return Total Item Capacity Left
Stage Name | Quantity (x) | Function | Return Value |(poziom zatadowania)
1 K1 10 10x 100 10
2 K2 5 8x 40 5
3 K3 1 5x 5 3
4 K4 1 10x 10 0
5 K5 0 8x 0 0
Total Return Value =155 CPU = 0,04 sec

Z 16 dto: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (DP).

Z rozwiazania komputerowego trwajacego 0,04 sekundy wynika, ze ko-
miwojazer powinien zabra¢: 10 sztuk komputeréw K1, 5 sztuk K2, 1 sztukg
K3, 1 sztuke K4 i nie zabiera¢ komputeréw K35.

2.11.3. Zarzadzanie produkcjq i zapasami

Przyktad

Firma wytwarzajaca belki stalowe typu B zawarla umowg z developerem na dostar-
czenie na budowe w ciagu pigciu miesigcy liczby belek podanych w tab. 2.11.8. Obecny
zapas wyrobu B u producenta wynosi 5 sztuk.

Tabela 2.11.8
Okreslenie problemu produkcji belek

- . . Koszt Jednostkowy | Jednostkowy
s Zdolnosci | Pojemnos¢ -
Miesiac | Popyt rodukeyvin magazvn uruchomienia koszt koszt
produkeyjne agazynu produkcji produktu | magazynowania

Lipiec 6 8 5 400 200 80
Sierpien 4 6 4 300 300 90
Wrzesien 7 8 3 400 350 80
Pazdziernik | 3 7 6 700 300 100
Listopad 5 6 5 300 400 100

Z 1 6 dto: Opracowanie wlasne na podstawie: M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspoma-
ganie procesow decyzyjnych..., op.cit., rozdz. 4.2, rozdz. 1.2.2, s. 138, tabl. 1.22.

Jaki jest harmonogram produkcji, ktory przy zapasie wyrobu B = 5 zapewni najko-
rzystniejsza realizacje umowy?
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Z modulu (DP) programu WinQSB wybieramy opcj¢ (Production and Inventory
Scheduling). Dodatkowo okreslamy liczbg analizowanych okresow (Number of Periods)

wynoszaca 5.
Tabela 2.11.9
Komputerowa definicja problemu
. Production | Storage | Production Variable Cost
Stage Period Demand Capacity | Capacity | Setup Cost Function

1 |Lipiec 6 8 5 400 200P +80H
2 |Sierpien 4 6 4 300 300P +90H
3 |Wrzesien 7 8 3 400 350P +80H
4 |Pazdziernik 3 7 6 700 300P +100H
5 |Listopad 5 6 5 300 400P +100H

Stage — etap,

Period — okres,

Demand — popyt,
Production Capacity — wielko$¢ produkcji,
Storage Capacity — wielko$¢ magazynu,

Production Setup Cost — koszt uruchomienia produkcji,
Variable Cost Function — koszty produkcji i magazynowania.

Z 16 dto: Opracowanie wiasne, modut (DP).

Tabela 2.11.10

Rozwiqzanie problemu
09-07- . . . . . .
2004 Period Net Starting | Production Ending Setup | Variable Cost| Variable Total
Stage | Description |Demand | Inventory Qu(g\)tlty Inventory (H) Cost Flz,r;c’t_;c;n Cost Cost
1 Lipiec 1 0 5 4 400,00 zt | 200P+80H |1 320,00 zt| 1 720,00 zt
2 |Sierpien 4 4 0 0 0,00 zt 300P+90H 0,00 zt 0,00 zt
3 |Wrzesien 7 8 1 400,00 zt | 350P+80H |2 880,00 zt| 3 280,00 zt
4 |Pazdziernik 3 1 7 5 700,00 zt | 300P+100H |2 600,00 zt| 3 300,00 zt
5 |Listopad 5 5 0 0 0,00zt | 400P+100H 0,00 zt 0,00 zt
Total 20 10 20 10 1 500,00 zt 6 800,00 zt| 8 300,00 zt
Stan magazynu na poczatku (Starting Inventory) wynosi zero, gdyz wykorzystuje si¢ pelny
zapas do sprzedazy.

Z 16 dto: Opracowanie wiasne, modut (DP).

Z rozwiazania wynika, ze firma, aby wywiaza¢ si¢ z umowy, powinna produkowaé
w miesigcach od lipca do listopada belki stalowe w liczbie podanej w kolumnie Produc-
tion Quantity (P). Minimalny taczny koszt produkcji i magazynowania w ciagu pigciu
miesi¢cy wyniesie 8300 zt.
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2.11.4. Pytania

1. Jakie dane wejsciowe sa potrzebne do rozwiazania probleméw algo-
rytmami:

— komiwojazera (najkrotszej trasy),

— zatadunku,

— sterowania produkcja 1 zapasami.

2. Okresl tabelg definiowania problemu zatadunku wprowadzang do kom-
putera opcja (Knapsack Problem) w celu osiagnigcia maksymalnego zysku ze
sprzedazy pigciu towarow A4, B, C, D, E.

3. Przeanalizyj tab. 2.11.8 definiowania problemu zarzadzania produkcja
1 zapasami wyrobu B. Okresl, ktore informacje sa potrzebne do zastosowania
komputerowej opcji produkcja i harmonogramowanie zapasow (Production
and Inventory Scheduling).

2.11.5. Zadania

1. Zaznacz na podanej sieci odlegtosci najkrotsza trasg samochodu cigza-
rowego pokonujacego pie¢ etapéw do przewiezienia zatadunku migdzy miej-
scowosciami A-I, analizujac najkrotsze odleglosci od ostatniego etapu. Po-
rdwnaj swoje rozwiazanie z trasa otrzymana z modutu (DP) opcja (Stagecoach
Problem) pakietu WinQSB (tab. 2.11.11).

/]1[\ AlBlcCcIDIETFlIGIHT I
A 90 [ 70
| B | B 130] 70 [ 110
C 160] 120] 170
D 180|230
E 190] 170
F 140] 100
G 130
H 150
Etap 1 Etap 2 Etap 3 Etap 4 Etap 5

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne; dane umowne.
Wykres 2.11.2. Odlegtosci migdzy miejscowosciami

Tabela 2.11.11

Komputerowe okreslenie najkrotszej tras

09-25-2007 From To Distance Cumulative Distance to |
Stage Input State | Output State Distance
1 A B 90 90 450
2 B F 110 200 360
3 F H 100 300 250
4 H | 150 450 150
From A Tol Min. Distance 450

Z 16 dto: Opracowanie wtasne, modut (DP).
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Rozwiazanie optymalne: trasa A-B—F-H-I. Dhugo$¢ trasy (90 + 110 +
100 + 150) = 450 jednostek.

2. Biorac za podstaw¢ omawiana sie¢ polaczen migdzy etapami (A-I),
okresl najkrotsza trasg migdzy miejscowosciami B-I. SprawdZ swoje rozwia-
zanie z podana odpowiedzia modutu (DP) opcja (What if Analysis) — co, jeze-
1i?:

Best route from B to I;

B—F—H-I Total distance = 360.

3. Po okresleniu optymalnej trasy przewozu z miejscowosci A do I wy-
znacz, jakie ilo$ci towardw powinien zabra¢ kierowca do swego samochodu
o tadownosci 30 jednostek. Zdefiniuj problem zatadunku, bazujac na danych
tab. 2.11.12 oraz rozwiaz zadanie, stosujac opcj¢ problem zatadunku (Knap-
sack Problem) modut (DP). Porownaj swoje wyniki z raportem w tab. 2.11.13.

Tabela 2.11.12

Problem zatadunku

Nazwa towaru Liczba sztuk Kubatura jednostki Zysk [71]
A 10 1 50
B 15 2 100
C 10 1,5 200
D 5 0,5 300
E 20 1 100

Z 1 6 d to: Opracowanie wihasne; dane umowne.
Tabela 2.11.13

Rozwiqzanie problemu zatadunku

09-25-2007 Item Decision Return Total ltem Capacity
Stage Name Quantity (X) Function Return Value Left
1 A 0 50X 0 30
2 B 0 100X 0 30
3 C 9 200X 1800 16,5 *
4 D 5 300X 1500 14
5 E 14 100X 1400 0
Total Return Value = 4700 CPU=0,18

* Przyktadowo: 16,5=30—(9 - 1,5)
Z 16 d t o: Opracowanie wiasne; modut (DP)

4. Zaktad stolarski produkujacy pudetka drewniane P zawart umowe na
ich dostawg w kwartatach roku, nie majac zapasu. Jaki powinien by¢ harmo-

530



nogram produkcji pudelek przy minimalizacji kosztu produkcji i magazyno-
wania? W tabeli 2.11.14 podano: liczbe sztuk pudetek, zdolnos¢ produkcyjna,
pojemnos¢ magazynowania w sztukach, oraz koszty uruchomienia produkcji,
koszt jednostkowy produktu, koszt jednostkowy magazynowania wyrazone
w zt. Do rozwiazania zastosuj opcje (Production and Inventory Scheduling)
modutu (DP). Poréwnaj swoj wynik z rozwiazaniem podanym w tab. 2.11.15.

Tabela 2.11.14

Informacje o produkcji i magazynowaniu drewnianych pudelek

. Koszt
Liczba o . o Koszt Koszt pro- .
Kwartat Zdolno$¢ | Pojemnosé . magazynowania
sztuk uruchomienia | duktu (P) ()
1 5 5 6 10 5 2
2 8 10 8 20 5 2
3 4 6 6 30 6 3
4 7 6 6 20 6 3

Z 1 6 d to: Opracowanie wilasne; dane umowne.

Tabela 2.11.15

Raport z realizacji komputerowej problemu produkcji i magazynowania

2007 Period Net Starting | Production | Ending Setup Variable Cost Variable Total
Stage Description | Demand| Inventory | Quantity | Inventory Cost Function (P,H) Cost Cost
1 Kwartat 1 5 0 5 0 10,00 zt 5P+2H 25,00 zt 35,00 zt
2 Kwartat 2 8 0 8 0 20,00 zt 5P+2H 40,00 zt 60,00 zt
3 Kwartat 3 4 0 5 1 30,00 zt 6P+3H 33,00 zt 63,00 zt
4 Kwartat4 7 1 6 0 20,00 zt 6P+3H 36,00 zt 56,00 zt
Total 24 1 24 1 80,00 zt 134,00 zt | 214,00 zt

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (DP).
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2.12. Analiza przedsiewzieé¢

2.12.1. Metoda $ciezki krytycznej CPM'®°

Przyktad
Realizacja manualna (wezly 1-6)

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne.
Wykres 2.12.1. Sie¢ zaleznosci i wyniki analizy

Realizacja komputerowa, modut (PERT-CPM), programu WinQSB.

Tabela 2.12.1

Zdefiniowanie problemu

,ﬁ‘ S;[‘Vt')tg/r A,‘\IC:r\;:;y Immediate Predecessor N.IC.J“E:]:I
1 A 4
2 B 3
3 C A 5
4 D B 2
5 E B 5
6 F CcD 5
7 G CcD 5
8 H E,F 4

Activity Number — numer czynnosci,
Immediate Predecessor — czynnosci poprzedzajace.

Z 1 6 d 1o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

180 Ibidem, rozdz. 5.2.
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Tabela 2.12.2

Analiza czynnosci

Activity Activity On Critical Activity Earliest Earliest Latest Latest Slack
Number Name Path Time | Start (ES) |Finish (EF)|Start (LS) F('I'_"Fs)h (LS-ES)
1 A yes 4 0 4 0 4 0
2 B no 3 0 3 4 7 4
3 C yes 5 4 9 4 9 0
4 D no 2 3 5 7 9 4
5 E no 5 3 8 9 14 6
6 F yes 5 9 14 9 14 0
7 G no 5 9 14 13 18 4
8 H yes 4 14 18 14 18 0

Project Completion Time = 18 weeks
Number of Critical Path(s) = 1
Termin czynnosci: ES, EF - najwczesniejszy (start, finish),

LS, LF — najpdzniejszy (start, finish).

Z 1 6 d t o: Opracowanie wlasne; dane umowne.

0|4 49 o2 /418N
\.0[4/ 4|9 o4 1418

0]3 315 Sl
B D
417 719 3|18
3|8
E
914

Z 16 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (PERT-CPM).

Wykres 2.12.2. Prezentowanie przez modut (PERT-CPM) weztow
jako czynnosci
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4]5] 6] 7] 8] 9J10] 11 [12]13]14]15] 6] 17] 18]

B
|
o]
|
A
ol
M

Critical Path — $ciezka krytyczna,

Earliest Time — czas najwczesniejszy,

Lastest Time — czas najp6zniejszy,

A-H czynnosci od 1 do 18 tygodni.

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem modutu (PERT-CPM).

Wykres 2.12.3. Prezentowanie sieci zalezno$ci wraz ze $ciezka
krytyczna jako wykres belkowy Gantta

2.12.2. Wersja kosztowa (CPM)

Wersja ta uwzglednia czas 1 koszt realizacji czynnosci. Krzywa czasowo-
-kosztowa kazdej czynno$ci aproksymowana jest funkcja liniowa (punkty:
normalny, graniczny)'*'. Bezposredni koszt czynnosci (i,j):

Kb=a0+a1xij=Kij+S,-j-xlj.
'

K ;=45 (dj; cqj) = (30, 3)
graniczny
30 nachylenie = s;

/
20 normalny
10 (Dy; Coj) /
X czas
0 1 2' 3 4! 51

716 d to: Opracowanie wiasne w Excelu.
Wykres 2.12.4. Krzywa czasowo-kosztowa czynnosci (przyktad)

81 Ibidem, rozdz. 5.2.3.
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Tabela 2.12.3

Opis czynnosci (na przykiadzie czynnosci A)

Czynnosc/ Poczatek | Koniec Czas trwania Koszty
/nazwa
i J normalny (Dij) | graniczny (dij) | normalny (CDij) | graniczny (cdij)
A 1 2 5 3 20 30

Z r 6 d 1 o: Opracowanie wiasne.

Na podstawie wykresu 2.12.4:

CD.. _Cd 30-K;
S, =—2r U stad: i—_5 K, =45,
PTD—d, T 320 i

lub nachylenie §; =(20-30)/(5-3)=-5

W ten sposob, postugujac si¢ Excelem, mozemy obliczy¢ nachylenia S
wszystkich czynnosci. Zatem catkowity koszt projektu (przedsigwzigcia)
mozna okresli¢ wzorem:

Kp = Z(KU + SU : x,])

2.12.3. Zadanie programowania liniowego wediug metody
simpleks

Okreslenia krokéw postepowania'®:

1) Zalozenie czasu zakonczenia projektu 7.
2) Dobor x; 1 okreslenie funkcji celu:

Z (Ky +Sif . xl-j) — min.

3) Okreslenie dodatkowej zmiennej pomocniczej y; dla najwczesniejszego
czasu wystapienia zdarzenia k.

"2 Ibidem, przyktad 5.3.
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max < min
> [ 2 F 6(3) o 5
416 16]20
A 4(3) D 3(2) K 7(4)
G 7(4)
1 B7(4) [ 3 J3(2) 7
0fo 9]9 2424
H 5(2)
C6(2) E 3(1) L 10(6)
v
4 NG
6]6] 16(3) " 14]14

Z r 6 dt o: Opracowanie wilasne na podstawie: M. Lipiec-Zajchowska (red.),
Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 3: Badania operacyjne, Wydawnictwo C.H.
Beck, Warszawa 2003, rys. 5.8.

Wykres 2.12.5. Sie¢ realizacji projektu

Na schemacie wymieniono czynnosci A—L oraz ich czasy trwania (nor-
malny i graniczny — w zdarzeniach). Przyktadowe okreslenie najwczesniejsze-
g0 wystapienia zdarzenia 3'%*:

y3=max([y, + x23, y1 + x13, ya + xa3],
gdzie:

V2 + X235 13,

Y1t xi32ys,

Vs + X435 3.

Podobnie mozna wprowadzi¢ warunki ograniczajace dla wszystkich zda-
rzen, przy czym:
yitxi; <y, lub w postaci yi+x;—y;=0.

4)y1 =0, y,= czas zakonczenia projektu.

5) W funkcji celu suma kosztow 2.Kj; jest wartoscia stala i mozna ja po-
mina¢, gdyz pochodna statej wynosi zero.

Minimalizacja calkowitego kosztu bezposredniego projektu jest tozsama
z maksymalizacja funkeji: 2 (-Sp) - x;

183 Ibidem, s. 113.
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Funkcja celu z pominigciem 2 K;; bedzie nastgpujaca:
FC: Z=2% (-S;) - xj — max.
Warunki ograniczajace dla wszystkich czynnosci (i,)):
x; 2 dj, x; < Dy, yitx;—y;=0, yn<T.

Warunki brzegowe: x;; > 0, yx > 0.

Przyjmujemy zalozenie, ze kazda $ciezka moze by¢ krytyczna dla danego
zalozonego czasu realizacji 7.

6) Charakterystyka termindw zdarzen w sieci wedtug czaso6w normalnych.

Tabela 2.124
Charakterystyki projektu

Czynnosc/ Poczatek | Koniec Czas trwania Koszty -Sij krS;ti;czzkr?a
nazwa i j normalny | graniczny | normalny | graniczny Czas normalny

A 1 2 4 3 20 30 10

B 1 3 7 4 30 40 3,3

C 1 4 6 2 40 50 2,5 40

D 2 3 3 2 30 30 0

E 4 3 3 1 20 30 5 20

F 2 5 6 3 30 60 10

G 3 5 7 4 40 50 3,3

H 3 6 5 2 40 50 3,3 40

| 4 6 6 3 40 60 6,7

J 6 5 3 2 40 40 0

K 5 7 7 4 60 70 3,3

L 6 7 10 6 80 100 5 80
Suma: 470 610 180

Z 16 dto: Opracowanie whasne w Excelu na podstawie: M. Lipiec-Zajchowska (red.),
Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 3: Badania operacyjne, Wydawnictwo C.H.
Beck, Warszawa 2003, przyktad 5.3.

7. Ustalenie najwczesniejszych i najpdzniejszych terminéw wystapienia
zdarzen w czasach normalnych wedtug sieci, poruszajac si¢ odpowiednio od
zdarzenia 1. do 7. i odwrotnie.

8. Okreslenie zapasu na czynnosciach, przy czym na Sciezce krytycznej
obejmujacej czynnosci C, E, H, L zapasy wynosza zero.
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Tabela 2.12.5

Okreslenie zapasow na Sciezce krytycznej

Czynnos¢ (i,/) Zapas =z;= T/ -T)" - t;
C(1,4) 6-0-6=0
E(4,3) 9-6-3=0
H(3,6) 14-9-5=0
L(6,7) 24-14-10=0

T_,-P —najwczesniejszy termin zaj$cia danego zdarzenia,
w o rro e s . e, .

T;” — najpdzniejszy termin zaj$cia danego zdarzenia,

t; = X;— czas trwania czynnosci.

Z 16 d1o: Opracowanie whasne w Excelu na podstawie:
M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie procesow
decyzyjnych, t. 3: Badania operacyjne, Wydawnictwo
C.H. Beck, Warszawa 2003, przyktad 5.3.

9) Podsumowanie:

w czasach normalnych: $ciezka krytyczna C-E-H-L; T = 24; koszt

przedsigwzigceia K, = 470,

A teraz sformutujmy zadanie decyzyjne z funkcja celu maksimum (korzy-

Ks'ciez'ka = 180:

w czasach granicznych trzy $ciezki A-D-G—K, A-D-H-J-K, A-D-H-L
(180; 220; 210), przy czym minimum to 180; 7=13; Kp = 610.

stajac z wersji kosztowej CPM w WinQSB)

Na ekranie definiowania zadania decyzyjnego w module programowania
liniowego funkcjg celu zapisujemy obok komorki (Maximize), pamigtajac, aby
dane byly z kropka dziesigtna. Jak juz wczesniej wskazano, funkcja celu bazu-

je na okresleniu:

Z= Z (—S,]) " Xij — max.

Wymagalo to obliczenia nachylen Sj (tab. 2.12.4) dla wszystkich czynno-
$ci w sieci przedsigwzigc. Przyktadowo (-Sj) dla czynnosci A migdzy weztami

1-2 wynosi:

(_Slz) =
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Funkcja celu wedlug zapisu w module (LP) programu WinQSB przed-
stawimy jako:

FC: 10X12+3.3X13+2.5X14+0X23+5X43+10X25+3.3X35+3.3X36+
+6.7X46+0X65+3.3X57+5X67.

W zadaniu wystgpuje dwanascie zmiennych X;; w wymienionej funkcji
celu, zmienne pomocnicze Y1-Y7 oraz 38 ograniczen dla siedmiu weziow.

Zdefiniowanie funkcji celu, ograniczen i warunkow brzegowych zaprezento-
wano roéwniez w postaci normalnej (nierownosci).

Tabela 2.12.6

Zdefiniowanie problemu wersji kosztowej CPM

OBJ/Constraint/Bound Y2Y3 Y2+X23-Y3=0
Maximize Y4Y3 Y4+X43-Y3=0
C13G X12>=3 Y2Y5 Y2+X25-Y5=0
C12N X12<=4 Y3Y5 Y3+X35-Y5=0
C13G X13>=4 Y3Y6 Y3+X36-Y6=0
C13N X13<=7 Y4Y6 Y4+X46-Y6=0
C14G X14>=2 Y5Y7 Y5+X57-Y7=0
C14N X14<=6 YBY5 Y6+X65-Y5=0
C23G X23>=2 Y6Y7 Y6+X67-Y7=0
C23N X23<=3 Integer:
C43G X43>=1 Binary:
C43N X43<=3 Unrestricted:
C25G X25>=3 X12 >=0, <=M
C25N X25<=6 X13 >=0, <=M
C35G X35>=4 X14 >=0, <=M
C35N X35<=7 X23 >=0, <=M
C36G X36>=2 X43 >=0, <=M
C36N X36<=5 X25 >=0, <=M
C46G X46>=3 X35 >=0, <=M
C46N X46<=6 X36 >=0, <=M
Y1 Y1=0 X46 >=0, <=M
Y7 Y7<=24 X65 >=0, <=M
C65G X65>=2 X57 >=0, <=M
C65N X65<=3 X67 >=0, <=M
C57G X57>=4 Y1 >=0, <=M
C57N X57<=7 Y2 >=0, <=M
C67G X67>=6 Y3 >=(0, <=M
C67N X67<=10 Y4 >=0, <=M
Y1Y2 Y1+X12-Y2=0 Y5 >=(0, <=M
Y1Y3 Y1+X13-Y3=0 Y6 >=(0, <=M
Y1Y4 Y1+X14-Y4=0 Y7 >=0, <=M

Z 16 d1o: Opracowanie wiasne, modut (LP) programu WinQSB.

Rozwiazanie zaprezentowane w tab. 2.12.7 uzyskane zostalo w 32 itera-
cjach w zaledwie w 0,07 s pracy jednostki centralnej mikrokomputera.
W rozwiazaniu komputerowym podane sa czasy trwania poszczegolnych
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czynnos$ci dobrane z przedziatu normalno-granicznego, a ponadto przy zatoze-
niu Y; = 0 czasu dla zmiennych pomocniczych Y>—Ys.

Tabela 2.12.7

Rozwiqzanie sumaryczne w wersji kosztowej CPM

12-19-2006 Decision Solution Unit Cost or Total
21:17.57 Variable Value Profit C(j) Contribution
1 X12 4 10 40
2 X13 6 3,3 19,8
3 X14 3 2,5 7,5

4 X23 2 0 0
5 X43 3 5 15
6 X25 6 10 60
7 X35 4 3,3 13,2
8 X36 2 3,3 6,6
9 X46 5 6,7 33,5
10 X65 2 0 0
11 X57 7 3,3 23,1
12 X67 9 5 45
13 Y1 0 0 0
14 Y2 4 0 0
15 Y3 6 0 0
16 Y4 3 0 0
17 Y5 10 0 0
18 Y6 8 0 0
19 Y7 17 0 0
| Objective Function (Max.) = | 263,7

Wartos¢ funkcji celu (Objective Function) Max = 263,7
Z 16 d to: Opracowanie wlasne, modut (LP) programu WinQSB.

Fragment pierwszej tabeli simpleksowej — bazowej (tab. 2.12.8) po wywo-
taniu opcji (Solve and Display Steps) zawiera w kolumnach tylko dziewigtna-
scie zmiennych decyzyjnych (X12-Y7). W wektorze zmiennych bazowych
pierwszej iteracji zamiany postaci standardowej (nierownosci) w posta¢ kano-
niczna, a nast¢pnie w posta¢ zwana ,,uzupetniong” uwzgledniajaca macierz
jednostkowa, mikrokomputer wygenerowat odpowiednie zmienne swobodne
oraz sztuczne.

W wierszu ,,Basis” wpisane sa wspdtczynniki funkcji celu, a w kolejnych
wierszach wspotczynniki zmiennych decyzyjnych, swobodnych oraz sztucz-
nych poszczeg6lnych ograniczen zadania decyzyjnego. Poniewaz funkcja celu
dazy do maksimum, wspoétczynniki funkcji celu zmiennych swobodnych maja
wartos¢ zero, a dla zmiennych sztucznych (-M).
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W wierszu k; obliczono kryteria stanowiace r6znicg migdzy wspotczynni-
kiem funkcji celu ¢; a suma iloczynow cen bazowych 1 wspotczynnikéw ma-

cierzy danej zmienne;.

Tabela 2.12.8

Fragment tabeli bazowej I iteracji
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Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne, modut (LP) programu WinQSB.
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2.12.4. Metoda PERT

W omowieniu tego tematu z zastosowaniem programu WinQSB postuzo-
no sig¢ siecig zaleznosci podang na wykresie 2.12.1.

W odréznieniu do metody CPM w metodzie PERT zaktada si¢ losowos¢
czasu realizacji, a czas okresla sic symbolem 7,'** i rozpatrujemy problem
jako probabilistyczny. W obliczaniu 7, bazujemy na oszacowanych czasach:
optymistycznym a, najbardziej prawdopodobnym m, pesymistycznym b. In-
terpretacja czasOw najwczesniejszych oraz najpdzniejszych jest analogiczna do
metody CPM, lecz w kategorii czasow $rednich ustalanych wedhug wzoru:

T,=(a+4m+b)/6) (2.12.1)

Na przyktad dla czynnosci A podanej na wykresie 2.12.1 o czasie t = m =
=41 oszacowaniu czasu a =3, aczasu b=>5:

T,=(3+4-4+5)6=4.

Tak okreslony czas stanowi podstawe do wyznaczenia $Sciezki krytycznej
wedhug wezesniej omowionej metody CPM.
Pierwiastek z wariancji czasu oczekiwanego migdzy weztami i~ danej

czynno$ci o ; Jest miarg rozbieznosci migdzy ocena optymistyczng a pesy-
mistyczng czasu trwania czynnosci.

o2, =(b_a) . (2.12.2)

6

- . (5-3Y) 1 o
Przyktadowo dla czynnosci A: o’ =0, = (—j =—. Zatem pierwia-
' 6 9
stek z wariancji czasu oczekiwania wynosi 1/3.
Tabela 2.12.9
Czasy realizacji czynnosci

Czynnos¢ Czas optymistyczny a pgz\;ljor;)acizsrbiz}li Czas pesymistyczny b Te
A 3 4 5 4
B 1 3 6 3,2
C 4 5 7 5,2
D 1 2 2 1,8
E 3 5 6 4,8
F 4 5 7 52
G 3 5 8 5,2
H 2 4 5 3,8

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.

18 K. Kukuta (red.), Badania operacyjne w przykladach i zadaniach... op.cit., rozdz. 5.3.
542



Tabela 2.12.10

Definicja sieci

Activity | Activity Immediate Optimistic time Most likely time Pessimistic time
Number Name Predecessor a m b

1 A 3 4 5

2 B 1 3 6

3 C A 4 5 7

4 D B 1 2 2

5 E B 3 5 9

6 F C,D 4 5 7

7 G Cc,D 3 5 8

8 H E,F 2 4 5

Z 16 d1o: Opracowanie wlasne, modut (PERT-CPM).

Tabela 2.12.11

Rozwiqzanie komputerowe problemu probabilistycznego

Activity | Activity Criotir::al A“(A:(tai;irt]y Earliest | Earliest | Latest Latest Slack [ Standard
Number | Name Path | Time T. Start Finish Start Finish | (LS-ES) [Deviation
1 A Yes 4 0 4 0 4 0 0,33
2 B no 3,17 0 3,17 4,17 7,33 4,17 0,83
3 Cc Yes 5,17 4 9,17 4 9,17 0 0,5
4 D no 1,83 3,17 5 7,33 9,17 4,17 0,17
5 E no 5,33 3,17 8,5 9 14,33 5,83 1
6 F Yes 5,17 9,17 14,33 9,17 14,33 0 0,5
7 G no 5,17 9,17 14,33 13 18,17 3,83 0,83
8 H Yes 3,83 14,33 18,33 14,33 18,17 0 0,5
Project Completior Time = 18,17 weeks

Number of Critcal Path(s) = 1|

Activity Mean Time — oczekiwany czas realizacji czynnoscli,

Standard Deviation — odchylenie standardowe dla czasow realizacji,

weeks — tygodnie.

Project Completion Time — catkowity czas realizacji

Number of Critical Path(s) — ilo$¢ $ciezek krytycznych
Z 16 d to: Opracowanie wiasne, modut (PERT-CPM), problem (probabilistic
PERT), zaokraglenie do dwoch miejsc po przecinku w Excelu.

Czas realizacji projektu: 18, 17 tygodni. Wystgpuje jedna Sciezka krytycz-
na.
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Przyktad

Ekolog planuje wykonanie zadaszonego drewnianego poidta dla zwierzat lesnych.
Opracowat nastgpujacy plan realizacji z oszacowaniem czasu trwania czynnosci od—do
w godzinach.

Tabela 2.12.12

Czasy realizacji czynnosci

‘ Czynnosci Czas trwania a+dmih
Symbol Nazwa czynnosci . e=
poprzedzajace a - b 6
; \
A Sporzadzenie rysunku & \\ 10 15 23 15,5
B Zakup materialow A 5 10 15 10
C Cigcie elementow B 15 23 30 22,8
D Montaz elementoéw podestu C 12 19 26 19
E Montaz elementéw dachu C 12 19 26 19
F Wykonanie konstrukcji potacze-
. D.E 7 12 20 12,5
nia dachu z podestem
Malowanie poidta F 12 17 25 17,5
H Schnigcie G 10 10 10 10
I Umieszczenie poidia na polanie H 7 7 7 7

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Przyjmijmy zalozenie: czas trwania przedsigwzigcia ¢, = 112 godzin. Interesuje nas,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze zbudujemy poidto w czasie krotszym niz 112 godzin.

P(X<112).

Pozostawia si¢ Czytelnikowi narysowanie sieci czynno$ci, korzystajac z modulu
(PERT-CPM) programu WinQSB. Po zdefiniowaniu sieci w podanym module uzysku-
jemy czas realizacji #,, = 114,33 godz. oraz odchylenie standardowe dla przedsiewzigcia:

o,y =5,34 godz.

W rozwiazaniu komputerowym wystepuje $ciezka krytyczna A-B—C—E-F-G—H-I.
Wariancja przedsigwzigcia G‘i jest suma wariancji czynnos$ci na $ciezce krytycz-

nej. Program okre$la odchylenia standardowe o, dla poszczegolnych czynnosci po wy-
wotaniu funkcji rozwiazywania (Solve and Analyze), ktére wynosza:

A | B | c | o | E | F | 6 | H | I
2,1667 | 1,6667 | 2,5 | 16667 | 2,3333 | 2,1667 | 2,667 | 0 | 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Opy=0,+0g+0c+0p+0,+0,+0,+0; =2,1667" +1,6667 +2,5" +

+2,3333% +2,1667% +2,1667% = 28,5894.
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Pierwiastek z tej wariancji jest odchyleniem migdzy ocenami optymistycznymi
a pesymistycznymi:

Gy =[0hy =~/28,5894 =5,34,

czyli tyle, ile podaje modut (PERT-CPM) programu WinQSB.
Jak juz wiadomo, odchylenie standardowe o, czasow realizacji poszczegodlnych
czynnosci obliczy¢ mozna wedtug wzoru 2.12.2 i tak np. dla czynno$ci A:

2 2
GZA:(Z"“) :(23_10] — 4,6946; o =4.6946 = 2,1667.
6 6 4

Przy zalozeniu rozktadu normalnego oraz dokonaniu standaryzacji zmiennej X
prawdopodobienstwo, ze czas realizacji przedsigwzigcia bedzie mniejszy od 112 godz.
Wynosi:

X = N(ty,,00,), X ~ N(114,33; 5,34).

X-11433 112-U433)_ b 0 40— o 0.44)
5,34 5,34

=1-¢(0,44)=1-0,67 = 0,33

P(X£112):P(

Zatem prawdopodobienstwo wykonania poidta dla zwierzat lesnych w czasie
mniejszym niz 112 godzin wynosi 0,33.

2.12.5. Budowa sieci zaleznosci programem Project

Program Project pracuje w §rodowisku Windows. Shuzy do projektowania
sieci przedsigwzig¢. W przykladzie zademonstrowano zastosowanie wersji
Microsoft Project for Windows 95, ktéra mozna zainstalowaé z siedmiu dys-
kietek, wkladajac kolejno do napgdu A:/. Po wloZeniu pierwszej dyskietki
inicjujemy procedurg instalacji poprzez wywotanie pliku (Setup) 1 naci$nigcie
klawisza Enter. Nastgpnie postgpujemy zgodnie z instrukcja na ekranie.

Procedura instalacji dotyczy wersji dostgpnej autorom niniejszej pracy.

Przyktad

Sporzadzenie sieci zaleznosci do tematu ,,Budowa zagléwki przez rodzing w celu
spedzenia urlopu”.

Na potrzeby zdefiniowania tematu oraz rozwigzania problemu z uzyciem programu
Project wykonujemy zestawienie czynnosci (7ask Name) obejmujace:

— czasy trwania czynnosci (Duration) w dniach (d),

— dni tygodnia rozpoczgcia oraz zakonczenia (Start, Finish),

— czynno$ci poprzedzajace (Predecessor),

— zasoby — wykonawcy (Resource Names).
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Tabela 2.12.13

Sformutowanie przedsiewziecia wedtug wymagan programu Project

ID Task Name Duration Start Finish Predecesser | Resource Names
1 1 — poczatek od Thu 04-04-01 Thu 04-04-01

2 1-2: sporzadzenie planéw i wykonanie szablonéw 8d Thu 04-04-01 Tue 04-04-13 1 Ojciec; matka
3 2-3: zamoéwienie i sprowadzenie drewna 7d Wed 04-04-14 | Thu 04-04-22 2 Syn

4 S;:):;;néwieniei sprowadzenie kleju zywicznegoi 14 Fri 04-04-23 Fri 04-04-23 3 Syn

5 2-7: zamoéwienie i sprowadzenie farb i lakieréw 1d Fri 04-04-23 Fri 04-04-23 3 Syn

6 2-8: zamowienie i sprowadzenie ptdtna, nici i linek 2d Fri 04-04-23 Mon 04-04-26 3 Syn

7 2-11: zaméwienie i sprowadzenie oku¢ i staléwek 4d Tue 04-04-27 Fri 04-04-30 6 Syn

8 2-12: zamowienie i sprowadzenie wyposazenia wnetrza 5d Mon 04-05-03 Fri 04-05-07 7 Syn

9 3—4: przycigcie drewna 3d Thu 04-04-22 Tue 04-04-27 3 Ojciec; syn
10 4-5: wykonanie masztu i bomu 2d Tue 04-04-27 Fri 04-04-30 4,9 Ojciec

1 4-6: budowa kadtuba 4d Tue 04-04-27 Mon 04-05-03 9,4 Ojciec; syn
12 5-9: schniecie masztu i bomu 1d Tue 04-05-04 Tue 04-05-04 10

13 6-10: schnigcie kadtuba 2d Tue 04-05-04 Wed 04-05-05 1"

14 7-9: $lepe od Fri 04-04-23 Fri 04-04-23 5

15 7-10: Slepe od Fri 04-04-23 Fri 04-04-23 5

16 8-12: skrojenie i uszycie zagli 3d Tue 04-04-27 Thu 04-04-29 6 Matka

17 9-11: lakierowanie masztu i bomu 1d Wed 04-05-05 | Wed 04-05-05 14;12 Matka

18 10-11: uszczelnianie i malowanie kadtuba 1,13d Wed 04-05-05 Fri 04-05-07 15,13 Ojciec

19 11-12: wyposazenie poktadu 2d Mon 04-05-10 | Thu 04-05-13 17;18;7 Ojciec; matka
20 12-13: wyposazenie wngtrza 2d Fri 04-05-14 Mon 04-05-17 8;16;19 Matka

21 12-14: trymowanie zagli 0,13d Fri 04-05-14 Fri 04-05-14 8;16;19 Ojciec

22 13-14: Slepe od Mon 04-05-17 | Mon 04-05-17 20

23 | 14-15: wykoriczenie i sprawdzenie lodzi 1d | Tue04-0518 | Wed 04-05-19 22,21 O"Ciecs;yr:a'ka;
24 Koniec od Wed 04-05-19 | Wed 04-05-19 23

W tabeli terminy rozpoczecia oraz zakonczenia danej czynnosci poprzedzone sa skrotem
dnia tygodnia w jezyku angielskim, nast¢pnie: rok, miesiac, dzien.
Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne z zastosowaniem programu Project.

Na podstawie sformutowanego przedsigwzigcia program Project buduje sie¢ zalez-
nosci czynnosci w uktadzie czasu kalendarzowego. W zamieszczonym fragmencie sieci

okreslono nazwy czynno$ci oraz dni rozpoczecia i zakonczenia. Umozliwiono takze
pokazanie $ciezki krytycznej.
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Z r 6 d 1 o: Opracowanie wlasne z zastosowaniem programu Project.

Wykres 2.12.6. Fragment sieci zaleznosci przyktadowego
przedsigwzigcia ,,Budowa zaglowki na urlop”

2.12.6. Zadania rozne

1. Zbuduyj sie¢ zalezno$ci metoda Sciezki krytycznej CPM, majac dana
charakterystyke tabelaryczng oraz zainicjowana sie¢ (wykres 2.12.7).

Tabela 2.12.14

Sformutowanie problemu

Nr (rozpoczecia, | Nazwa czyn- Poprzedzanie danej Czas realizacj
zakonczenia) nosci czynnosci (deterministyczny)
12 A 4
1-3 B 3
2-4 C A 5
34 D B 5
4-5 E C,D 4
3-6 F B 4
5-6 G E 5
67 H F,G 3

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne, dane umowne.
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Z 1 6 d1o: Opracowanie wilasne.
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Wykres 2.12.7. Zainicjowanie sieci czynnosci

Wyznacz $ciezke krytyczng oraz parametry (czas najwczesniejszy, czas
najpdzniejszy, zapas czasu), majac zainicjowana siec.

2. Dana jest charakterystyka przedsigwzigcia (projektu) z danymi czasami
1 kosztami normalnymi oraz granicznymi. Sformutuj model programowania
liniowego w celu minimalizacji catkowitego kosztu bezposredniego projektu.

Tabela 2.12.15

Czasy realizacji czynnosci

Czynnos$¢/nazwa | Poczatek | Koniec Czas trwania Koszty
i J normalny graniczny | normalny | graniczny
A 1 2 4 2 10 21
B 1 3 6 4 25 50
C 1 4 5 3 32 48
D 2 3 1 1 20 20
E 4 3 2 1 15 30
F 2 5 7 4 30 58
G 3 5 5 3 45 50
H 3 6 4 3 38 40
| 4 6 5 4 42 54
J 6 5 1 1 30 30
K 5 7 6 3 50 60
L 6 7 8 5 87 98

Z 1 6 d to: Opracowanie wiasne, dane umowne.
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Catkowity koszt projektu, czyli funkcja celu: 2(Kj; + S; Xj) — min.

Zalozenie: Koszt stanowi liniowa funkcjg¢ Xj — czasu trwania czynnosci
migdzy zdarzeniami i~ (poczatku 1 konca czynnosci). Poniewaz Kj; jest stata,
jak wiadomo z podrozdziatu 2.12.3, to dla optymalizacji istotne jest tylko Sj;
Xjj, gdzie Sj oznacza nachylenie linii kosztu czynno$ci. MoZemy rozpatrywac
zagadnienie jako maksymalizacje (-Sj Xj), przy czym:

S,'j = (CDI] — Cd,'j)/ (Dij — dij).

Bazujac na tym wzorze obliczamy nachylenie — wspolczynniki — (zob.
tab. 2.12.16) 1 wstawiamy do funkc;ji celu:

FC: 55X, + 12,5X13 + 8X14 + 0Xop3 + 15X43 + 9,33Xp5 + 2,5X35 + 2X36 +
+ 12X46 + 0Xes + 3,33 X57 + 3,66X57 — max.

Warunki ograniczajace (wedtug oznaczen w podrozdziale 2.12.3):

xj=dj, x;<Dy, yitx;—y;=0, y1=0, y,<T (czasrealizacjica-
tego projektu).

Warunki brzegowe: x;; >0,  yx =0 (dla zdarzen konczacych czynnosci).

Czytelnikowi pozostawia si¢ dokonczenie zainicjowane]j sieci poprzez
wpisanie czynnosci, czasow trwania i okreslenie Sciezki krytyczne;.

Z 16 dto: Opracowanie wlasne.
Wykres 2.12.8. Zainicjowana sie¢ czynnosci

Nachylenie linii kosztu (-S;) czynnosci migdzy zdarzeniami i—j okreslono
na podstawie kosztéw i czasow granicznych dla poszczegdlnych czynnosci.
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Tabela 2.12.16

Nachylenie oraz oczekiwany czas realizacji

Zdarzenia Nazwa czynnosci -Sjj X
1-2 A 5,5 4
1-3 B 12,5 5
14 C 8 4
2-3 D 0 1
4-3 E 15 1
2-5 F 9,33 6
3-5 G 2,5 5
3-6 H 2 4
4-6 I 12 5
6-5 J 0 0
517 K 3,33 6
67 L 3,66 7

Z 16 dto: Opracowanie whasne w Excelu; warto$é X; wedtug obliczenia
w module (PERT-CPM).

Sprawdzenie w Excelu poprawnos$ci wynikéw obliczen w kolumnach
(-Sj) oraz zdefiniowanie zadania decyzyjnego w w module programowania
liniowego (LP) programu WinQSB, a nastgpnie wykonanie raportu sumarycz-
nego z wynikami Xj; pozostawia si¢ rowniez do wykonania Czytelnikowi.

3. Oblicz oczekiwane czasy realizacji T, 1 wykresl §ciezke krytyczna, ma-
jac dana sie¢ czynno$ci w formie tabelaryczne;.

Tabela 2.12.17
Czasy realizacji przedsiewziecia

Nr Czynnos$¢ Poprzedzenie a m b
| A 1 2 5
2 B 1 2 4
3 C A 3 3 5
4 D B 1 3 3
5 E B 1 2 8
6 F C,D 1 2 4
7 G C,D 3 3 3
8 H E,F 1 2 3

a — czas optymistyczny,
m — czas najbardziej prawdopodobny,
b — czas pesymistyczny.

Z r 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu; dane umowne.

550



4. Nalezy dokonczy¢ opis sieci zalezno$ci na podstawie czasow realizacji
ztab. 2.12.18.

O —

Z 16 d to: Opracowanie wlasne.
Wykres 2.12.9. Zainicjowana sie¢ przedsigwzigcia

Tabela 2.12.18

Czasy realizacji ,,t”

Zdarzenia Nazwa czynno$ci t
12 A 14/6
1-3 B 13/6
2-4 C 20/6
34 D 16/6
3-5 E 17/6
4-5 F 13/6
4-6 G 3
5-6 H 2

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne, dane umowne.

2.12.7. Pytania

1. Opisz zasady budowy sieci przedsigwzig¢ metoda sieci krytycznej
CPM.

2. Przedstaw wersje¢ kosztowa metody CPM.

3. Omow metodg PERT z szczegdlnym uwzglednieniem losowosci trwa-
nia czynnosci.
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2.12.8. Zadania

1. Zbuduj sie¢ zaleznosci metoda Sciezki krytycznej CPM, majac dana
charakterystyke tabelaryczna.

Tabela 2.12.19

Charakterystyka sieci
Nr (rozpoczgcia, | Nazwa czyn- Poprzedzanie danej Czas realizacji (deter-
zakonczenia) nosci czynnos$ci ministyczny)

-2 A N\ 5

= . Z
= b o 2
5-6 = x :

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne, dane umowne.

Wyznacz $ciezke krytyczna oraz parametry (czas najwczesniejszy, czas
najpozniejszy, zapas czasu).

2. Dana jest charakterystyka projektu z czasami i kosztami normalnymi
oraz granicznymi. Sformutuj model programowania liniowego w celu mini-
malizacji catkowitego kosztu projektu, stosujac modut (LP) programu Wi-
nQSB.

Tabela 2.12.20

Charakterystyka sieci w formie tabelarycznej

Czynnos$¢/nazwa | Poczatek | Koniec Czas trwania Koszty
i Ji normalny | graniczny | normalny | graniczny
A 1 2 8 4 20 30
B 1 3 5 3 24 35
C 1 4 3 1 26 38
D 2 3 9 5 23 29
E 4 3 4 2 28 34
F 2 5 6 3 22 27
G 3 5 2 1 30 39
H 3 6 4 1 34 42
| 4 6 7 3 40 48
J 6 5 9 2 37 46
K 5 7 5 2 45 50
L 6 7 1 1 50 56

Zr 6 d to: Opracowanie wiasne, dane umowne.
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3. Wykresl $ciezke krytyczna metoda PERT do problemu probabilistycz-
nego, majac dang sie¢ czynnosci w formie tabelaryczne;.
Tabela 2.12.21
Czasy realizacji dla metody PERT

Nr Czynno$¢ Poprzedzenie a m b
| A 2 3 6
2 B 1 2 4
3 C A 4 5 7
4 D B 3 4 6
5 E B 5 6 8
6 F C,D 1 2 4
7 G C,D 3 3 3
8 H E,F 6 8 10

Zr 6 d to: Opracowanie wiasne, dane umowne.
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ANEKS

Wyrazenia Excela
Zastosowane wzory

Tablice statystyczne

Z(yn - Px, —X)

R
Y N-S()-Sk)

M= \/ - (m - 1)zz g

Jj=2 I<j

S+h
Y, -7,
vy Z( )?
S+h S+h

L ),}f + LZYMZ
1+h= 1+h=

THEIL =
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Wyrazenia Excela

W opracowaniu dominuje zastosowanie wyrazen, zwanych tez formuta-
mi, 1 funkcji arkusza kalkulacyjnego Excel.

W formutowaniu wyrazen stosowane sa operatory matematyczne:

+ dodawanie,

— odejmowanie,

* mnozenie,

/ dzielenie,

% procent,

A potgegowanie oraz pierwiastkowanie, np. A20,5

=rowne,

< mniejsze,

<= mniejsze rowne,

> wicksze,

>= wigksze rowne,

<> nierowne.

Dziatania wykonywane sa na adresach komorek lub ich obszarach. Za-
réwno adresom jak i obszarom mozna nada¢ nazwy, 1 nast¢pnie postugiwac
si¢ nimi w dziataniach.

Procedura nadania nazwy, postugujac si¢ funkcjami menu i podmenu, jest
nastgpujaca:

— zaznaczenie komorki lub obszaru,

— (Wstaw, Nazwa, Definiwj),

— podanie nazwy,

— potwierdzenie klawiszem Enter.

Kazdy zapis dziatania w Excelu, zwany wyrazeniem, zaczyna si¢ od zna-
ku ,=". Wyrazenia moga by¢ proste lub zlozone zawierajace w sobie inne
dzialania na adresach czy tez obszarach komorek arkusza kalkulacyjnego.
Kazdy adres obejmuje symbol literowy kolumny oraz numer wiersza arkusza,
np. AS. Do pomocy w formutowaniu wyrazen zamieszczono w niniejszej czg-

J . . . . 1
Sci przyktady ich zastosowania stanowiace opracowanie wiasne w Excelu'™.

185 Opis funkcji Microsoft Excel, Microsoft: Corporation, Ireland 1993.
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Przyktad
Pomocnicze obliczenia statystyczne

Tabela 1
Przykladowe wyrazenia statystyki opisowej

A1l B cI DT ETFITGITHTU K
2 | 1345 | 1301 1368] 1322 1310] 1370] 1318 1350] 1303 Sortowane | n
3 minimum 1301__[1
4 | 10 | =ILELICZB(B2:K2) 1303 |2
5 | 10 | =ILENIEPUSTYCH(B2:K2) 1310 |3
6 | 1370 | =MAX(B2:K2) 1318 |4
7_| 1322 | =MEDIANA(B2:K2) mediana 1322 |5
8 | 1301 | =MIN(B2:K5) 1345 |6
9 | 26,96 | =ODCH.STANDARDOWE(B2:K2) 1350 |7
10 | 726,90| =WARIANCJA(B2:K2) — wariancja z probki 1368 |8
maksimum 1370 9

Z 16 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.

Przyktad

Obliczanie poteg, iloczynow, silni oraz sum kolumnowych
Duze warto$ci danych w komorkach arkusza kalkulacyjnego Excela przedstawiane
sa w postaci inzynierskiej, np. 4,037912,E+06, przy czym (E+06) to 10 do potegi szo-
stej. Komdrki o niezmienianym adresie biorace udzial w kolejnych wyrazeniach zapisy-

wane sa z dolarem np. $B$5.

Tabela 2

Przyklady wyrazen na potegi, iloczyny oraz sumy (ze skopiowaniem wyrazen w wier-
szach nastepnych: w wierszu 4. przyktadowe wyrazeni)

1A B C D E F G H | J K L M N 0]

2

3 2 POTEGI, ILOCZYNY, SUMY

Suma
4 | =B5'B3||X =C5+1|Y =D5+2| Z=E5+3§ =X*2| =Y"2| =Z"2}} kwadratow | =C6"2+D6"2+E6"Y| =C5-D5-E5| =X"2-Y2-Z"Y] =X*Y*Z| =X"2*Y*2*Z"2| =SILNIA(C6)
=E5+F5+H5

5 1 * 1 2 3 [

6 2 2 *' 4 ;] 6 a 4 16 | 36 56 56 -8 -48 48 2304 2

7 4 3 6 9 9 36 | 81 126 126 -12 -108 162 26244 6

8 8 4 8 12 16 64 | 144 224 224 -16 -192 384 147456 24

9 16 5 10 15 25 100 | 225 350 350 -20 -300 750 562500 120

10 32 6 12 18 36 | 144 | 324 504 504 24 -432 1296 1679616 720

1 64 7 14 21 49 | 196 | 441 686 686 -28 -588 2058 4235364 5040
12 128 8 16 24 64 | 256 | 576 896 896 -32 -768 3072 9437184 40320
13 256 9 18 27 81 | 324 | 729 1134 1134 -36 -972 4374 19131876 362880

14 512 10 20 30 100 | 400 1 900 1400 1400 -40 21200 6000 | 36000000 3628800
SumY:| 1023 55 110 165 384 | 1536 | 3456 5376 5376 -216 -4608 18144 | 71222544 4037912

1023 | 55 110 165 4,037912,E+06
a) b) c) d)

a) = $B$5 * ($B$30 — 1)/($B$3 — 1)
b)=10* ($C$5 + $C$14)/2

c) =10 * ($D$5+$D$14)/2

d)=10* ($ES5 + SE$14)2

Z 1 6 d1o: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Przyktad
Formulowanie wyrazen ztozonych na przyktadzie obliczania figur ptaskich.

Oproécz wyrazen arytmetycznych zastosowano funkcj¢ PIERWIASTEK(...) oraz
przywolano wartosci PI().

Tabela 3
Wyrazenia Excela na przykiadzie obliczania powierzchni figur plaskich
[A] B [ C [DTE] F [ G [ H 1T ] J [ K L/1
Wyrazenia na obliczanie figur ptaskich (pola, obwody) 2
Lp Figura Ksztalt Parametry Pole Obwaéd 3
1 Kwadrat Q alb h c d r =D5"2 =4*D5
[a] 4
2 4 8[5 |
2 |Prostopadtoscian| %v\ =D7*E7 =2*D7+2*E7
b b 6
4l 2 8 12[7
[n] [c ] =D10"2+F10
3 Trojkat ) =0,5"D10*E10 | =D10+F10+
=PIERWIA- +G10
la] STEK(G9) s
25 9
4 3 5 6 12[10]
C
4 Trapez D@ =(D12+E12) | =D12+E12+
[a] 212 +G12+H12
1
5 3 25 3 35 10 14,5[12]
I
/ \
=115n2-
. [e] (0,5*115)"2 _1o%0 B B =6+
5 Szesciokat N =12*0,5%0,5*115 =6*115
=PIERWIA- Py
STEK(F14)
\ / 13
18,75 14
4,33 5 64,95 30[ 15|
6 Koto ‘ =PI()*11742 =2*PI()*117
16
5 78,54 3242 |17

Z 16 dto: Opracowanie wlasne w Excelu.

Przyktad

Zastosowanie wyrazen ztozonych na przyktadzie obliczania bryt

Zwroémy uwage na przywolanie wartosci z poprzedniego arkusza tego samego sko-
roszytu, np. [FFIGURY!F15], oraz podnoszenie do potegi trzeciej — [=11673].

559



Tabela 4

Przyktadowe wyrazenia na obliczanie objetosci oraz powierzchni bryl

[A] B | C [DJE] F [GTHTIT] J | K | L 1
Wyrazenia na obliczanie bryt (objetosci, powierzchnie) 2
Lp. Bryta Ksztatt Parametry Objetosc Powierzchnia 3
1 Szescian % alb h c|HI|T =D5"3 =6*D5"2
ruf 4
3 27 54_5
]
2 |Prostopadtoscian| '\ =D7*E7*G7 |=2*D7*E7+2*E7*
El /‘ El G7+2*D7*G7 6
b 41 2 1,5 12 34_7
3 Ostrostup 4 > =FIGURY! =1/3*0,5*F9*H9 =4*0,5"F9
% F15
=r [h] 8
5] 4,33 4,5 3,25 8,66 9|
£
4 | Walec obrotowy =PI()*11142*H11 | =2*PI()*111A2+2*
\ PI(*1M1*H11
k] 10
25 5 196,35 235,62 11
H] =H1442+11412
5 | Stozek obrotowy =PIERWIASTEK|=1/3*PI()*11472*|=PI()*114*(114+J1
J13) H14 4)
C
12
94,25 13
8| 6 9,71 253,42 262,78 14
6 Kula @ =4/3*PI()*11673| =4*PI()*116"2
15
L] I I LA I___ 48879 _ _ _1256564]16

Z 1 6 d 1 o: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Przyktad
Zastosowanie zaokraglenia do liczby catkowitej i badania logicznego.

Tabela 5

Przyktadowe obliczanie arytmetyczne, zaokraglenia, badanie logiczne
A1 B C D E

3 | brutto 1 000,00 zt

5 [ netto 909,09 zt| =D3-D5

6 | premia 90,91 z| =0,1*D3

8 909 zt| = ZAOKR.DO.CALK(D3-D5)

9 91 zt| =0,1*D6

10 PRAWDA | =CZY.LOGICZNA(D3-(SUMA(D5+D6))=0)

Z 1 6 d to: Opracowanie wlasne w Excelu.
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Zastosowane wzory (z podaniem podrozdziatow)

(1.1.2) Ogoblna posta¢ modelu liniowego

X, =) b,X, +¢

J#1

X.=>b X . +c
? ,21: S (1.1.1)

X,=Y.b,X,+c,
J#l
(1.1.4.) Funkcja liniowa zmiennej obja$niane;j
Y=a,+0,X,+0,X, +...+a, X, +¢ (1.1.2)

(1.1.4) Model regresji liniowej wielowymiarowe;j

Y=a,+aX +a,X,+..+a,X, (1.1.3)

(1.1.5.1) Empiryczny (prébkowy) wspotczynnik korelacji

>0, =), =)

» (1.1.4)
2T N-S»)-Se)

(1.1.5.1) Statystyka okreslenia istotnosci wspotczynnika korelacji

| N-2
tobl :ny I—szy (115)

(1.1.5.2) Statystyka okreslenia istotnosci wspotczynnika korelacji
wielorakiej

F =

R? .n—k—l
k

1.1.6
T (1.1.6)
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(1.1.5.2) Wspolezynnik determinacji

z (j}t - y)Z
R* = e (1.1.7)
Z (yt - y)z
t=1
(1.1.5.3) Statystyka 7-Studenta okreslenia istotno$ci parametrow
strukturalnych
ja
i = m (1.1.8)
(1.1.6.2) Standaryzacja reszt
e —e
u, = R (1.1.9)
(1.1.10)

(1.1.6.2) Formuta testu Jarque’a-Bery badania normalno$ci rozktadu
odchylen losowych

N 1 ,
JB—E{,BIJrZ(ﬁZ—_?)} (1.1.11)

(1.1.6.2) Wspotczynnik skosnosci rozktadu reszt

3

s=Jf =1y ¢ (1.1.12)

NI S3(el.)

(1.1.6.2) Btad standardowy reszt

(1.1.13)
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(1.1.6.2) Wspotczynnik kurtozy

1 & e
= L 1.1.14
ﬁz N ; S4(el) ( )
(1.1.15) Alternatywna formuta testu Jarque’a-Bery
JB=2%55[§%+%QK—3Y} (1.1.15)

(1.1.6.3) Statystyka badania nieobcigzonosci odchylen losowych

f - el (1.1.16)
< 1.

e

(1.1.6.4) Wspotczynnik autokorelacji reszt

S (e -2)e, . 7.

t=1+1

== - (1.1.17)
\/ z (et - E;)z Z(et—r _Et—r)z

t=1+1 t=1+1

(1.1.6.4) Wspotczynnik autokorelacji reszt pierwszego rzedu

Z ee,_ Z ee,_
=2 ~ 122
n n n 2
\/26,2262;_1 Zet
=2 =2 1=2
(1.1.6.4) Statystyka testu Durbina-Watsona badania autokorelacji reszt

Z(et - et—l)
d = 1=2
Qe

t=1

]/'1:

(1.1.18)

(1.1.19)

(1.1.6.4) Statystyka testu istotnos$ci wspotczynnika autokorelacji
dowolnego rzedu

(1.1.20)
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(1.1.6.5) Statystyka testu F stalo$ci wariancji

F =
A

(1.1.21)

(1.1.6.5) Wariancja resztowa n; pierwszych obserwacji

Z(et _El)z
SZI — =1
n —k—1

(1.1.22)

(1.3.2.1) Srednia arytmetyczna zmiennej X

2% (1.3.1)

i=1

X =
n
(1.3.2.1) Srednia arytmetyczna wazona zmiennej X
K :
2 n;, - X

, (1.3.2)

n

i=1

X =

(1.3.2.1) Srednia harmoniczna zmiennej X

H n

T Zn‘,(l/x,-) (1.3.3)

(1.3.2.1) Srednia harmoniczna wazona zmiennej X

n
H =—4—"—

S n ) (1.3.4)

(1.3.2.1) Srednia geometryczna zmiennej X szeregu szczegdtowego

G, =[x~ (1.3.5)
i=1

(1.3.2.1) Srednia geometryczna zmiennej X szeregu rozdzielczego

(1.3.6)
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(1.3.2.1) Srednia geometryczna iloczynu dwéch zmiennych
G,=GG, (1.3.7)

(1.3.2.2) Mediana parzystej liczby obserwacji

M = Xwa ¥ Xon (1.3.8)
2
(1.3.2.2) Mediana szeregu rozdzielczego
M =x, +5 D220 (1.3.9)
n,
(1.3.2.2) Kwartyl szeregu rozdzielczego
n/4—n,
O, =xy+h- : (1.3.10)
n,
(1.3.3.2) Przecigtna zmiennej
X, —X
D Z,Z_l:| ! | (1.3.11)
* n
(1.3.3.2) Przecigtna zmiennej szeregu rozdzielczego
K —
5 :;x"—x"”" (1.3.12)
' n
(1.3.3.2) Wariancja populacji
i(xi - f)z
¢ 4 (1.3.13)
* n
(1.3.3.2) Wariancja populacji szeregu rozdzielczego
& 2
;(xf_x) i (1.3.14)

2_
ST =
n

566



(1.3.3.3) Wspotczynnik zmiennosci

(1.3.3.3) Wspotczynnik zmiennosci wzgledem miar pozycyjnych

(1.3.4) Klasyczny wspotczynnik asymetrii

W)Y~
A — i=1

s 3
S

X

(1.3.4) Pozycyjny wspolczynnik asymetrii
A — Q3 _2.MX+Q1

¢ Q3 - Q1

(1.4.1) Kowariancja migdzy zmiennymi X ,, X,

1 & _ _
COle :; z - (xij _xj)(xil _xl)
im

(1.4.1) Wspotczynnik korelacji migdzy zmiennymi X, X,

cov

I"ﬂ =
var; - var,

(1.4.1) Syntetyczna miara wspoizaleznosci liniowej

2 e 2
M, —\/mZZVﬂ

J=2 1<)

(1.4.2.1) Standaryzacja zmiennej X ; dla i-tej obserwacji

(1.3.15)

(1.3.16)

(1.3.17)

(1.3.18)

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

(1.4.4)
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(1.4.2.1) Unitaryzacja zmiennej X ; dla i-tej obserwacji

X —minxl.j

J

(1.4.2.2) Srednia arytmetyczna zmiennej zunitaryzowanej

_ X — minx;
Zj —T (146)

J

(1.4.2.3) Odlegtos¢ euklidesowa migdzy obserwacjami

d, = i(zij _le)z (1.4.7)

j=1

(1.4.2.3) Odlegtos¢ miejska migdzy obserwacjami

m
dy = Z
=

(1.4.2.4) Okreslenie sktadowej wektora miary potozenia

A (1.4.8)

1
vy =— D2 (1.4.9)

nk icCy
(1.4.2.4) Odlegtos¢ krytyczna wiazadet grafu spdjnego
d =d+k-s, (1.4.10)

(1.4.2.5) Odlegtos¢ euklidesowa obserwacji od wzorca rozwoju

dy= [ =2, (1.4.11)
=1

(1.4.2.5) Miara rozwoju obserwacji wedtug metody wzorca rozwoju

d.
m, =1—d—10 (1.4.12)

0

(1.4.2.5) Miara rozwoju wedlug metody sum standaryzowanych

m, =L Lo (1.4.13)

Po— P
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(1.5.1) Oszacowanie parametru a modelu regresji liniowej ¥ = aX +b

S0, - P - %)
a=+- (1.5.1)

n

Z(xz _)—C)Z

t=1

(1.5.2) Oszacowanie parametru b modelu regresji liniowej ¥ = aX +b
b=y—-ax (1.5.2)
(1.5.2) Btad standardowy wartosci Y przy zmiennej objasniajacej X

Sy—x = \/{n(nl_z)}{nzyz ~(zy)-k Zn;xz(iz)(xz)zyﬂ (1.5.3)

(1.5.3) Wariancja probki

v\2
yzZWﬁ” (1.5.4)
n—1
(1.5.6.1) Trend liniowy
Y =a,+at (1.5.5)
(1.5.6.3) Trend potegowy
Y = a,t” (1.5.6)

(1.5.6.4) Trend wyktadniczy
Y =a,a, (1.5.7)
(1.5.6.5) Trend logarytmiczny

Y =a, +a,nt (1.5.8)
(1.5.6.6) Trend hiperboliczny — posta¢ 1.

Y=aq,+4 (1.5.9)
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(1.5.6.6) Trend hiperboliczny — postac 2.

Y: a,-t

i+a (1.5.10)
(1.5.6.7) Trend logistyczny
B a
y=—-2—
I+a e (1.5.11)
(1.6.2) Indywidualna pojemno$¢ no$nika informacji
hl _ (”11‘)2
L 1 1.6.1
ey )] (161
J#i
(1.6.2) Pojemnos¢ integralna kombinacji
H', =1, (1.6.2)
i=1
(1.6.3) Bezwzgledny btad prognozy
0,5
rT-7)
v ,= S—)+l+1 .S, (1.6.3)
—2 n
2.(t=7)
t=1

(1.6.3) Odchylenie standardowe reszt do obliczania bezwzglednego
btedu prognozy

0,5
1 n o ’
S, =|——- - 1.6.4
. {n_m_lg(y, y)} (1.6.4)
(1.6.3) Sredni procentowy wzgledny btad prognozy
7, =2 -100 (1.6.5)

Yr
(1.6.4) Wspotczynnik korelacji wielokrotnej

detR"
R=R :,fl— 1.6.6
k detR ( )
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(1.6.6) Wspodtczynnik zmiennosci oparty na rozstgpie

max x; — min X

W,-=2' — — (1.6.7)
max x; +min x;
1

1

(1.6.8) Statystyka istotnosci wspolczynnika korelacji

n-2 (1.6.8)

ro= taz:T (1.6.9)

(1.6.7) Test Akaike’a
AK =nIn(Zz)) + 2k (1.6.10)

(1.6.7) Test Schwarza
SCH =nIn(2z))+ k In(n) (1.6.11)

(1.6.10) Wspotczynnik korelacji migdzy zmienna objasniana
a zmienna objasniajaca

i(x,-, _% )0, - F)

v

xv

Ji(x,, D XOEE,

(1.7.1) Réwnanie macierzowe oszacowania parametrow regresji liniowej
wielowymiarowe]

(1.6.12)

a=(X"X)"'X"y (1.7.1)
(1.7.1) Macierz wariancji i kowariancji

D’(a)=S(X"X)" (1.7.2)
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(1.7.1) Wspodtczynnik zbieznosci

Z(yi o JA/i)z
O’ =L (1.7.3)
z (yl - J_/)Z
i=1
(1.7.1) Wspdtczynnik wyrazistosci
W=(S,/y)-100 (1.7.4)
(1.7.1) Wskaznik $redniego poziomu reszt
1 & |ei|
pP=—) (1.7.5)
nio y,-

(1.7.2) Wspotczynnik kurtozy zmiennej X

_ n(n+1) xj—)?) ¢ _ﬂ
K{(n—l)(n—2)(n—3)z( S j} (n=2)(n-3) (1.7.6)

(1.7.2) Wspodtczynnik skosnosci zmiennej X

—\3
1 X. —X
L= nr +1) D ) (1.7.7)
(n-1)(n-2) S
(1.7.2) Skorygowany (dopasowany) wspotczynnik determinacji
. Z (.);z - )7)2
P = 1’=1 - (1.7.8)
Y Z (yi - y)z
n—1y
(1.7.2) Estymowana suma kwadratow
ESS=>(3,-») (1.7.9)
i=1
(1.7.2) Resztowa suma kwadratow
RSS =) (5,-¥) (1.7.10)
i=l
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(1.7.2) Standaryzacja reszt

z, = (ei _E)
S

el

(1.7.3) Test Kotomogorowa o statystyce maksymalnej réznicy

Dn :Sup E1(x)_F0(x)|

(1.7.3) Warto$¢ obliczeniowa statystyki
A=AInD,
(1.7.3) Macierz rzutowania
H=XX"X)"'X"
(1.7.3) Kwadrat odlegtosci Mahalonobisa
MD? =(n- 1)[hl. —1j
n
(1.8.2) Wariancja resztowa — wersja macierzowa
$(¢) = y'y-a'X'y
n—m-—1

(1.10) Wspoltezynnik autokorelacji zmiennej

n

DX -Y) (¥, ~Y)

— t=l4k

> -7y

P

(1.10) Funkcja autokorelacji czastkowej
k-1
Pr— zpkk—l “Pra
j=1

[
1- z PP
=

P =

(1.11.1) Wektor ocen parametrow strukturalnych wedtug UMNG

a=X'V'X)'X'V'y

(1.7.11)

(1.7.12)

(1.7.13)

(1.7.14)

(1.7.15)

(1.8.1)

(1.10.1)

(1.10.2)

(1.11.1)
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(1.11.1) Wariancja odchylen losowowych w UMNK szacowana resztami

S?= L erve (1.11.2)
n—k-1
(1.11.1) Kowariancja przy zastosowaniu UMNK
D’(a)=S>(X'V'X)"! (1.11.3)
(1.11.2) Liniowy model prawdopodobienstwa (LPM)
Y =1+ BX; + & (1.11.4)
(1.11.3) Logit
L=mn(PJU-P))=2=p+BX, (1.11.5)

(1.11.4) Probit
Probit; = F''P; = B, + poX; + ¢ (1.11.6)
(1.11.4) Zalezno$¢ migdzy logitem a probitem

Logit/ Probit = —— =18 (1.11.7)

V3

(1.11.4) Oszacowanie parametrow strukturalnych modelu probitowego
a=(X"-V'X) X"V Pr (1.11.8)

(1.11.4) Oszacowanie parametrow strukturalnych modelu logitowego
a=(X"W'X) - X"WL (1.11.9)

(1.12) Pierwiastek $redniego kwadratu btedu

S+h
RMSE = LZ(YH—Y,,)Z (1.12.1)
1+hi=
(1.12) Sredni absolutny btad
1 S+h n
MAE=——Y|Y -Y 1.12.2
Y (1.122)
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(1.12) Sredni procentowy absolutny btad

1 S+h

MAPE = Z‘

Y, -Y,
Y

n

-100 1.12.3
1+ hi= ‘ ( )

(1.12) Wspotezynnik Thiela

S+h

L S@oyy
1+ 7%
THEIL =

1 S+h 1 S+h 9
S LSy,
1+hi= 1+hi=
(1.12.1) Wspotczynnik Janusowy

LS -y

— T'—n t=n+1

1 N
*2 (yz_yt)z
no

(1.12.4)

J? (1.12.5)

(1.12.1) Skorygowany wspotezynnik determinacji, gdy znamy R’

EZ:I—Z:;-(I—RZ) (1.12.6)

(1.12.9.3) Prognoza w modelu prostego wyrownywania wyktadniczego

F=aY_ +(-a)F, (1.12.7)

n

(1.12.9.3) Zalezno$¢ miedzy liczba okresé6w w a parametrem
wyréwnywania wyktadniczego a
w=2/a-1) (1.12.8)

(1.12.9.4) Sygnal adaptacyjny

SAD
IST, = . 1.12.9
= (1.12.9)

(1.12.9.4) Prognoza w modelu ARRES
F,=F,,+TST,, (Y, -F,,) (1.12.10)
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(1.12.9.5) Oszacowanie trendu w modelu podwojnych $rednich
ruchomych

trend zﬁ(MA(W)n — MA(MxW),) (1.12.11)
(1.12.9.5) Prognoza w modelu podwdjnej Sredniej ruchomej
Foom=a, + b, m (1.12.12)
(1.13.1) Prognoza w modelu multiplikatywnym Holta-Wintersa
Foim=(Sy+by,-m)- L1+ (1.13.1)
(1.13.1) Prognoza w modelu addytywnym Holta-Wintersa
Foim=(Sy + by - m)+ L+ (1.13.2)

(2.2) Zapis macierzowy rownan Leontiewa
X=(1-A)"y (2.2.1)
(2.4) Kryteritum simpleksowe
k=c,-(2(ea)) (2.4.1)

(2.5) Wielkos¢ pomocnicza do obliczenia kryterium simpleksowego

zZ; =Za,-j Cyi (2.5.1)
i=0
(2.9) Funkcja Lagrange’a
L(x,2) = f(x)+ D A4g,(x) 2.9.1)
i=1
(2.12) Oczekiwany czas trwania czynnosci
T.=(a+4m+b)/6) (2.12.1)
(2.12) Wariancja czasu oczekiwanego w metodzie PERT
b _ 2
o2, =( 6") (2.12.2)
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Tablice statystyczne

I Wartosci krytyczne #(P, n) rozktadu ¢ Studenta
II Wartosci krytyczne y* (a,r) rozktadu z°
III Test serii. Wartosci krytyczne 7,y n(a)
v Wartosci krytyczne rozktadu Durbina-Watsona dla a = 0
Vv Wartosci krytyczne IF(a, 1, ;) rozktadu F
VI Dystrybuanta rozktadu normalnego
Vil Test Hellwiga
Zrodta:

Tablice: 1, II, III, V, VI zob.: R. Zie 11 n s k i, Tablice statystyczne, PWN, Warszawa
1972; 1IV: M. Lipiec-Zajchowska (red.), Wspomaganie procesow decyzyjnych, t. 2: Eko-
nometria, Wydawnictwo C.H. Beck, Warszawa 2003, s. 219; VII: J. Dziechciarz (red.),
Ekonometria. Metody, przyklady, zadania, Akademia Ekonomiczna, Wroctaw 2003,
s. 342.
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Wartosci krytyczne #(P, n) rozktadu ¢ Studenta
P{lt,1 > 4P, n)} =P

Tablica I
n/P 0,5 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001
1 1,0000 3,0777 6,3138 12,7062 | 31,8205 63,6567 127,3213 318,3088 636,6192
2 | 08165 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6,9646 | 9,9248 14,0890 223271 31,5991
3 | 0,7649 | 1,6377 | 2,3534 | 3,1824 | 4,5407 | 5,8409 7,4533 10,2145 12,9240
4 | 07407 | 1,5332 | 2,1318 | 2,7764 | 3,7469 | 4,6041 5,5976 7,1732 38,6103
5 | 0,7267 | 1,4759 | 2,0150 | 2,5706 | 33649 | 4,0321 47733 5,8934 6,8688
6 0,7176 1,5398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 4,3168 5,2076 5,9588
7 0,7111 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,0293 4,7853 5,4079
8 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 3,8325 4,5008 5,0413
9 0,7027 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 3,6897 4,2969 4,7809
10 0,6998 1,3732 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 3,5814 4,1437 4,5869
11 0,6974 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 3,4966 4,0247 4,4370
12 0,6955 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,4284 3,9296 43178
13 0,6938 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,3725 3,8520 4,2208
14 0,6924 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,3257 3,7884 4,1405
15 0,6912 1,3406 1,7530 2,1314 2,6025 2,9457 3,2860 3,7328 4,0728
16 0,6901 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,2520 3,6862 4,0150
17 0,6892 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,2224 3,6458 3,9651
18 0,6884 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,1966 3,6105 3,9216
19 0,6876 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,9609 3,1737 3,5794 3,8834
20 0,6870 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,1534 3,5518 3,8495
21 | 0,6864 | 1,3232 | 1,7207 | 2,0796 | 2,5176 | 2,8314 3,1352 3,5272 3,8193
22 | 0,6858 | 1,3212 | 1,7171 | 2,0739 | 2,5083 | 2,8188 3,1188 3,5050 3,7921
23 | 0,6853 | 1,3195 | 1,7139 | 2,0687 | 2,4999 | 2.8073 3,1040 3,4850 3,7676
24 | 0,6848 | 1,3178 | 1,7109 | 2,0639 | 2,4922 | 2,7969 3,0905 3,4668 3,7455
25 | 0,6844 | 1,3163 | 1,7081 | 2,0595 | 2,4851 | 2,7874 3,0782 3,4502 3,7251
26 0,6840 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,0669 3,4350 3,7066
27 0,6837 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,0565 3,4210 3,6896
28 0,6834 1,3125 1,7911 2,0484 2,4671 2,7633 3,0469 3,4082 3,6739
29 0,6830 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,0380 3,3962 3,6594
30 0,6828 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,0298 3,3852 3,6460
32 0,6822 1,3086 1,6939 2,0369 2,4487 2,7385 3,0149 3,3653 3,6218
34 0,6818 1,3070 1,6909 2,0322 2,4411 2,7284 3,0020 3,3479 3,6007
36 0,6814 1,3055 1,6883 2,0281 2,4345 2,7195 2,9905 3,3326 3,5821
38 0,6810 1,3042 1,6890 2,0244 2,4286 2,7116 2,9803 3,3190 3,5657
40 0,6807 1,3031 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 2,9712 3,3069 3,5510
42 0,6804 1,3020 1,6820 2,0181 2,4185 2,6981 2,9630 3,2960 3,5377
44 0,6801 1,3011 1,6802 2,0154 2,4141 2,6923 2,9555 3,2861 3,5258
46 0,6799 1,3002 1,6787 2,0129 2,4102 2,6870 2,9488 3,2771 3,5150
48 0,6796 1,2994 1,6772 2,0106 2,4066 2,6822 2,9426 3,2689 3,5051
50 0,6794 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 2,9370 3,2614 3,4960
55 | 0,6790 | 1,2971 | 1,6730 | 2,0040 | 23961 | 2,6682 2,9247 3,2561 3,4764
60 | 0,6786 | 1,2958 | 1,6706 | 2,0003 | 2,3901 | 2,6603 2,9146 32317 3,4602
65 | 0,6783 | 1,2947 | 1,6686 | 1,9971 | 2,3851 | 2,6535 2,9060 3,2204 3,4466
70 | 0,6780 | 1,2938 | 1,6669 | 1,9944 | 23808 | 2,6479 2,8987 3,2108 3,4350
80 | 06776 | 12922 | 1,6641 | 1,9901 | 23739 | 2,6387 2,8870 3,1953 3,4163
90 | 0,6772 | 1,2910 | 1,6620 | 1,9867 | 2,3685 | 2,6316 2,8779 3,1833 3,4019
100 | 0,6770 | 1,2901 | 1,6602 | 1,9840 | 2,3642 | 2,6259 2,8707 3,1737 3,3905
120 | 0,6765 | 1,2886 | 1,6577 | 1,9799 | 23578 | 2,6174 2,8599 3,1595 3,3735
150 | 0,6761 | 1,2872 | 1,6551 | 1,9759 | 2,3515 | 2,6090 2,8492 3,1455 3,3566
200 | 0,6757 | 1,2858 | 1,6525 | 1,9719 | 2,3451 | 2,6006 2,8385 3,1315 3,3398
250 | 0,6755 1,2849 1,6510 1,9695 2,3414 2,5956 2,8322 3,1232 3,3299
300 | 0,6753 1,2844 1,6499 1,9679 2,3388 2,5923 2,8279 3,1176 3,3233
400 | 0,6751 1,2837 1,6487 1,9659 2,3357 2,5882 2,8227 3,1107 3,3150
500 | 0,6750 1,2832 1,6479 1,9647 2,3338 2,5887 2,8195 3,1066 3,3101
© 0,6745 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 2,8070 3,0902 3,2905
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Wartosci krytyczne ;(2 rozktadu ;(2 ; P{ )(2, > ;(2 (o, 1)} =a

Tablica II
r/a] 09995 | 0,999 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,80 0,70 0,60
1 ] 0,0%393 ] 0,0°157 | 0,0393 [ 0,0°157 | 0,0°982 | 0,0%393 | 0,0158 | 0,0642 [ 0,148 0,275
2 | 0,0%100 | 0,0200 | 0,0100 | 0,0201 | 0,0506 | 0,103 0,211 0,446 0,713 1,022
3 | 00153 | 00243 | 00717 | 0,115 0,216 0,352 0,584 1,005 1,424 1,869
4 | 0,0639 | 0,0908 | 0,207 0,297 0,484 0,711 1,064 1,649 2,195 2,753
5 0,158 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145 1,610 2,343 3,000 3,655
6 0,299 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635 2,204 3,070 3,828 4,570
7 0,485 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167 2,833 3,822 4,671 5,493
8 0,710 0,857 1,344 1,645 2,180 2,773 3490 | 4,594 5,527 6,423
9 0,972 1,153 1,735 2,088 2,700 3,325 4,168 5,380 6,393 7357
10 | 1,265 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,179 7,267 8,295
11 | 1,587 1,834 2,603 3,053 3,816 | 4,575 5,578 6,989 8,148 9,237
12 | 1,934 2214 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 7,807 9034 | 10,182
13 | 2,305 2,617 3,565 4,107 5,009 5,892 7,042 3,634 9926 | 11,129
14 | 2,697 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 9467 | 10,821 | 12,079
15 | 3,108 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 | 10,307 | 11,721 | 13,030
16 | 3,536 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962 9312 | 11,152 | 12,624 | 13,983
17 | 3,980 4416 5,697 6,408 7,564 8,672 | 10,085 | 12,002 | 13,531 | 14,937
18 | 4439 4,905 6,265 7,015 8,231 9390 | 10,865 | 12,857 | 14,440 | 15,893
19 | 4912 5,407 6,844 7,633 8907 | 10,117 | 11,651 | 13,716 | 15352 | 16,850
20 | 5,398 5,921 7,434 8,260 9591 | 10,851 | 12,443 | 14,578 | 16266 | 17,809
21 | 5,896 6,447 8,034 8,897 | 10,283 | 11,591 | 13,240 | 15445 | 17,182 | 18,768
22 | 6,404 6,983 8,643 9,542 | 10,982 | 12,338 | 14,041 | 16,314 | 18,101 | 19,729
23 | 6,924 7,529 9260 | 10,196 | 11,688 | 13,091 | 14,848 | 17,187 | 19,021 | 20,690
24 | 7453 8,085 9,886 | 10,856 | 12,401 | 13,845 | 15,659 | 18,062 | 19,943 | 21,652
25 | 7,991 9649 | 10,520 | 11,524 | 13,120 | 14,611 | 16,473 | 18,940 | 20,867 | 22,616
26 | 8,538 9222 | 11,160 | 12,198 | 13,844 | 15379 | 17,292 | 19,820 | 21,792 | 23,579
27 | 9,093 9803 | 11,808 | 12,879 | 14,573 | 16,151 | 18,114 | 20,703 | 22,719 | 24,544
28 | 9,656 | 10,391 | 12,461 | 13,565 | 15,308 | 16,928 | 18,939 | 21,588 | 23,647 | 25,509
29 | 10,227 | 10,986 | 13,121 | 14,256 | 16,047 | 17,708 | 19,768 | 22,475 | 24,577 | 26475
30 | 10,804 | 11,588 | 13,787 | 14,953 | 16,971 | 18,493 | 20,599 | 23,364 | 25,508 | 27,442
31 | 11,389 | 12,196 | 14,458 | 15,655 | 17,539 | 19281 | 21,434 | 24,255 | 26,440 | 28,409
32 | 11,979 | 12,811 | 15,134 | 16,362 | 18291 | 20,072 | 22,271 | 25,148 | 27,373 | 39.376
33 | 12,576 | 13,431 | 15815 | 17,073 | 19,047 | 20,867 | 23,110 | 26,042 | 28,307 | 30,344
34 | 13,176 | 14,057 | 16,501 | 17,789 | 19,806 | 21,664 | 23,952 | 26,938 | 29242 | 31,313
35 | 13,788 | 14,688 | 17,192 | 18,509 | 20,569 | 22,465 | 24,797 | 27.836 | 30,178 | 32,282
36 | 14401 | 15324 | 17,887 | 19,233 | 21,336 | 23,269 | 25,643 | 28,735 | 31,115 | 33,252
37 | 15,020 | 15,965 | 18,586 | 19,960 | 22,106 | 24,075 | 26,492 | 29,635 | 32,053 | 34,222
38 | 15,644 | 16,611 | 19,289 | 20,691 | 22,878 | 24,884 | 27,343 | 30,537 | 32,992 | 35,192
39 | 16273 | 17,262 | 19,996 | 21,426 | 23,654 | 25,695 | 28,196 | 31,441 | 33932 | 36,163
40 | 16906 | 17,916 | 20,707 | 22,164 | 24433 | 26,509 | 29,051 | 32345 | 34,872 | 37,134
41 | 17,544 | 18,575 | 21,421 | 22,906 | 25215 | 27,326 | 29,907 | 33251 | 35813 | 38,105
42 | 18,186 | 19,238 | 22,138 | 23,650 | 25,909 | 28,144 | 30,765 | 34,157 | 36,775 | 39,077
43 | 18,832 | 19,905 | 22,859 | 24398 | 26,785 | 28,965 | 31,625 | 35,065 | 37,698 | 40,050
44 | 19482 | 20,576 | 23,584 | 25,148 | 27,575 | 29,787 | 32,487 | 35974 | 38,641 | 41,022
45 | 20,137 | 21,251 | 24311 | 25901 | 28,366 | 30,612 | 33,350 | 36,884 | 39,585 | 41,955
46 | 20,794 | 21,929 | 25,041 | 26,657 | 29,160 | 31,439 | 34215 | 37,795 | 40,529 | 42,968
47 | 21456 | 22,610 | 25,775 | 27,416 | 29,959 | 32,268 | 35081 | 38,708 | 41,474 | 43,942
48 | 22,121 | 23,295 | 26,511 | 28,177 | 30,755 | 33,098 | 35949 | 39,621 | 42,420 | 44,915
49 | 22,789 | 23,983 | 27,249 | 28491 | 31,555 | 33,930 | 36,818 | 40,534 | 43,366 | 45,889
50 | 23461 | 24,674 | 27,991 | 29,707 | 32,357 | 34,764 | 37,689 | 41,449 | 44313 | 46,864
51 | 24,136 | 25368 | 28,735 | 30,475 | 33,162 | 35,600 | 38,560 | 42,365 | 45261 | 47,838
52 | 24,814 | 26,065 | 29,481 | 31,246 | 33,968 | 36,437 | 39,433 | 43,281 | 46,209 | 48813
53 | 25,495 | 26,765 | 30,230 | 32,018 | 34,776 | 37276 | 40,308 | 44,199 | 47,157 | 49,788
54 | 26,179 | 27,468 | 30,981 | 32,793 | 35,586 | 38,116 | 41,183 | 45,117 | 48,106 | 50,764
55 | 26,866 | 28,173 | 31,735 | 33,570 | 36,398 | 38,958 | 42,060 | 46,036 | 49,054 | 51,739
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Wartosci krytyczne y* rozkladu 3% P{y*, > z* (a, 1)} = a
Tablica II (cd.

r/a] 050 ]| 040 | 030 | 020 | 0,00 | 005 | 0025 | 0,0l | 0,005 | 0,001 | 0,0005
1 | 0455 | 0,708 | 1,074 | 1,642 | 2,706 | 3,841 | 5,024 | 6,636 | 7,879 | 10,828 | 12,116
2 | 1,386 | 1,833 | 2,408 | 3,219 | 4,605 | 5991 | 7,378 | 9,210 | 10,597 | 13,816 | 15,202
3 | 2366 | 2,946 | 3,665 | 4,642 | 6,251 | 7,815 | 9348 | 11,345 | 12,838 | 16,266 | 17,730
4 | 3,357 | 4,045 | 4878 | 5989 | 7,779 | 9488 | 11,143 | 13,277 | 14,860 | 18,467 | 19,997
5 | 4351 | 5,132 | 6,064 | 7,089 | 9,236 | 11,070 | 12,832 | 15,086 | 16,750 | 20,515 | 22,105
6 | 5345 | 6211 | 7,231 | 8,558 | 10,645 | 12,592 | 14,449 | 16,812 | 18,548 | 22,458 | 24,103
7 | 6346 | 7,283 | 8,383 | 9,803 | 12,017 | 14,067 | 16,013 | 18,475 | 20,278 | 24,322 | 26,018
8 | 7,344 | 8351 | 9,524 | 11,030 | 13,362 | 15,507 | 17,535 | 20,090 | 21,955 | 26,125 | 27,868
9 | 8343 | 9414 | 10,656 | 12,042 | 14,684 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589 | 27,877 | 29,666
10 | 9,342 | 10473 | 11,781 | 13,442 | 15,987 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25,188 | 29,588 | 31,420
11 ] 10,341 | 11,530 | 12,899 | 14,631 | 17,275 | 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757 | 31,264 | 33,136
12 | 11,340 | 12,584 | 14,011 | 15,812 | 18,549 | 21,026 | 23,336 | 26,217 | 28,300 | 32,909 | 34,821
13 | 12,340 | 13,636 | 15,119 | 16,985 | 19,812 | 22,362 | 24,735 | 27,688 | 29,819 | 34,528 | 36,478
14 | 13,339 | 14,685 | 16,222 | 18,151 | 21,064 | 23,685 | 26,119 | 29,141 | 31,319 | 36,123 | 38,109
15 | 14339 | 15,733 | 17,322 | 19,311 | 22,307 | 24,996 | 27,488 | 30,578 | 32,801 | 37,697 | 39,719
16 | 15,338 | 16,780 | 18,418 | 20,465 | 23,542 | 26,296 | 28,845 | 32,000 | 34,267 | 39,252 | 41,308
17 | 16,338 | 17,824 | 19,511 | 21,615 | 24,769 | 27,587 | 30,191 | 33,409 | 35,718 | 40,790 | 42.879
18 | 17,338 | 18,868 | 20,601 | 22,760 | 25,989 | 28,869 | 31,526 | 34,805 | 37,156 | 42,312 | 44,434
19 | 18,338 | 19,910 | 21,689 | 23,000 | 27,204 | 30,144 | 32,852 | 36,191 | 38,582 | 43,820 | 45,973

20 | 19,337 | 20,951 | 22,775 | 25,038 | 28,412 | 31,410 | 34,170 | 37,566 | 39,997 | 45,315 | 47,498
21 | 20,337 | 21,991 | 23,858 | 26,171 | 29,615 | 32,671 | 35479 | 38,932 | 41,401 | 46,797 | 49,010
22 | 21,337 | 23,031 | 24,939 | 27,301 | 30,813 | 33,924 | 36,781 | 40,289 | 42,796 | 48,268 | 50,511
23 | 22,337 | 24,069 | 26,018 | 28,429 | 32,007 | 35,172 | 38,086 | 41,638 | 44,181 | 49,728 | 52,000
24 | 23337 | 25,106 | 27,096 | 29,553 | 33,196 | 36,415 | 39,364 | 42,980 | 45,558 | 51,179 | 53,479
25 | 24337 | 26,143 | 28,172 | 30,675 | 34,382 | 37,652 | 40,646 | 44314 | 46,928 | 52,618 | 54,947
26 | 25,336 | 27,179 | 29,246 | 31,795 | 35,563 | 38,885 | 41,023 | 45,642 | 48,290 | 54,052 | 56,407
27 | 26,336 | 28,214 | 30,319 | 32,912 | 36,741 | 40,113 | 43,194 | 46,963 | 49,645 | 55476 | 57,858
28 | 27,336 | 29,249 | 31,391 | 34,027 | 37,916 | 41,337 | 44,461 | 48,278 | 50,993 | 56,892 | 59,300
29 | 28,336 | 30,283 | 32,461 | 35,139 | 39,087 | 42,557 | 45,722 | 49,588 | 52,336 | 58,301 | 60,735
30 | 29,336 | 31,316 | 33,530 | 36,250 | 40,256 | 43,773 | 46,979 | 50,892 | 53,672 | 59,703 | 62,162
31 | 30,336 | 32,349 | 34,598 | 37,359 | 41,422 | 44,985 | 48,232 | 52,191 | 55,003 | 61,098 | 63,582
32 | 31,336 | 33,381 | 35,665 | 38,466 | 42,585 | 46,194 | 49,480 | 53,486 | 56,328 | 62,487 | 64,995
33 | 32,336 | 34413 | 36,731 | 39,572 | 43,745 | 47,400 | 50,725 | 54,776 | 57,648 | 63,870 | 66,402
34 | 33,336 | 35444 | 37,795 | 40,676 | 44,903 | 48,602 | 51,966 | 56,061 | 58,964 | 65,247 | 67,303
35 | 34,336 | 36,475 | 38,859 | 41,778 | 46,059 | 49,802 | 53,203 | 57,342 | 60,275 | 66,619 | 69,199
36 | 35,336 | 37,505 | 39,922 | 42,879 | 47,212 | 50,998 | 54,437 | 58,619 | 61,581 | 67,985 | 70,588
37 | 36,336 | 38,535 | 40,984 | 43,978 | 48,363 | 52,192 | 55,668 | 59,892 | 62,882 | 69,346 | 71,972
38 | 37335 | 39,564 | 42,045 | 45,076 | 49,513 | 53,384 | 56,895 | 61,162 | 64,181 | 70,703 | 73,351
39 | 38,335 | 40,593 | 43,105 | 46,173 | 50,660 | 54,572 | 58,120 | 62,428 | 65476 | 72,055 | 74,725
40 | 39,335 | 41,622 | 44,165 | 47,269 | 51,805 | 55,768 | 59,342 | 63,691 | 66,766 | 73,402 | 76,095
41 | 40,335 | 42,651 | 45224 | 48,363 | 52,949 | 56,942 | 60,561 | 64,950 | 68,053 | 74,745 | 77,459
42 | 41,335 | 43,679 | 46,282 | 49,456 | 54,090 | 58,124 | 61,777 | 66,206 | 69,336 | 76,084 | 78,820
43 | 42,335 | 44,706 | 47,339 | 50,548 | 55,230 | 59,304 | 62,990 | 67,459 | 70,616 | 77,419 | 80,176
44 | 43,335 | 45,734 | 48,396 | 51,639 | 56,369 | 60,481 | 64,201 | 63,709 | 71,893 | 78,749 | 81,528
45 | 44335 | 46,761 | 49,452 | 52,729 | 57,505 | 61,656 | 65410 | 69,957 | 73,166 | 80,077 | 82,876
46 | 45,335 | 47,787 | 50,507 | 53,818 | 58,641 | 62,830 | 66,617 | 71,201 | 74,437 | 81,400 | 84,220
47 | 46,335 | 48,814 | 51,562 | 54,906 | 59,774 | 64,001 | 67,821 | 72,443 | 75,704 | 82,720 | 85,560
48 | 47,335 | 49,840 | 52,616 | 55,993 | 60,907 | 65,171 | 69,023 | 73,683 | 76,969 | 84,037 | 86,897
49 | 48,335 | 50,866 | 53,670 | 57,079 | 62,038 | 66,339 | 70,222 | 74,919 | 78,231 | 85,351 | 88,231
50 | 49335 | 51,892 | 54,723 | 58,164 | 63,167 | 67,505 | 71,420 | 76,154 | 79,490 | 86,661 | 89,561
51 | 50,335 | 52,917 | 55,775 | 59,248 | 64,295 | 68,669 | 72,616 | 77,386 | 80,747 | 87,968 | 90,881
52 | 51,335 | 53,942 | 56,827 | 60,332 | 65,422 | 69,832 | 73,810 | 78,616 | 82,001 | 89,272 | 92,211
53 | 52,335 | 54,967 | 57,879 | 61,414 | 66,548 | 70,993 | 75,002 | 79,843 | 83,253 | 90,573 | 93,531
54 | 53,335 | 55,992 | 58,930 | 62,496 | 67,673 | 72,153 | 76,192 | 81,069 | 84,502 | 91,872 | 94,849
55 | 54,335 | 57,016 | 59,980 | 63,577 | 68,796 | 73,311 | 77,380 | 82,292 | 85,749 | 93,167 | 96,163
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Wartosci krytyczne y° rozktadu 7>

Tablica II (cd.)

r/a ] 09995 [ 0,999 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,30 0,70 0,60
56 [ 27,555 | 28,881 | 32,490 [ 34350 [ 37,212 [ 39,801 | 42,937 [ 46,955 [ 50,005 | 52,715
57 28,248 | 29,591 33,248 35,131 38,027 40,646 43,816 47,876 50,956 53,691
58 [ 28943 | 30305 | 34,008 | 35913 | 38844 | 41,492 | 44,696 | 48,797 | 51909 | 54,667
59 [ 29,640 | 31,020 | 34,770 | 36,698 | 39,662 | 42339 | 45577 | 49,718 | 52,857 | 55,643
60 | 30,340 | 31,738 | 35,5535 | 37485 | 40,482 | 43,188 | 46459 | 50,641 | 53,809 | 56,620
61 | 31,043 | 32,459 | 36,301 | 38273 | 41,303 | 44,038 | 47342 | 51,564 | 54,761 | 57,597
62 | 31,748 | 33,181 | 37,068 | 39,063 | 42,126 | 44,889 | 48226 | 52487 | 55714 | 58574
63 | 32,455 | 33,906 | 37,838 | 39,855 | 42,950 | 45741 | 49,111 | 53412 | 56,666 | 59,551
64 | 33,165 | 34,633 | 38,610 | 40,649 | 43,776 | 46,595 | 49,996 | 54336 | 57,619 | 60,528
65 33,877 35,362 39,383 41,444 44,603 47,450 50,883 55,262 58,573 61,506
66 34,591 36,093 40,158 42,240 45,431 48,305 51,770 56,188 59,527 62,484
67 | 35307 | 36,826 | 40,935 | 43,038 | 46,261 | 49,162 | 52,659 | 57,115 | 60,481 | 63,461
68 36,025 37,561 41,713 43,838 47,092 50,020 53,548 58,042 61,436 64,440
69 | 36,745 | 38298 | 42,494 | 44,639 | 47924 | 50879 | 54438 | 58970 | 62,391 | 65418
70 | 37,467 | 39,036 | 43,275 | 45442 | 48758 | 51,739 | 55329 [ 59,898 | 63346 | 66,396
71| 38,192 | 39,777 | 44,058 | 46,246 | 49,592 | 52,600 | 56,221 | 60,827 | 64,302 | 67,375
72 [ 38918 | 40,520 | 44,843 | 47,051 | 50428 | 53462 | 57,113 | 61,756 | 65258 | 68,353
73 [ 39,646 | 41262 | 45629 | 47,858 | 51,265 | 54325 | 58,006 | 62,686 | 66214 | 69,332
74 40,376 | 42,010 46,417 48,666 52,103 55,189 58,900 63,616 67,170 70,311
75 | 41,107 | 42,757 | 47,206 | 49475 | 52942 | 56,054 | 59,795 | 64,547 | 68,127 | 71,290
76 | 41,841 | 43,507 | 47,997 | 50,286 | 53,782 | 56,920 | 60,690 | 65478 | 69,084 | 72,270
77 42,576 | 44,258 48,788 51,097 54,623 57,786 61,586 66,409 70,042 73,249
78 | 43313 | 45010 | 49,582 | 51,910 | 55466 | 58,654 | 62,483 | 67,341 | 70999 | 74,229
79 | 44,051 | 45764 | 50376 | 52,725 | 56309 | 59,522 | 63,308 | 68,274 | 71,957 | 75,208
80 44,791 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 69,207 72,915 76,188
81 | 45533 | 47277 | 51,969 | 54357 | 57,998 | 61261 | 65176 | 70,140 | 73,874 | 77,168
82 | 46,276 | 48,036 | 52,767 | 55174 | 58845 | 62,132 | 66,076 | 71,074 | 74,833 | 78,148
83 47,021 48,796 53,567 55,993 59,692 63,004 66,976 72,008 75,792 79,128
84 | 47,767 | 49,557 | 54,368 | 56,813 | 60,540 | 63,876 | 67,876 | 72,943 | 76,751 | 80,108
85 | 48,515 | 50320 | 55,170 | 57,634 | 61389 | 64,749 | 68,777 | 73,878 | 77,710 | 81,089
86 49,264 | 51,085 55,973 58,456 62,239 65,623 69,679 74,813 78,670 82,069
87 [ 50,015 | 51,850 | 56,777 | 59,279 | 63,089 | 66,498 | 70,581 | 75,749 | 79,630 | 83,050
88 [ 50,767 | 52,617 | 57,582 | 60,103 | 63,941 | 67,373 | 71,484 | 76,685 | 80,590 | 84,031
89 [ 51,521 | 53386 | 58389 | 60,928 | 64,793 | 68249 | 72,387 | 77,622 | 81,550 | 85,012
90 | 52,276 | 54,155 | 59,196 | 61,754 | 65647 | 69,126 | 73,291 | 78,558 | 82,511 | 85,993
91 | 53,032 | 54,926 | 60,005 | 62,581 | 66,501 | 70,003 | 74,196 | 79,496 | 83472 | 86,974
92 53,790 | 55,698 | 60,815 | 63409 | 67356 | 70,882 | 75,101 | 80433 | 84,433 | 87,955
93 | 54,549 | 56,472 | 61,625 | 64,238 | 68211 | 71,760 | 76,006 | 81371 | 85394 | 88,936
94 55,309 57,246 62,437 65,068 69,068 72,640 76,912 82,309 86,356 89,917
95 | 56,070 | 58,022 | 63,250 | 65,898 | 69,925 | 73,520 | 77,818 | 83248 | 87,317 | 90,899
96 | 56,833 | 58,799 | 64,063 | 66,730 | 70,783 | 74,400 | 78,725 | 84,187 | 88279 | 91,881
97 | 57,597 | 59,577 | 64,878 | 67,562 | 71,642 | 75282 | 79,633 | 85,126 | 89,241 | 92,862
98 | 58,362 | 60,356 | 65694 | 68396 | 72,501 | 76,164 | 80,5541 | 86,065 | 90,204 | 93,844
99 | 59,128 | 61,136 | 66,510 | 69,230 | 73361 | 77,046 | 81,449 | 87,005 | 91,166 | 94,826
100 | 59,896 | 61,918 67,328 70,075 74,222 77,929 82,358 87,945 92,129 95,808

Funkcje pomocnicze p, () i p,(a, V) (v=l/ 2r)

v/a | 09995 | 0,999 0,995 0,99 0,975 0,950 0,90 0,80 0,70 0,60

0,00 | 6,652 5,700 3,757 2,941 1,894 1,137 0428 | -0,194 | -0483 | -0,624
0,01 | 6537 5,691 3,757 2,945 1,901 1,145 0436 | -0,180 | -0487 | -0,622
0,02 | 6,522 5,681 3,758 2,949 1,908 1,153 0443 | -0,183 | -0491 | -0,620
0,03 | 6,506 5,670 3,758 2,953 1,914 1,160 0,451 0,177 | -0495 | -0618

0,04 | 6489 5,659 3,758 2,956 1,921 1,168 0459 | -0,171 | -0499 | -0.616
0,05 | 6471 5,647 3,758 2,959 1,927 1,176 0466 | -0,165 | -0,503 | -0,614
0,06 | 6452 5,635 3,757 2,962 1,933 1,183 0474 | -0,159 | -0,507 | -0,612
0,07 | 6432 5,621 3,755 2,964 1,940 1,191 0,431 0,153 | -0,511 | -0,609
0,08 | 6411 5,607 3,754 2,967 1,946 1,198 0489 | -0,147 | -0516 | -0,607
(@) | -32905 | -3,0002 | -2,5758 | -2,3263 | -1,9599 | -1,6448 | -1,2815 | -0,8416 | -0,5244 | -0,2533
2673 3231 2930 4787 6398 5363 5157 2123 0051 4710
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Wartosci krytyczne y° rozktadu 7>
Tablica II (cd.)

rla 0,50 0,40 0,30 0,20 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005

56 55,335 | 58,040 | 61,031 | 64,658 | 69,918 | 74,468 | 78,567 | 83,513 | 86,994 | 94,460 | 97,475

57 56,335 | 59,064 | 62,080 | 65,737 | 71,040 | 75,624 | 79,752 | 84,733 | 88,236 | 95,751 | 98,784

58 57,335 | 60,088 | 63,129 | 66,816 | 72,160 [ 76,778 | 80,936 | 85,950 | 89,477 | 97,039 | 100,090

59 58,335 | 61,111 | 64,178 | 67,894 | 73,279 | 77,931 | 82,117 | 87,166 | 90,715 | 98,324 | 101,394

60 59,335 | 62,135 | 65,226 | 68,972 | 74,397 | 79,082 | 83,298 | 88,379 | 91,952 | 99,607 | 102,695

61 60,335 | 63,158 | 66,274 | 70,049 | 75,514 | 80,232 | 84,476 | 89,591 | 93,186 | 100,888 | 103,993

62 61,335 | 64,181 | 67,322 | 71,125 | 76,630 | 81,381 | 85,654 | 90,802 | 94,419 | 102,166 | 105,289

63 62,335 | 65,204 | 68,369 | 72,201 | 77,745 | 82,529 | 86,830 | 92,010 | 95,649 | 103,442 | 106,583

64 63,335 | 66,226 | 69,416 | 73,276 | 78,860 | 83,675 | 88,004 | 93,217 | 96,878 | 104,716 | 107,875

65 64,335 | 67,249 | 70,462 | 74,351 | 79971 | 84,821 | 89,177 | 94,422 | 98,105 | 105,988 | 109,164

66 65,335 | 68,271 | 71,508 | 75,425 | 81,086 | 85,965 | 90,349 | 95,626 | 99,330 | 107,258 | 110,451

67 66,335 | 69,293 | 72,554 | 76,498 | 82,197 | 87,108 | 91,519 | 96,828 | 100,554 | 108,526 | 111,736

68 67,334 | 70,315 | 73,600 | 77,571 | 83,308 | 88,250 | 92,688 | 98,028 | 101,776 | 109,791 | 113,018

69 68,334 | 71,337 | 74,645 | 78,643 | 84,418 | 89,391 | 93,856 | 99,227 | 102,996 | 111,055 | 114,299

70 69,334 | 72,358 | 75,689 | 79,715 | 85,527 | 90,531 | 95,023 | 100,425 | 104,215 | 112,317 | 115,578

71 70,334 | 73,380 | 76,734 | 80,786 | 86,635 [ 91,670 | 96,189 | 101,621 | 105,432 | 113,577 | 116,854

72 71,334 | 74,401 | 77,778 | 81,857 | 87,743 | 92,808 | 97,353 | 102,816 | 106,648 | 114,835 | 118,129

73 72,334 | 75422 | 78,822 | 82,927 | 88,850 [ 93,945 | 98,516 [ 104,010 | 107,862 | 116,092 | 119,402

74 73,334 | 76,443 | 79,865 | 83,997 | 89,956 | 95,081 | 99,678 | 105,202 | 109,074 | 117,346 | 120,673

75 74,334 | 77,464 | 80,908 | 85,066 | 91,061 [ 96,217 | 100,839 | 106,393 | 110,286 | 118,599 | 121,942

76 75,334 | 78,485 | 81,951 | 86,135 | 92,166 [ 97,351 | 101,999 | 107,582 | 111,495 | 119,850 | 123,209

71 76,334 | 79,505 | 82,994 | 87,203 | 93,270 | 98,484 | 103,158 | 108,771 | 112,704 | 121,100 | 124,475

78 77,334 | 80,526 | 84,036 | 88,271 | 94,374 | 99,617 | 104,316 | 109,958 | 113,911 | 122,348 | 125,739

79 78,334 | 81,546 | 85,078 | 89,338 | 95,476 | 100,749 | 105,473 | 111,144 | 115,117 | 123,594 | 127,001

80 79,334 | 82,566 | 86,120 | 90,405 | 96,578 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321 | 124,839 | 128,261

81 80,334 | 83,586 | 87,161 | 91,472 | 97,608 | 103,010 | 107,783 | 113,512 | 117,524 | 126,082 | 129,520

82 81,334 | 84,606 | 88,202 | 92,538 | 98,780 | 104,139 | 108,937 | 114,695 | 118,726 | 127,324 | 130,778

83 82,334 | 85,626 | 89,243 | 93,604 | 99,880 | 105,267 | 110,090 | 115,876 | 119,927 | 128,565 | 132,033

84 83,334 | 86,646 | 90,284 | 94,669 | 100,980 | 106,395 | 111,242 | 117,057 | 121,126 | 129,804 | 133,288

85 84,334 | 87,665 | 91,325 | 95,734 | 102,079 | 107,522 | 112,393 | 118,236 | 122,325 | 131,041 | 134,540

86 85,334 | 88,685 | 92,365 | 96,799 | 103,177 | 108,648 | 113,544 | 119,414 | 123,522 | 132,277 | 135,792

87 86,334 | 89,704 | 93,405 | 97,863 | 104,275 | 109,773 | 114,693 | 120,591 | 124,718 | 133,512 | 137,041

88 87,334 | 90,723 | 94,445 | 98,927 | 105,372 | 110,898 | 115,841 | 121,767 | 125,913 | 134,745 | 138,290

89 88,334 | 91,742 | 95484 | 99,991 | 106,469 | 112,022 | 116,989 | 122,942 | 127,106 | 135,978 | 139,537

90 89,334 | 92,761 | 96,524 | 101,054 | 107,565 [ 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299 | 137,208 | 140,782

91 90,334 | 93,780 | 97,563 | 102,117 | 108,661 | 114,268 | 119,282 | 125,289 | 129,491 | 138,438 | 142,027

92 91,334 | 94,799 | 98,602 | 103,179 | 109,756 | 115,390 | 120,427 | 126,462 | 130,681 | 139,666 | 143,269

93 92,334 | 95,818 | 99,641 | 104,241 | 110,850 | 116,511 | 121,571 | 127,633 | 131,871 | 140,893 | 144,511

94 93,334 | 96,836 | 100,679 | 105,303 | 111,944 | 117,632 | 122,715 | 128,803 | 133,059 | 142,119 | 145,751

95 94,334 | 97,855 | 101,717 | 106,364 | 113,038 [ 118,752 | 123,858 | 129,973 | 134,247 | 143,344 | 146,990

96 95,334 | 98,873 | 102,755 | 107,425 | 114,131 | 119,871 | 125,000 | 131,141 | 135,433 | 144,567 | 148,228

97 96,334 | 99,892 | 103,793 | 108,486 | 115,223 | 120,990 | 126,141 | 132,309 | 136,619 | 145,789 | 149,465

98 97,334 | 100,910 | 104,831 | 109,547 | 116,315 | 122,108 | 127,282 | 133,476 | 137,803 | 147,010 | 150,700

99 98,334 | 101,928 | 105,868 | 110,607 | 117,407 | 123,225 | 128,422 | 134,642 | 138,987 | 148,230 | 151,934

100 | 99,334 | 102,946 | 106,906 | 111,667 | 118,498 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,169 | 149,449 | 153,167

Funkcje pomocnicze p, () i p,(a, V) (v = 1/\/2r)

via 0,50 0,40 0,30 0,20 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005

0,00 | -0,667 | -0,624 | -0,483 -0,194 0,428 1,137 1,894 2,941 3,757 5,700 6,552

0,01 | -0,667 | -0,626 | -0,479 | -0,200 0,421 1,129 1,887 2,937 3,755 5,708 6,565

0,02 | -0,667 | 0,628 | -0.476 | -0,206 | 0413 | 1,121 | 1,880 | 2,933 | 3,754 | 5,716 | 6,578

0,03 | -0,667 | -0,630 | -0,472 | -0,212 0,405 1,113 1,873 2,928 3,752 5,723 6,590

0,04 | -0,666 | -0,631 -0,468 | -0,218 0,398 1,105 1,866 2,923 3,750 5,730 6,601

0,05 | -0,666 | -0,633 -0,464 | -0,224 0,390 1,097 1,859 2,918 3,748 5,736 6,612

0,06 | -0,666 | -0,635 -0,460 | -0,229 0,382 1,089 1,851 2,913 3,745 5,741 6,622

0,07 | -0666 | 0,637 | -0457 | 0235 | 0375 | 1,081 | 1844 | 2908 | 3,742 | 5,747 | 6,631

0,08 | -0,666 | -0,639 | -0,453 -0,241 0,367 1,073 1,836 2,902 3,739 5,741 6,640

pi(a) | 0,0000 | 0,2533 | 0,5244 | 0,8416 | 1,2815 | 1,6448 | 1,9599 | 2,3263 | 2,5758 | 3,0902 | 3,2905
0000 4710 0051 2123 5157 5363 6398 4787 2930 3231 2673
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Test serii. Wartosci krytyczne 7, , («)

Tablica II1
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Test serii. Wartosci krytyczne 7, , («)

Tablica III cd.
o
" "2 0,005 | 0010 | 0025 | 0050 | 00950 0,975 0,990 0,995
5 5 - 2 2 3 8 9 9 10
6 2 2 3 3 9 9 10 10
7 2 2 3 3 9 10 10 11
8 2 2 3 3 9 10 11 11
9 2 3 3 4 10 11 11 11
10 3 3 3 4 10 11 11 11
11 3 3 4 4 11 11 11 11
12 3 3 4 4 11 11 11 11
13 3 3 4 4 11 11 11 11
14 3 3 4 5 11 11 11 11
15 3 4 4 5 11 11 11 11
16 3 4 4 5 11 11 11 11
17 3 4 4 5 11 11 11 11
18 4 4 5 5 11 11 11 11
19 4 4 5 5 11 11 11 11
20 4 4 5 5 11 11 11 11
6 6 2 2 3 3 10 10 11 11
7 2 3 3 4 10 11 11 12
8 3 3 3 4 11 11 12 12
9 3 3 3 4 11 11 12 12
10 3 3 4 5 11 12 13 13
11 3 4 1 5 12 12 13 13
12 3 1 1 5 12 12 13 13
13 3 1 5 5 12 13 13 13
14 4 1 5 5 12 13 13 13
15 4 1 5 6 13 13 13 13
16 4 1 5 6 13 13 13 13
17 4 5 5 6 13 13 13 13
13 4 5 5 6 13 13 13 13
19 4 5 6 6 13 13 13 13
20 4 5 6 6 13 13 13 13
7 7 3 3 3 4 11 12 12 12
8 3 3 1 1 12 12 13 13
9 3 4 1 5 12 13 13 14
10 3 4 5 5 12 13 14 14
11 4 4 5 5 13 13 14 14
12 4 4 5 6 13 13 14 15
13 4 5 5 6 13 14 15 15
14 4 5 5 6 13 14 15 15
15 4 5 6 6 14 14 15 15
16 5 5 6 6 14 15 15 15
17 5 5 6 7 14 15 15 15
18 5 5 6 7 14 15 15 15
19 5 5 6 7 14 15 15 15
20 5 6 6 7 14 15 15 15
8 8 3 4 1 5 12 13 13 14
9 3 4 5 5 13 13 14 14
10 4 4 5 6 13 14 14 15
11 4 5 5 6 14 14 15 15
12 4 5 6 6 14 15 15 16
13 5 5 6 6 14 15 16 16
14 5 5 6 7 15 15 16 16
15 5 5 6 7 15 15 16 17
16 5 6 6 7 15 16 16 17
17 5 6 7 7 15 16 17 17
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Test serii. Wartosci krytyczne 7, , («)
Tablica III cd.
o
" " 70005 [ 0010 [ 0025 [ 0050 | 0950 [ 0975 0,990 0,995
18 6 6 7 8 15 16 17 17
19 6 6 7 8 15 16 17 17
20 6 6 7 8 16 16 17 17
9 9 4 4 5 6 13 14 15 15
10 4 5 5 6 14 15 15 16
1 5 5 6 6 14 15 16 16
12 5 5 6 7 15 15 16 17
13 5 6 6 7 15 16 17 17
14 5 6 7 7 16 16 17 17
15 5 6 7 8 16 17 17 18
16 6 6 7 8 16 17 17 18
17 6 7 7 8 16 17 18 18
18 6 7 8 8 17 17 18 19
19 6 7 8 8 17 17 18 19
20 7 7 8 9 17 17 8 19
10 10 5 5 6 6 15 15 16 16
11 5 5 6 7 15 16 17 17
12 5 6 7 7 16 16 17 18
13 5 6 7 8 16 17 18 18
14 6 6 7 8 16 17 18 18
15 6 7 7 8 17 17 18 19
16 6 7 8 8 17 18 19 19
17 7 7 8 9 17 18 19 19
18 7 7 8 9 18 18 19 20
19 7 8 8 9 18 19 19 20
20 7 8 9 9 8 19 19 20
11 11 5 6 7 7 16 16 17 18
12 6 6 7 8 16 17 18 18
13 6 6 7 8 17 18 18 19
14 6 7 8 8 17 18 19 19
15 7 7 8 9 18 18 19 20
16 7 7 8 9 18 19 20 20
17 7 8 9 9 18 19 20 21
18 7 8 9 10 19 19 20 21
20 8 8 9 10 19 20 21 21
12 12 6 7 7 8 17 18 18 19
13 6 7 7 8 17 18 19 20
14 7 7 8 9 18 19 20 20
15 7 8 8 9 18 19 20 21
16 7 8 9 10 19 20 21 21
17 8 8 9 10 19 20 21 21
18 8 8 9 10 20 20 21 2
19 8 9 10 10 20 21 2 2
20 8 9 10 11 20 21 2 22
13 13 7 7 8 9 18 19 20 20
14 7 7 9 9 19 19 20 21
15 7 8 9 10 19 20 21 21
16 8 8 9 10 20 20 21 2
17 8 9 10 10 20 21 2 2
18 8 9 10 11 20 21 2 23
19 9 9 10 11 21 2 23 23
20 9 10 10 11 21 2 23 23
14 14 7 8 9 10 19 20 21 22
15 8 8 9 10 20 21 2 2
16 8 9 10 11 20 21 2 23

585



Test serii. Wartosci krytyczne 7, , («)

Tablica III cd.
o
m 2 0,005 | 0,010 0,025 0,050 0,950 0,975 0,990 0,995
17 8 9 10 11 21 22 23 23
18 9 9 10 11 21 22 23 24
19 9 10 11 12 22 22 23 24
20 9 10 11 12 22 23 24 24
15 15 8 9 10 11 20 21 22 23
16 9 9 10 11 21 22 23 23
17 9 10 11 11 21 22 23 24
18 9 10 11 12 22 23 24 24
19 10 10 11 12 22 23 24 25
20 10 11 12 12 23 24 25 25
16 16 9 10 11 11 22 22 23 24
17 9 10 11 12 22 23 24 25
18 10 10 11 12 23 24 25 25
19 10 11 12 13 23 24 25 26
20 10 11 12 13 24 24 25 26
17 17 10 10 11 12 23 24 25 25
18 10 11 12 13 23 24 25 26
19 10 11 12 13 24 25 26 26
20 11 11 13 13 24 25 26 27
18 18 11 11 12 13 24 25 26 26
19 11 12 13 14 24 25 27 27
20 11 12 13 14 25 26 27 28
19 19 11 12 13 14 25 26 27 28
20 12 12 13 14 26 26 28 28
20 20 12 13 14 15 26 27 27 29

586



Wartosci krytyczne rozktadu Durbina-Watsona dla « = 0,05

Tablica IV
k=1 =2 k=3
dL dU | ar dU

71 0700 1,356 0467 1,896 \\\\\\\\\\\\\\

8 0763 1332 0,559 1,777 0,368 2287

of 0824 1,320 0,629 1,699 0455 2,128
10 087 1,320 0,697 1,641 0,525 2016
1 0927 1,324 0758 1,604 0,595 1,928
12 o9 1,331 0312 1,579 0,658 1,864
13 1010 1,340 0,861 1,562 0715 1816
14 1045 1,350 0,905 1,551 0,767 1,779
15| 1077 1,361 0946 1,543 0814 1,750
16| 1,106 1371 0982 1,539 03857 1,728
17 1,133 1,381 1,015 1,536 0,897 1,710
18] 1,158 1,391 1,046 1,535 0933 1,696
19 1,180 1401 1,074 1,536 0,967 1,685
200 1201 1411 1,100 1,537 0,998 1,676
2] 1221 1420 1,125 1,538 1,026 1,667
2l 1239 1429 1,147 1,541 1,053 1,664
23] 1257 1437 1,168 1,543 1,078 1,660
24 1273 1,446 1,188 1,546 1,101 1,656
25| 1288 1454 1,206 1,550 1,123 1,654
26| 1302 1461 1,224 1,553 1,143 1,652
2] 1316 1,469 1,240 1,556 1,162 1,651
28] 1328 1476 1,255 1,560 1,181 1,650
9] 1341 1483 1,270 1,563 1,198 1,650
300 1352 1489 1,284 1,567 1214 1,650
31 1363 1,496 1297 1,570 1,229 1,650
3| 137 1,502 1,309 1,574 1,244 1,650
3 1383 1,508 1,321 1,577 1,258 1,651
M 1393 1,514 1333 1,580 1,271 1,652
35| 140 1,519 1343 1,584 1,283 1,653
36| 1411 1,525 1,354 1,587 1,295 1,654
37 1419 1,530 1,364 1,59 1,307 1,655
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Wartosci krytyczne F(a, ry, 1) rozktadu F' dla o= 0,05
Tablica V

r/r | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20

1 161 | 200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 | 242 | 244 | 245 | 246 | 247 | 248

18,51190 1 192 | 192 | 193 | 193 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194 | 19,4 | 19,4 | 19,4

10,1 | 9,55 | 9,28 | 9,12 | 9,01 | 8,94 | 889 | 8,85 | 8,81 | 879 | 8,74 | 8,71 | 8,69 | 8,67 | 8,66

7,71 1 6,94 | 6,59 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 | 596 | 591 | 5,87 | 5,84 | 5,82 | 5,80

5,99 | 5,14 | 4,76 | 4,53 | 439 | 428 | 4,21 | 4,15 | 4,10 | 4,06 | 4,00 | 3,96 | 3,92 | 3,90 | 3,87

5,59 14,74 | 435 | 4,12 13,97 | 3,87 | 3,79 | 3,73 | 3,68 | 3,64 | 3,57 | 3,53 [ 3,49 | 347 | 3,44

2
3
4
5 6,61 | 5,79 | 541 | 5,19 | 5,05 | 495 | 4,88 | 482 | 4,77 | 4,74 | 4,68 | 4,64 | 4,60 | 4,58 | 4,56
6
7
8

532 | 4,46 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39 | 3,35 | 3,28 | 3,24 | 3,20 | 3,17 | 3,15

9 5,12 |1 4,26 | 3,86 | 3,63 | 3,48 | 3,37 | 3,29 | 3,23 | 3,18 | 3,14 | 3,07 | 3,03 | 2,99 | 2,96 | 2,94

10 | 4,96 | 4,10 | 3,71 | 3,48 | 3,33 | 3,22 | 3,14 | 3,07 | 3,02 | 298 | 2,91 | 2,86 | 2,83 | 2,80 | 2,77

11 | 4,84 ]398 ]359|336|3,20]3,09]3,01 295290 |285]|279 |2,74]270 ]| 2,67 | 2,65

12 | 4,75 13,89 1349|326 |3,11]3,00]291 |285]280]275]| 2,69 |2,64]260]| 257|254

13 | 4,67 | 3,81 | 341 | 3,18 |3,03]292|283 277|271 ]267]| 2,60 |2,55]251|248 246

14 | 4,60 | 3,74 | 3,34 | 3,11 | 2,96 | 2,85 | 2,76 | 2,70 | 2,65 | 2,60 | 2,53 | 2,48 | 2,44 | 2,41 | 2,39

15 | 4,54 | 3,68 13,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,71 | 2,64 | 2,59 | 2,54 | 2,48 | 2,42 | 2,38 | 2,35 | 2,33

16 | 4,49 | 3,63 | 3,24 | 3,001 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 2,54 | 2,49 | 2,42 | 2,37 | 2,33 | 2,30 | 2,28

17 | 4,45 13,59 |3,20 | 2,96 | 2,81 | 2,70 | 2,61 | 2,55 | 2,49 | 2,45 | 2,38 | 2,33 | 2,29 | 2,26 | 2,23

18 | 4,41 | 3,55 | 3,16 | 293|277 | 2,66 | 258|251 [246|241|234]229|225]222] 2,19

19 | 4,38 3,52 |3,13 290|274 263|254 248 (242238231 ]226]221]2,18] 2,16

20 | 4,35 ]3,49 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,60 | 2,51 | 2,45 [ 2,39 | 2,35 | 2,28 | 2,22 | 2,18 | 2,15 | 2,12

21 | 432347 3,07 2,84 |2,68 257|249 242 (237 [232]225]220]2,16]2,12] 2,10

22 | 430 | 3,44 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,46 | 2,40 | 2,34 | 2,30 | 2.23 | 2,17 | 2,13 | 2,10 | 2,07

23 | 428 | 342 | 3,03 | 2,80 | 2,64 | 2,53 | 2,44 | 2.37 | 2,32 | 2,27 | 2.20 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,05

24 426340301 |2,78 2,62 | 251|242 |236230]225]2,18]2,13]2,09]2,05] 2,03

25 | 424 | 3,39 | 2,99 | 2,76 | 2,60 | 2,49 | 2,40 | 2,34 | 228 | 2,24 | 2,16 | 2,11 | 2,07 | 2,04 | 2,01

26 | 42313371298 |2,74 259 | 247239232227 [222]215]2,09]2,05]2,02] 1,99

27 142113351296 |2,73 2,57 246|237 231 [225]220]2,13]2,08]2,04]2,00] 1,97

28 14203341295 ]|2,71 256|245 236|229 [224[219]2,12]2,06]2,02]199] 1,96

29 4,18 13331293270 |2,55|243|235[228[222]218]2,10]2,05]201]197] 19

30 | 4,17 | 3321292 | 2,69 | 253|242 233|227 [221 216|209 |204]199]196] 1,93

32 | 4,15 (3,29 1290 | 2,67 | 251240231 224219214207 2,01 |197]194 191

34 | 4,13 (3281288265249 ]238]229 223|217 (212205199 195192 | 1,89

36 | 4,11 (326287263 |248 236|228 221 |215]211 203|198 |193] 190 | 1,87

38 | 4,10 324285262 |246|235]226 2,19 [214]209|2,02|1,96 |192] 188 | 1,85

40 | 4,08 ]323 284|261 ]|245]|234 (225218 2,12 2,08 |2,00]195] 190 1,87 | 1,84

42 | 4,07 | 3,22 | 2,83 [ 2,59 | 244 232|224 (217 |2,11]2,06] 1,99 ] 1,93 | 1,89 | 1,86 | 1,83

44 | 4,06 | 3,21 | 2,82 | 2,58 [ 243 | 231 | 2,23 | 2,16 | 2,10 | 2,05 | 1,98 | 1,92 | 1,88 | 1,84 | 1,81

46 | 4,05 | 3,20 | 2,81 | 2,57 | 2,42 | 2,30 | 2,22 | 2,15 | 2,09 | 2,04 | 1,97 | 1,91 | 1,87 | 1,83 | 1,80

48 | 4,04 | 3,19 | 2,80 | 2,57 | 2,41 [ 2,29 | 2,21 | 2,14 | 2,08 | 2,03 | 1,96 | 1,90 | 1,86 | 1,82 | 1,79

50 [ 4,03 3,18 |279 (256|240 ] 2,28 ] 2,20 2,13 | 2,07 |203195|1,.89 [ 185181 | 1,78

60 | 4,00 | 3,15]2,76 | 2,53 | 2,37 | 2,25 | 2,17 | 2,10 [ 2,04 [ 199 | 1,92 | 1,86 | 1,82 | 1,78 | 1,75

80 | 3,96 | 3,11 | 2,72 | 2,49 | 2,33 | 2,21 | 2,13 | 2,06 | 2,00 | 1,05 | 1,88 | 1,82 | 1,77 | 1,73 | 1,70

100 | 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,31 | 2,19 | 2,10 | 2,03 | 1,97 | 1,93 | 1,85 | 1,79 | 1,75 | 1,71 | 1,68

125 | 3,92 | 3,07 | 2,68 | 2,44 | 2,29 | 2,17 | 2,08 | 2,01 | 1,96 | 1,91 | 1,83 | 1,77 | 1,72 | 1,69 | 1,65

150 | 3,90 | 3,06 | 2,66 | 2,43 | 2,27 | 2,16 | 2,07 | 2,00 | 1,94 | 1,89 | 1,82 [ 1,76 | 1,71 | 1,67 | 1,64

200 | 3,89 | 3,04 | 2,65 | 2,42 | 2,26 | 2,14 | 2,06 | 1,98 | 1,93 | 1,88 | 1,80 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,62

300 | 3,87 | 3,03 | 2,63 | 2,40 [ 224 | 2,13 | 2,04 | 1,97 | 191 | 1,86 | 1,78 | 1,72 | 1,68 | 1,64 | 1,61

500 | 3,86 | 3,01 | 2,62 | 2,39 | 2,23 | 2,12 | 2,03 | 1,96 | 1,90 | 1,85 | 1,77 | 1,71 | 1,66 | 1,62 | 1,59

1000 | 3,85 | 3,00 | 2,61 | 2,38 | 2,22 | 2,11 | 2,02 | 1,95 | 1,89 [ 1,84 | 1,76 | 1,70 | 1,65 | 1,61 | 1,58

o | 3,84 3,00 260 (237221210201 |19 | 1,88 | 1,83 | 1,75] 1,69 | 1,64 | 1,60 | 1,57
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Wartosci krytyczne F(ea, r, rp) rozktadu F dla «= 0,05

Tablica V cd.

r/r | 22 24 26 28 30 35 40 45 50 60 80 100 | 200 | 500 ©
1 249 | 249 | 249 | 250 | 250 | 251 | 251 251 252 | 252 | 252 | 253 | 254 | 254 | 254
2 | 195195195 19,5 | 19,5 | 19,5 | 19,5 | 195 | 19,5 | 19,5 | 19,5 | 19,5 | 19,5 | 19,5 | 19,5
3 | 8,65 | 8,64 | 8,63 | 8,62 | 8,62 | 8,60 | 8,59 | 8,59 | 8,58 | 8,57 | 8,56 | 8,55 | 8,54 | 8,53 | 8,53
4 579577576 575|575 573 | 572 | 5,71 | 5,70 | 5,69 | 5,67 | 5,66 | 5,65 | 5,64 | 5,63
5 | 454 | 453452450 | 450 | 4,48 | 4,46 | 445 | 4,44 | 443 | 441 | 441 | 439 | 437 | 437
6 3,86 | 3,84 | 3,83 | 3,82 | 3,81 | 3,79 | 3,77 | 3,76 | 3,75 | 3,74 | 3,72 | 3,71 | 3,69 | 3,68 | 3,67
7 343 | 3,41 | 3,40 | 3,39 | 3,38 | 3,36 | 3,34 | 3,33 | 3,32 | 3,30 | 3,29 | 3,27 | 3,25 | 3,24 | 3,23
8 3,13 | 3,12 | 3,10 | 3,09 | 3,08 | 3,06 | 3,04 | 3,03 | 3,02 | 3,01 | 299 | 2,97 | 2,95 | 2,94 | 2,93
9 2921290 | 2,89 |287 (286|284 |283|281|280] 279|277 276|273 ]| 2,72 ]| 2,71
10 2,75 | 2,74 1 2,72 | 2,71 | 2,70 | 2,68 | 2,66 | 2,65 | 2,64 | 2,62 | 2,60 | 2,59 | 2,56 | 2,55 | 2,54
11 2,63 | 2,61 | 2,59 | 2,58 | 2,57 | 2,55 | 2,53 | 2,52 | 2,51 | 2,49 | 2,47 | 2,46 | 2,43 | 2,42 | 2,40
12 | 2,52 | 2,51 | 2,49 | 2,48 | 2,47 | 2,44 | 2,43 | 2,41 | 2,40 | 2,38 | 2,36 | 2,35 | 2,32 | 2,31 | 2,30
13 | 2,44 | 242 | 2,41 | 2,39 | 2,38 | 2,36 | 2,34 | 2,33 | 2,31 | 2,30 | 2,27 | 2,26 | 2,23 | 2,22 | 2.21
14 2372351233232 (231|228 |227 (225224222220 (2,19 | 2,16 | 2,14 | 2,13
15 231 229|227 |226 225222220219 |2,18 | 2,16 | 2,14 | 2,12 | 2,10 | 2,08 | 2,07
16 225 (224 222221 (219|217 | 2,15 | 2,14 | 2,12 | 2,11 | 2,08 | 2,07 | 2,04 | 2,02 | 2,01
17 | 221 | 2,19 | 2,17 | 2,16 | 2,15 | 2,12 | 2,10 | 2,09 | 2,08 | 2,06 | 2,03 | 2,02 | 1,99 | 1,97 | 1,96
18 2,17 | 2,15 | 2,13 | 2,12 | 2,11 | 2,08 | 2,06 | 2,05 | 2,04 | 2,02 | 1,99 | 1,98 | 1,95 | 1,93 | 1,92
19 2,13 [ 2,11 | 2,10 | 2,08 | 2,07 | 2,05 | 2,03 | 2,01 | 2,00 | 1,98 | 1,96 | 1,94 | 1,91 | 1,89 | 1,88
20 2,10 | 2,08 | 2,07 | 2,05 | 2,04 | 2,01 [ 1,99 | 1,98 | 1,97 | 1,95 ] 1,92 | 1,91 | 1,88 | 1,86 | 1,84
21 [ 2,07 |2,05]2,04 [2,02]201] 1,98 1,9 | 1,05] 1,94 | 1,92 | 1,89 | 1,88 | 1,84 | 1,82 | 1,81
22 | 2,05 | 2,03 | 2,01 | 2,00 | 1,08 | 1,96 | 1,94 | 1,02 | 1,91 | 1,89 | 1,86 | 1,85 | 1,82 | 1,80 | 1,78
23 | 2,02 | 2,00 | 1,99 | 1,97 | 1,96 | 1,93 | 1,91 | 1,90 | 1,88 | 1,86 | 1,84 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,76
24 2,00 | 1,98 | 1,97 | 1,95 | 1,04 | 1,91 | 1,89 | 1,88 | 1,86 | 1,84 | 1,82 | 1,80 | 1,77 | 1,75 | 1,73
25 | 1,98 | 1,96 | 1,95 | 1,93 | 1,92 | 1,89 | 1,87 | 1,86 | 1,84 | 1,82 | 1,80 | 1,78 | 1,75 | 1,73 | 1,71
26 1,97 | 1,95] 1,93 | 1,91 | 1,90 | 1,87 | 1,85 | 1,84 | 1,82 | 1,80 | 1,78 | 1,76 | 1,73 | 1,71 | 1,69
27 | 1,05 | 1,93 | 1,91 | 1,90 | 1,88 | 1,86 | 1,84 | 1,82 | 1,81 | 1,79 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,69 | 1,67
28 | 1,03 | 1,01 | 1,90 | 1,88 | 1,87 | 1,84 | 1,82 | 1,80 | 1,79 | 1,77 | 1,74 | 1,73 | 1,69 | 1,67 | 1,65
29 | 1,92 | 1,00 | 1,88 | 1,87 | 1,85 | 1,83 | 1,81 | 1,79 | 1,77 | 1,75 | 1,73 | 1,71 | 1,67 | 1,65 | 1,064
30 | 1,01 | 1,89 | 1,87 | 1,85 | 1,84 | 1,81 | 1,79 | 1,77 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,70 | 1,66 | 1,64 | 1,62
32 1,88 | 1,86 | 1,85 | 1,83 [ 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,75 | 1,74 | 1,71 | 1,69 | 1,67 | 1,63 | 1,61 | 1,59
34 1,86 | 1,84 | 1,82 | 1,80 | 1,80 | 1,77 | 1,75 | 1,73 | 1,71 | 1,69 | 1,66 | 1,65 | 1,61 | 1,59 | 1,57
36 185 1,82 | 1,81 | 1,79 | 1,78 | 1,75 | 1,73 | 1,71 | 1,69 | 1,67 | 1,64 | 1,62 | 1,59 | 1,56 | 1,55
38 183 | 1,81 | 1,b79 | 1,77 | 1,76 | 1,73 | 1,71 | 1,69 | 1,68 | 1,65 | 1,62 | 1,61 | 1,57 | 1,54 | 1,53
40 181 | 1,79 | 1,77 | 1,76 | 1,74 | 1,72 | 1,69 | 1,67 | 1,66 | 1,64 | 1,61 | 1,59 | 1,55 | 1,53 | 1,51
42 1,80 | 1,78 | 1,76 | 1,74 | 1,73 | 1,70 | 1,68 | 1,66 | 1,65 | 1,62 | 1,59 | 1,57 | 1,53 | 1,51 | 1,49
44 1,79 | 1,77 | 1,75 ) 1,73 | 1,72 | 1,69 | 1,67 | 1,65 | 1,63 | 1,61 | 1,58 | 1,56 | 1,52 | 1,49 | 1,48
46 1,78 | 1,76 | 1,74 | 1,72 | 1,71 | 1,68 | 1,65 | 1,64 | 1,62 | 1,60 | 1,57 | 1,55 | 1,51 | 1,48 | 1,46
48 | 1,77 | 1,75 | 1,73 | 1,71 | 1,70 | 1,67 | 1,64 | 1,62 | 1,61 | 1,59 | 1,56 | 1,54 | 1,49 | 1,47 | 1,45
50 1,76 | 1,74 | 1,72 1 1,70 | 1,69 | 1,66 | 1,63 | 1,61 | 1,60 | 1,58 | 1,54 | 1,52 | 1,48 | 1,46 | 1,44
60 | 1,72 ] 1,70 | 1,68 | 1,66 | 1,65 | 1,62 | 1,59 | 1,57 | 1,56 | 1,53 | 1,50 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,39
80 | 1,68 | 1,65 | 1,63 | 1,62 | 1,60 | 1,57 | 1,54 | 1,52 | 1,51 | 1,48 | 1,45 | 1,43 | 1,38 | 1,35 | 1,32
100 | 1,65 | 1,63 | 1,61 | 1,59 | 1,57 | 1,54 | 1,52 | 1,49 | 1,48 | 1,45 | 1,41 | 1,39 | 1,34 | 1,31 | 1,28
125 | 1,63 | 1,60 | 1,58 | 1,57 | 1,55 | 1,52 | 1,49 | 1,47 | 1,45 | 1,42 | 1,39 | 1,36 | 1,31 | 127 | 1,25
150 | 1,61 | 1,59 | 1,57 | 1,55 | 1,53 | 1,50 | 1,48 | 1,45 | 1,44 | 1,41 | 1,37 | 1,34 | 129 | 125 | 1,22
200 | 1,60 | 1,57 | 1,55 | 1,53 | 1,52 | 1,48 | 1,46 | 1,43 | 1,41 | 1,39 | 1,35 | 1,32 | 1,26 | 1,22 | 1,19
300 | 1,58 | 1,55 | 1,53 | 1,51 | 1,50 | 1,46 | 1,43 | 1,41 | 1,39 | 1,36 | 1,32 | 1,30 | 1,23 | 1,19 | 1,15
500 | 1,56 | 1,54 | 1,52 | 1,50 | 1,48 | 1,45 | 1,42 | 1,40 | 1,38 | 1,34 | 1,30 | 128 | 121 | 1,16 | 1,11
1000 | 1,55 | 1,53 | 1,51 | 1,49 | 1,47 | 1,44 | 1,41 | 1,38 | 1,36 | 1,33 | 1,29 | 1,26 | 1,19 | 1,13 | 1,08
o | 1,54 | 1,52 | 1,50 | 1,48 | 1,46 | 1,42 | 1,39 | 137 | 1,35 | 1,32 | 1,27 | 1,24 | 1,17 | 1,11 | 1,00
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Dystrybuanta rozktadu normalnego

D(u) =

2z

u

2
je”/zdu

—00

Tablica VI

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0

0,500 000

0,503 989

0,507 978

0,511 966

0,515 953

0,519 939

0,523 922

0,527 903

0,531 881

0,535 856

0,1

0,539 828

0,543 795

0,547 758

0,551 717

0,555 670

0,559 618

0,563 559

0,567 495

0,571 424

0,575 345

0.2

0,579 260

0,583 166

0,587 064

0,590 954

0,594 835

0,598 706

0,602 568

0,606 420

0,610 261

0,614 092

03

0,617 911

0,621 720

0,625 516

0,629 300

0,633 072

0,636 831

0,640 576

0,644 309

0,648 027

0,651 732

0,4

0,655 422

0,659 097

0,662 757

0,666 402

0,670 031

0,673 645

0,677 242

0,680 822

0,684 386

0,687 933

0,5

0,691 462

0,694 974

0,698 468

0,701 944

0,705 401

0,708 840

0,712 260

0,715 661

0,719 043

0,722 405

0,6

0,725 747

0,729 069

0,732 371

0,735 653

0,738 914

0,742 154

0,745 373

0,748 571

0,751 748

0,754 903

0,7

0,758 036

0,761 148

0,764 238

0,767 305

0,770 350

0,773 373

0,776 373

0,779 350

0,782 305

0,785 236

0,8

0,788 145

0,791 030

0,793 892

0,796 731

0,799 546

0,802 337

0,805 105

0,807 850

0,810 570

0,813 267

0,9

0,815 940

0,818 589

0,821 214

0,823 814

0,826 391

0,828 944

0,831 472

0,833 977

0,836 457

0,838 913

1,0

0,841 345

0,843 752

0,846 136

0,848 495

0,850 830

0,853 141

0,855 428

0,857 690

0,859 929

0,862 143

1,1

0,864 334

0,866 500

0,868 643

0,870 762

0,872 857

0,874 928

0,876 976

0,879 000

0,881 000

0,882 977

1,2

0,884 930

0,886 861

0,888 768

0,890 651

0,892 512

0,894 350

0,896 165

0,897 958

0,899 727

0,901 475

1,3

0,903 200

0,904 902

0,906 582

0,908 241

0,908 877

0,911 492

0,913 085

0,914 657

0,916 207

0,917 736

1,4

0,919 243

0,920 730

0,922 196

0,923 641

0,925 066

0,926 471

0,927 855

0,929 219

0,930 563

0,931 888

1,5

0,933 193

0,934 478

0,935 745

0,936 992

0,938 220

0,939 429

0,940 620

0,941 792

0,942 947

0,944 083

1,6

0,945 201

0,946 301

0,947 384

0,948 449

0,949 497

0,950 529

0,951 543

0,952 540

0,953 521

0,954 486

1,7

0,955 435

0,956 367

0,957 284

0,958 185

0,957 070

0,959 941

0,960 796

0,961 636
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